S. BENHMIDA Exercices Calcul des probabilités

Exercices Corrigés

Exercice 1: Soit une boite contenant 20 composants électroniques dont 4 sont défectueux. On y tire au hasard
et successivement 3 composants, avec remise si le composant est normal, sinon on le garde.
1) Calculer la probabilité d’avoir les trois composants défectueux.
2) Calculer la probabilité d’avoir les trois composants normaux.
Solution: Si on note les événements,
D' =« avoir un composant défectueux au i tirage ».
N' =« avoir un composant normal au i°™ tirage ».
1) P(D'D’D*)= P(DHP(D*/D"P(D’ /D'D?) = (4/20)x(3/19) x(2/18)=0,0035.

2) P(N'N’N®) = PINHP(INY/NHP(N*/N'N?) =P(NH)P(N?)P(N*)=(16/20)x(16/20)x(16/20)
=(4/5)* =0,512.

Exercice 2: Dans une usine, 3 machines fabriquent des pieces mécaniques dans les proportions respectives
suivantes: p;=25%, p,=35% et p;=40%. On sait que le les taux de production de pieces défectueuses par les 3
machines sont respectivement de 10%, 5% et 1%.

On choisit au hasard une pieéce dans un lot de pi¢ces fabriquées par 1’usine et on constate qu’elle est défectueuse.
Quelle est probabilité qu’elle soit fabriquée par la 3*™ machine?

Solution: Si on note les événements,

D =« la piece est défectueuse».

M, =« la piece est fabriquée par la i"™ machine ».

On a:

i) P(M)=0,25; P(M,)=0,35 et P(M;)=0,4.

ii) P(D/M)=0,1; P(D/M,)=0,05 et P(D/M;)=0,01.

Donc par le théoreme de Bayes on calcule la probabilité a posteriori P(M;/D):

,;P(Mf)P(D/Mf) = 00’0(5?5 =0,086
>pP)PDIM,) %
j=1

P(M,/D)=

Exercice 3: Un lot de pieces mécaniques contient 5% de pieces défectueuses. On tire au hasard 7 pieces avec
remise dans ce lot.

Calculer la probabilité d'avoir 2 pieces défectueuses parmi les 7 pieces tirées.

Solution: Soit A 1'événement "avoir une piece défectueuse lors d'un tirage", d'olt, P(A)=p=0,05.

Tirer 7 pieces avec remise revient a effectuer 7 expériences de Bernoulli indépendantes.

Soit X la v.a. associée au nombre de pieces défectueuses parmi les 7 pieces tirées. D'ot, X~ B(7; 0,05).

Donc, DX={0, 1,2, ..., 7} et pour tout keDX on a,

On calcule alors:

P(X =2)=C;0,05°0,95 ~0,041

Exercice 4: On sait que 4% d'une population de 1000 personnes ont une maladie M. On choisit au hasard et
sans remise un échantillon de 10 personnes dans cette population.

Calculer la probabilité d'avoir 1 seule personne malade dans I'échantillon.

Solution:

On a, N=1000 et p=0,04, donc N;=pN=40 et N,=N-N;=960.

Soit X la v.a. associée au nombre de personnes malades parmi les 10 choisies. D'ou, X~ H(1000; 10; 0,04).
Donc,

DX={keN: sup(0; 10-960) <k < inf(10; 40)}

DX={keN: 0 <k <10}

et pour tout ke DX on a, POX = k)= C4ko % Céé)o—k

10
CI 000

1) Avec la loi exacte de X on a: (calcul fait par Excel)

1 9
C40 X C960
10

1000

P(X=1)= ~0,2791.
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ii) Le taux de sondage 10/1000=0,01<0,1, donc on peut utiliser 'approximation d'une loi hypergéométrique par
une loi binomiale .

H(1000; 10; 0,04) = B(10; 0,04).

D'ou, on calcule une valeur approchée de P(X=1), par:

P(X =1)=C0,04'0,96° ~0,2770

Exercice 5: Le nombre de pannes d'une machine sur une période donnée suit une loi de Poisson. Sachant qu'en
moyenne la machine fait 2 pannes par trimestre.

1) Calculer la probabilité de n'avoir aucune panne a un mois donné.

2) Calculer la probabilité d'avoir 4 pannes pendant une année.

Solution: Si l'unité de temps est le trimestre.

Soient les v.a. X, Y et Z associées respectivement au nombre de pannes de la machine pendant, un trimestre, un
mois et une années. Donc,

X~ P(2); Y~ P(2/3) et Z~ P(2x4)= P(8).

e—(2/3) X (2/3)0 _ 67(2/3)

D py=0= o

=0,513.

P(Z=4)= ~0,0573.

2) e?¥x8*
4

Exercice 6: A I’entrée d’une station de train un marchand de journaux remarque qu’entre 8h et 9h en moyenne,
une personne sur 10 achete un journal.

Sachant qu’ils passent 120 personnes entre 8h et 9h, et soit X la v.a. définie par :

X = « nombre de journaux vendus pendant cette période ».

1) Indiquer la loi de probabilité exacte de X.

2) Par quelle loi peut-on approcher la loi de X

3) Calculer P(X = 15) par la loi exacte puis par la loi approximative.

Solution:

1)Les personnes achetent les journaux indépendamment les unes des autres. Donc d'apreés la définition de X on
a:
X~B(120; 0,1).

2) On a n=120=50 et p=0,1<0,1; donc on peut utiliser l'approximation d'une loi binomiale par une loi Poisson:
B(120; 0,1) = P(120x0,1) =P(12).

3) Par la loi exacte on a: (calcul fait par Excel)

P(X=15= C]]250 0,D)"(0,9)"” ~0,0742
Par la loi approximative on a:

-12 15
PX =15~ 12" 00739,
15!

Exercice 7: Une urne contient une proportion p = 3/5 de boules blanches et une proportion g=1-p de boules
noires.

On considere un tirage avec remise et on pose X : « le nombre de tirages nécessaires pour avoir une boule
blanche » et Y : « le nombre de tirages nécessaires pour avoir 3 boules blanches ».

1) Quelle est 1a loi de X ? Calculer P(X=2).

2) Quelle estlaloide Y ? Calculer P(Y=5).

Solution: On a p=3/5=0,6 et q=0,4.

Le tirage étant avec remise, donc les tirages successifs sont indépendants.

D'otl, d'apres les définitions de X et Y on a:

1) X~ G(0,6), une loi géométrique de parametre p=0,6 . Dxy= N* et pour tout keDy,

P(X=k)=0,6x(0,4)""

Donc, P(X=2)=0,6x(0,4)'=0,24.

2) Y~ G(3; 0,6), une loi binomiale négative (ou loi de Pascal ) de parametres p=0,6 et m=3,
Dy={keN : k>3} et pour tout ke Dy,

P(Y =k)=C[ ,(0,6)’ (0.4)"".
Donc,

P(Y =5)=C2(0,6) (04)’ ~0,2074.

2
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Exercice 8: On suppose que la durée de vie des ampoules électriques est une v.a.c. X de loi normale
d'espérance m = 1000 heures et de variance 62 =10000.

Calculer probabilité qu'une ampoule fonctionne:

1) entre 1000 et 1200 heures?

2) moins 750 heures?

Solution: On a, X~N(1000; 100), car =100,
donc U=(X-1000)/100 ~N(0; 1),

1 1200 — 1000 1000 — 1000

) P(1000< X <£1200)=n(———) —n(———) = 7(2) — 7(0).
Or, n(2)=0,9772 et ©(0)=0,5, donc 100 100
P(1000< X<1200)= 0,9772-0,5=0,4772.

D px <750) = 22010 _ 1205,

Or, n(-2,5)=1- n(2,5) =1-0,9938=0,0062.
Donc, P(X<750)= 0,0062.

Exercice 9 : Soient X et Y deux v.a.d. indépendantes suivant la méme loi de Bernoulli de parametre p (0<p<1).
On pose Z=X+Y et T=X-Y.

1) Déterminer la loi de Z est la loi de T.

2) Déterminer la loi conjointe du couple( Z ; T).

3) Z et T sont-elles indépendantes ? Justifier la réponse.

Solution :

1) LoideZ:D,={0, 1,2}

P(Z=0)=P(X+Y=0)=P(X=0 et Y=0)=P(X=0)P(Y=0)=(1-p)*=q>.

P(Z=1)=P(X+Y=1)=P(X=1 et Y=0)+ P(X=0 et Y=1)=P(X=1)P(Y=0)+ P(X=0)P(Y=1)=2pq.
P(Z=2)=P(X+Y=2)=P(X=1 et Y=1)=P(X=1)P(Y=1)= p*

zeD; | O 1 2 | Total
PZ=2) | " | 2pq | p°| !

Loide T:Dy={-1,0,1}
P(T=-1)=P(X-Y=-1)=P(X=0 et Y=1)=P(X=0)P(Y=1)=pq.

P(T=0)=P(X-Y=0)=P(X=0 et Y=0)+ P(X=1 et Y=1)=P(X=0)P(Y=0)+ P(X=1)P(Y=1)= p>+q>.
P(T=1)=P(X-Y=1)=P(X=1 et Y=0)=P(X=1)P(Y=0)= pq

teDy | -1 | 0 1 | Total
1

P(T=t) | pq | p’+q’ | pq

2) Loi conjointe de (Z ; T).

T z 0 1 2 | Loi marginale de T
T~
-1 0| pg |0 Pq
0 |0 |p p+q’
1 0| pg |0 Pq
Loi marginale de Z qQ | 2pq | ¢ 1

3) On a, P(Z=0 ; T=-1)=0 et P(Z=0)P(T=-1)= q2pq¢0, donc Z et T ne sont pas indépendantes.
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Exercice 10 : Soit X une v.a.d. telle que Dx= N (ensemble des entiers naturels) et la loi de probabilité de X,
P(X=n)=f(n), vérifie :

f(n) :gf(n—]), VneN".
n

Déterminer explicitement I’expression de f.

Solution :

On pose f(0)=c, d’ou,

2 3

2 2 2 2 2
f) 7¢ 1) Sf=7 ¢ AC)) 37 O=753¢

n

f(n):g.f(n—1)=
n

Or f(n) est une distribution de probabilité donc, on a :

0 o) 2’1 0 2’1
2Lfm=2—c=c3—=ce ‘=1
n=0 n=0 n n=0 I’l
D’ou, ¢= f(0)= e”
722n
P(X=n)=f(n)= Yne N

Donc X suit une loi de Poisson de parametre A=2

Exercice 11 : Une machine fabrique des pieces cylindriques caractérisées par leurs diamétres. Soit X la v.a.c.
associée a la mesure des diamétres en centimétre, on suppose que X suit une loi normale générale d’espérance m
et d’écart type ©

Sachant que sur 50000 pieces fabriquées, on dénombre 16500 pieces dont le diametre est inférieur a 1,6 cm et
5100 dont le diametre est supérieur a 1,8 cm.

Déterminer I’espérance m et d’écart type o.

Solution :
X~N(m; o), E(X)=m et V(X)=o".
P(X<1,6)=16500/50000 =0,33 et P(X>1,8)= 5100/50000 =0,102.

P(X <16)=pX=m 20=my 8= my_03340,5. Done O™
O O O O

MmOy 122" 067, done ™=
O

<0

6
d'on, n( =0,44 (D'apreés la table de N(0; I).

P(X >18)= P(X m 1,8 — m) ]_P(X—m<],8—m)21_ﬂ_(],8
O O O o

"y =0,102.

oo m) =1-0,102=0,898, donc 18-

(o} O

[N m
d'ou, 7( = 1,27 (D'apreés la table de N(0; ).

d'out on a le systeme :
1,8—-m 127
o m=1,651 cm
, donc

m—16 c=0117 cm
O

=0,44
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