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Analyse : Chapitre 7 Exercices

FExercices : Fonctions de deux variables

Exercice 1:

On considere le plan muni d’un repere orthonormal. Représenter graphiquement les ensembles de points
suivant :

1 R*/z > 0ety
R*/z>1ety

) €

) €

) € R?/a? +y* < 4}
)

)

(&

eER?/y>0et 22 +y*> 1}
ER?/z>0ety>0et3y+r—12<0et 3x+y—12<0}

A
2. {(
3. {(
4. {(
5. {(

Exercice 2:

1. La fonction f définie sur R? par
flz,y) = \/% si (z,y) # (0,0) et f(0,0) = 0 est-elle continue en (0,0)?
ety

2. La fonction f définie sur R? par
f(z,y) = _THY (z,y) # (0,0) et f(0,0) = 0 est-elle continue en (0,0)?

Exercice 3:
Déterminer les domaines de définition respectifs des fonctions suivantes, puis déterminer les dérivées
partielles d’ordre 1 de ces fonctions.

x3y+y2x T
L. f(:c,y)zxiw 2. g(z,y) =In 1+§
In(x) _r_ Y

5. l(z,y) = /Ty (on précisera ou a lieu l'existence des dérivées partielles)

Exercice 4:
l’3y

On considere la fonction f définie sur R? par f(x,y) = m

si (z,y) # (0,0) et f(0,0) =0.

1. Montrer que f est continue sur R2.
2. Montrer que f admet deux dérivées partielles d’ordre 1 continues sur R2.

3. Etudier l'existence et, le cas échéant calculer, les dérivées partielles d’ordre 2 en (0, 0).

Exercice 5:
Soit f définie sur R? par f(z,y) = bz? — 6zy + 22 + 2y* — 2y + 1

1. Calculer g et g

or Oy

2. Déterminer le point critique de f et prouver que f atteint un minimum en ce point.
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Déterminer les extremums de la fonction f définie sur R? par f(z,y) = zy(z +y — 1).

Exercice 7:
Soit la fonction f définie par f(z,y) = x ((In(x))* + y?).
Déterminer le domaine de définition de f puis ses extremums locaux.

Exercice 8:
Soit f définie sur R? par f(z,y) = pye— @)
1. Calculer —= et of

xr ay

2. Déterminer les points critiques de f.

3. Indiquer si ces points correspondent a un minimum ou un maximum.

Exercice 9:

1/1 1
On considere, sur R™ x R™ la fonction g définie par : g(x,y) = 3 <— + —) (I+2)(1+y)
r ¥y

1. Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 et 2 de g sur R™ x R**,
2. Montrer que g admet un extremum local sur R™* x R™ dont on précisera la nature.

Exercice 10:
On considere la fonction f de classe C? sur |0, 1[ x 0, 1[ définie par :

1 1 1
V(xay)e]oal[x]oal[af(xay):1_:L,+1_y+x+y

0 0
1. Calculer, pour tout (z,y) € ]0,1[ x |0, 1], of (x,y) et of (x,y).
ox y
2. Montrer qu'il existe un unique point I de ]0,1[ x |0, 1[ en lequel f est susceptible de posséder un

extremum local et déterminer [.

3. Montrer que f admet en / un minimum local.

Exercice 11:
On note F' : R?* — R I'application définie pour tout (z,y) € R? par :

Fz,y)= (@ -1)(y—2)(z+y—06)
1. Montrer que (4,2) et (2,3) sont des points critiques de F.
2. Est-ce que F' présente un extremum local au point (4,2)7
3. Est-ce que F' présente un extremum local au point (2,3)7

Exercice 12:
1. On considere Papplication g définie sur ]0; +o00[ par g(z) = z* + In(x).
Montrer que 1'équation g(x) = 0 d’inconnue x €]0; +00[ admet une unique solution, notée «, et que

1
- <a<l
2 o

2. On considere application F' définie sur R™ x R par F(z,y) = ze¥ + yIn(x).
a) Montrer que F est de classe C! sur R™ x R et calculer les dérivées partielles premieres de F en
tout point (z,y) € R™ x R.
b) Montrer que F' admet un point critique et un seul que 'on exprimera a 1’aide du nombre réel .

c¢) Est-ce que F' admet un extremum local 7
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Correction

Exercice 1:
Dessins trop longs a faire sur 'ordinateur

Exercice 2:

Idée : afin d’étudier la continuité d’une fonction de deux variables nous avons deux méthodes : pour
montrer que f est continue en (xg, yo) on calcul |f(z,y) — f(xo,y0)| et on essaye de majorer cette quantité
par quelque chose qui tend vers 0 lorsque (z,y) — (g, ¥o); pour montrer que f n’est pas continue en
(xo,Yo) on trouve des couples (x,y) particuliers, qui tendent vers (xg, yo) mais tels que f(z,y) ne tend pas
vers f(zo, Yo)-

1. On a |f(z,y)— f(0,0)| = ﬂ Or on remarque par exemple que y/x? + y? > /y? = |y|. Donc

o a |f(z.y) — £0.0)] < T — |y

=~
Comme lim |z[=0ona lim [f(x,y)— f(0,0)] =0 et donc f est continue en (0,0).
(2,y)—(0,0) (2,4)—(0,0)
5 0 (o, 2) 2z 2z
. On remarque que f(z,z) = = .
222 2|z

. 2 .
Sio >0, fr.a)= "5 done lim - f(z.y)= V2 # £(0,0).

f n’est donc pas continue en (0, 0).

Exercice 3:

1. Dy = {(z,y) € R*/x +y # 0}. Sur ce domaine f est le quotient de deux fonctions de classe C' dont
le dénominateur ne s’annule pas donc f est de classe C!. De plus

of Bz*y +y?)(z +y) — (Py +y2r) 223y + 322y + 33
—(ZL‘, y) = 2 = 2
ox (x +vy) (x +y)

et Lipy = (@® +2zy)(z +y) — (@Py +y°x) _ 2t + 22%y + 2y
oy Y (z+y)? (z +y)?

2. D, = {(x, y) € IRz/E >—lety# O}. Sur ce domaine g est de classe C' comme composée de deux
)

fonctions de classe Ct. De plus :

9 )= L=

oz Y S l4az/y oty
dg —x/y? —x

t —_— = =

’ 8y( ¥) L+a/y  ylz+y)

3. Dy ={(z,y) € R?/x > 0 et 2% + y* # 9}. Sur ce domaine h est de classe C' comme quotient de deux
fonctions de classe C! dont le dénominateur ne s’annule pas. De plus :

@@ ) = Vz(@*+y*>—9) —In(z) x 20 2*+y*> — 9 — 227 In(x)
oz Y= (22 + y2 — 9)? (@ 4y -9)?
oh —2yIn(x)
t = g\
& Y (22 +y* = 9)?
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4. Dkw:w‘f(t:icf? g‘f)t'g’RZ Jx # 0 et y # 0}. Sur ce domaine k est de classe C' comme somme de deux fonc-
tions de classe C'. De plus :

ok 1y
a—x(l”y):g—;
et %(:cy):—ile
oy’ y: T

5. Dy = {(x,y) € R*/zy > 0}. Comme la fonction racine carrée n’est pas dérivable en 0, la fonction I
ne sera pas dérivable sur tout son domaine de définition. Sur {(z,y) € R?/zy > 0} k est de classe C*
comme composée de deux fonctions de classe Ct. De plus :

ol Yy
ol x
et 8_y(x’y):2\/a:_y

Exercice 4:

1. Les fonctions (x,y) — x3y et (x,y) — x?+y? sont continues sur R?\ {(0, 0)} car ce sont des fonctions

polynomiales et (z,y) — 2% + y* ne s’annule pas sur R?\ {(0,0)} donc par quotient, f est continue
sur R%\ {(0,0)}.

De plus |f(z,y) — f(0,0)| =

est continue en (0,0).

2%y _ |2yl .
x2 + 2 x2 [yl Done (xvy)lg%o,o) J(@y) f(0,0) et done f

f est donc continue sur R2.

2. e Par le méme raisonnement que précédemment, f est en fait une fonction de classe C* sur

R?\ {(0,0)}. De plus :

g@ ) = 3z2y(2? +y?) — 23y x 2z B 22y (2? + 3y?)
or YT (22 + y?)? (22 4 y2)2
of P ) -y x| PG )
et —(ZL‘, y) = =
dy (22 + y?)? (22 +y?)?
e Existence de %(0,0) et 2—5(0,0) :
~ On a f(x,0) = f(0,0) = 0. Donc f(x,0) = f(0,0) admet une limite finie en 0, ce qui signifie que
T
0 0
8_£<O’ O)Oexiste et 08—%0(0, 0)=0. O »
~ Ona 1(0,9) = /(0,0) = 0. Donc 1(0,9) = £(0,0) admet une limite finie en 0, ce qui signifie que
)
2—5(0,0) existe et 2—5(0,0) = 0.
e Continuité des dérivées partielles en (0,0) :
2
- %(w,y) < ;Ji::yyt < 3ly| donc (x,yl)igzop) %(:p,y) = 0%(0,0) et ainsi % est continue sur R?.
3
- 'g—‘g(x,y)’ < :E2|i|y2 < |z| donc (m,yl)igéo,o) g—‘g(x,y) = 02—‘5(0,0) et ainsi g—;j est continue sur R2.
°f

0
. o Exist de —(0,0) :
3. e Existence de 8902( ,0)

1 /of of B o*f . 0?f B
. (01’ (x,0) e (0,0)) = 0 donc 52 (0,0) existe et 92 (0,0)=0
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e Existence de —=(0,0) :

2
af af o*f 0*f
(ay(() y) — o — (0, 0)) = 0 donc o 5(0,0) existe et 7 5(0,0)=0
52
: rf
e Existence de e 8y( ,0) :
af of _ o*f : o*f
(83/( ,0) — 8_y<0 O)) =1 donc —= 9000 ——(0,0) existe et 00y ——(0,0) =
e Existence de il (0,0) :
oyoxr
af af _ 0* f . 0*f
(890 (0,y) 5 (0, O)) = 0 donc Dy0n (0,0) existe et —— 90z ——(0,0) =0

Exercice 5:

1. f est polynomiale donc de classe C* sur R2. De plus :

0

8—£(:c,y) =10z — 6y + 2

0

et 8_];(:6’3/) = —6z + 4y — 2
2. e Pour trouver le ou les points critiques de f il faut résoudre :

of
9 &Y =0 10z — 6y +2 =0 x‘ézol z=1
of T br+dy—2=0 T) y=Zet= T\ y=2
—(x y) = Y Yy 21’ + 5 Yy
oy’

Donc f admet un unique point critique, le point (1, 2).
e Pour déterminer si f admet un extremum local en ce point nous allons utiliser les notations de
Monge. Pour cela nous avons besoin des dérivées partielles d’ordre 2 de f :

0 f 0 f 0 f

Au point (1,2) on a donc r = 10, s = —6 et t = 4 donc s? —rt = 36 — 40 = —4 < 0 et comme 7 > 0,
f admet un minimum local en (1, 2).

Exercice 6:
f étant de classe C* nous allons utiliser les notations de Monge.
e Points critiques :

of of
:2 2— e — 2 2 — :
On a 8Jj(ar:,y) xy+y° —y et ay(ar:,y) 2% + 22y — x donc

N y=0ou2x4+y—1=0
r=0ouzx+2y—1=0

z=0 r4+2y—1=0 x=0 r4+2y—1=0

1

y=0 y=0 y=1 T3
ﬁ{x:() ou{le ou{%:O ou _l
3
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f admet 4 points critiques (0,0), (0,1), (1,0), <§, §)

e Notations de Monge :
Les dérivées partielles secondes de f sont :

0 f 0 f
(z,y) =2y 8—@/2(96,@/)—296 axay(x,y)—2x+2y—1

8 f

oa?

— En (0,0) :7=0,s=—1ett=0. Donc s* —rt =1 > 0.
f n’admet pas d’extremum local en (0, 0).

— En (0,1):r=2,s=1ett=0. Donc s> —rt =1 > 0.
f n’admet pas d’extremum local en (0, 1).

~ En (1,0):r=0,s=1ett=2 Doncs®—rt=1>0.
f n’admet pas d’extremum local en (1,0).

11 2 1 2 1
~En|(=,-):r==,s=-ett==.Doncs?>—rt=—<0.
33 3 3 3 3

1
Comme r > 0, f admet un minimum local en <§, §>

Exercice 7:

Le seul calcul pouvant poser probleme dans le calcul de f(x,y) est le calcul de In(z) donc on a Dy =
10; +00[xR.

Sur ce domaine de définition f est de classe C* donc nous allons utiliser les notations de Monge pour
trouver les extremums locaux de f.

e Points critiques :

On a a—f(x, y) = (In(z))* + y? + 21In(z) et g—gjj(x, y) = 2zy donc :

Ox
of _ 0
5 () = @{ (In(z))? + 42 + 2In(z) = 0 @{ (In(z))? + 2In(z) = 0
a—f(x,y):() 20y =0 y = 0 car on sait que = # 0

dy

Or on a (In(z))* +2In(z) =0 < In(z)(In(z) +2) =0 z=1ouzr =2
f admet 2 points critiques (1,0), (e72,0).

e Notations de Monge :

Les dérivées partielles secondes de f sont :

0% f 2 2 02 f O f
gz By = pim@) o Faly) =20 oo (@y) =2y
~ En (1,0): r=2,s=0et t =2. Donc s* —rt = —4 < 0.
Comme 7 > 0, f admet un minimum local en (1,0).
~ En (e72,0) : 7 = —2e?, s=0et t =2¢ 2 Donc s* —rt =4 > 0.
f n’admet pas d’extremum local en (e™2,0).

Exercice 8:

1. On a: )
8_f(x’ y) = (y — 22%y)e ) = y(1 — 20)e V)
X
0
et 6—5(% y) = 2(1 — 2y?)e” @+
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2. Poltif8eritigies

of _0

%("L‘ay) — o y(l — 2l‘2)67(12+y2) =0 o Yy = Ooul — 21‘2 =0
g@ y) =0 2(1 — 2y2)e~ @+ = @ r=0o0ul—2y*=0
oy

o y=0 y=0 1—222=0 1-2y2=0
c=0 M l1-22=0 "1 z=0 Ml1-2:2=0

1
<:>{,I‘ 0 ou 1
2

q . . 1 1 1 1 1 1 1 1
f admet 5 points critiques (0, 0), (ﬁ’ ﬁ)’ (—ﬁ, ﬁ)’ (ﬁ’ _ﬁ)’ <—ﬁ,—ﬁ).
3. f étant de classe C*™ nous allons utiliser les notations de Monge.

Les dérivées partielles secondes de f sont :

rf rr

Ox? Oy?

~ En (0,0):r=0,s=1ett=0. Donc s> —rt =1> 0.
f n’admet pas d’extremum local en (0, 0).

1 1
— En < ) cr=—-2e1 s=0ett=—2e"! Donc s> —rt=—4e2<0.

0?f
0xdy

(2, y) = 20y(22>~3)e” @ +V") (z,y) = 2zy(2y*—3)e~*H) (z,y) = (1-2y%)(1—222)e

V2 V2 o
Comme r < 0, f admet un maximum local en <ﬁ’ ﬁ)
— En <_\/i§’ %) cr=2"1, s=0ett=2e"! Doncs?—rt=—4e2 <.
. 1 1
Comme r > 0, f admet un minimum local en (—E, E)
— En <%, —%) cr=2"1 s=0ett=2e"! Doncs?—rt=—4e?<0.
. 1 1
Comme r > 0, f admet un minimum local en (ﬁ, _ﬁ)
— En <—\/L§, —%) cr=-2¢"1, s=0ett=—2e"! Donc s? —rt = —4e 2 < 0.

Comme r < 0, f admet un maximum local en | —

L _L>
V2' V2)
Exercice 9: ECRICOME 2007

1. Les dérivées partielles d’ordre 1 sont

%(x,y) = %(1 +v) {—%(1 + ) + (é + 5)} — %(1 +y) G _ %)
o B =Yaen[-Sarp+ (2 D] =fara (2-1)

Et les dérivées partielles d’ordre 2 sont :

ey =08 D=2t Do) L( L 1) o
Ox2 ™ x3 oy2 Y3 Oxdy 2\ 22 g2 Oyox "’
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2. Comme g est e fonction de classe C* sur R** x R** nous allons utiliser les notations de Monge

pour trouver les extremums locaux de g.
e Points critiques :

2
g_g@’y):() o %(1+y)%=0 ®{1+y200ux2—y=0
g—g(x,y)zo %(1+x)y1;2 0 Lro=0ouy’—z=0
@{ iz:i ou { y;—_xl: ou { f:_glzo ou { zz;z
@{ z: xi car on cherche les points critiques dans R™ x R™*

I
&
o

y==
{:){ r=0ouz’=1

On sait que I'on veut x # 0 et de plus, comme la fonction cube est bijective, on a 23 = 1 & = = 1.
Sur R™ x R™™* ¢ n’admet donc qu’un seul point critique, le point (1, 1).

e Notations de Monge :

Au point (I,1)onar=2,s=—1let t =2 donc s* —rt = -3 < 0.

Comme r > 0, g admet un minimum local en (1, 1).

Exercice 10: EML 2004
o) = it et ) =
oY (1 —x)? (a:+y)2€ dy HY =

1.
(1-y)? (z+y)?
2. Cherchons les points critiques de f :

o T

(2 +y)?

1

_ -0

1—:c (z +y)? ol Ery)-(1-2)?=0
1 r+y)?— )2=0
)2

)= 2x+y—1_00ary7£—1

) = :L’+2y—1—()car:c7é—1

- (y+1)(2z+y—1
(:c—l—l)(x—i—Qy—l

xr = g
<y 1
Y73
. 1
Donc le seul point de ]0; 1[* on1 f est susceptible de présenter un extremum est [ <3 3)
3. Utilisons maintenant les notations de Monge. Pour cela nous avons besoin des dérivées secondes.
0 f 2 2
5 Y = TP Ty
0?f 2 2
P, x7 — +
A T A
02 f (2.9) 2
—(x [ —
dzxdy Y (x+y)?
27 27 27°
Doncen I, r = — 5 tets:zetdOHCSQ—rt—? <1—1) < 0 et comme r > 0, f admet bien

un minimum local en 1.
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1. Calculons tout d’abord les dérivées partielles de F'. Comme F' est polynomiale, F' est de classe C*°.

OF

2 &y = -2)(e+y—6)+(@-1)(y—-2)

OF

a—y(x,y)z (-1 +y-06)+(r—1)(y-2)
. . OF OF : . o OF

Ainsi %(4, 2)=0et 8—y(4’ 2) = 0 donc (4, 2) est bien un point critique et %(2, 3)=—1+1=0
OF

et 3—<2’ 3) =—1+1=0 donc (2,3) est bien un point critique.
Y

2. Nous allons utiliser ici les notations de Monge car F' est de classe C* donc nous avons besoin de
calculer les dérivées secondes de F'.

O*F

W(%y) =2(y—2)
0*F

a—yQ(%y) =2(z—1)
0*F

axﬁy(x’y) =2r+2y—9

Donc au point (4,2),r =0,t =6 et s = 1. Ainsi s> —rt =1 > 0 et donc F n’admet pas d’extremum
local en (4, 2).

3. Au point (2,3),r =2,t=2et s =1. Donc s> —rt = =3 < 0 et r > 0 donc F' admet un minimum
local en (2, 3).

Exercice 12: EML 2007

1. La fonction g est dérivable sur |0; +o0[ et ¢'(x) = 2z + l Donc sur ]0; +o00[, ¢’'(z) > 0 et donc g est
strictement croissante sur |0; 4o00]. !
g étant continue et strictement croissante sur |0;4o0o|, elle réalise une bijection de ]0;+oo| sur
9(10; +-00[) =Jlim g; lim g[=] — o0; +-00[= R.
Comme 0 € R, il admet un unique antécédent o €]0; +00| par g, c’est-a-dire que 1’équation g(z) = 0
admet une unique solution «.

1 1
Deplusg(l/Z):Z—ln2<()car1n2%0,7et g(l):1>0donC§ <a<l.

2. a) Les fonctions (z,y) — z, (z,y) — €Y, (z,y) = y et (x,y) — In(x) sont de classe C! sur R™ x R
donc par produit et somme, I est de classe C! sur R** x R. De plus :

OF y OF
—_— = eY — —_— = 4
o (Ly) =€+ et 3y (z,y) = e’ + In(z)

b) On cherche a résoudre :

ey—l—g:O v — _Y x:_ln(x)
T = T = €T
zeY +1In(z) =0 —y+1In(z) =0 y = In(x)
- In(z) +2? =0 s{r=a
y = In(z y = In(a)

Donc I"unique point critique de F' est (o, In(a)).

Analyse : Chapitre 7 Exercices Page 9 Fonctions de deux variables
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c) AV 18 MEME raisonnement que précédemment, on voit que F est en fait de classe C* sur R** x R.
Nous allons donc utiliser les notations de Monge pour savoir si F' admet un extremum local.

Les dérivées partielles d’ordre 2 de F' sont
oPF Y oPF O*F

1
- - _ 7 - — oY N T
57 (@ Y) =~ o (z,y) = we y(x,y) e+~

In(«)
(@)?

1
On a donc s* — 7t = 24+ — > 0 et ainsi F n’admet pas d’extremum local en (a,In(a)).
a

Donc au point (o, In(a)), on a r = — ,s=a+—ett=a’
o

Pour plus d'exercices corrigés visitez:

www.tifawt.com
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