www.tifawt.com

mémento de mathématiques pour les ECEl

Abdellah Bechata

Résumé

L’objectif de ce mémento est de permettre aux éléves de premiére année des classes
préparatoires aux Ecoles de Commerces, option économique, d’avoir un résumé com-
plet et compact du cours de mathématiques. Il ne peut étre en aucun cas un rem-
plagant du cours mais seulement un complément (le cours permettant la lecture des
preuves, l'utilisation d’exemples, de contre-exemples, de remarques, etc., ce que ne
permet pas le mémento). Son seul (et essentiel) intérét réside dans la possibilité d’ob-
tenir rapidement un ou plusieurs théorémes et autres définitions, afin de se rafraichir
la mémoire lors de la résolution d’'un exercice, la préparation d’un devoir ou de la
révision en vue des concours.

J’espére qu’il répondra efficacement a ce besoin. Pour ce faire, j'ai décidé d’intro-
duire une table des matiéres et les différents types d’information (définitions, lemmes,
propositions, théorémes, méthodes, etc.) disposent de présentations visuelles claire-
ment distinctes afin d’accélerer la recherche d’information.

Si vous avez de remarques ou critiques a faire sur ce travail, n’hésitez pas & m’en
faire part en m’envoyant un mail. Pour cela, accéder a mon site web www.mathematiques.fr.st
et cliquer sur "vos commentaires" en bas de la barre de gauche.
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mémento ECEL 1 OUTILS ELEMENTAIRES DE MATHEMATIQUES

1 Outils élémentaires de mathématiques

Le symbole V signifie "pour tout (tous)" et le symbole 3 " il existe".

— N désigne I'ensemble des nombres naturels c’est-a-dire N = {0,1,2,..}.

— Z désigne ’ensemble des nombres relatifs c’est-a-dire des entiers naturels ainsi que leurs opposés.

— Q désigne ’ensemble des nombres rationels c’est-a-dire des fractions dont le numérateurs et le dénomina-
teurs sont des nombres entiers relatifs.

Par exemple:

00 . . 2 . ,
2003 appartient a Q, par contre 5 n’est pas un nombre rationnel car V2 nest pas un
entier relatif.
— R désigne 'ensemble des nombres réels c’est-a-dire de tous les nombres que vous avez rencontré dans votre

2002 2
scolarité. Par exemple: 2, —13, —— i, m, €% ete.

’20037 3

Soient E un ensemble, A,B deux sous-ensembles de E et x un élément de E. On note

— x € A si ’élément x appartient a A.
— x ¢ A silélément x n’appartient pas a A.
— A C B si tout élément de A est un élément de B c’est-a-dire z € A alors x € B.

— A ¢ B ¢l existe un élément y de A qui ne soit pas un élément de B c’est-a-dire il existe
ye€ Atel quey ¢ B.

L’ensemble noté & est appelé ensemble vide et est constitué d’aucun élément.

Une application f est la donnée de deux ensembles A et B et d’une correspondance qui a tout
élément x de A associe un élément de B qui est traditionnelement noté f(z).

A— B
x— f(zx
L’ensemble A est appelé ’ensemble de départ de f et B est I’ensemble d’arrivée de f.

f(x) se nomme l'image de f par = et si b = f(a) on dit que a est un antécédent de b par f.

Soient une application f : {

L’application f se note f : ) ou, s'il n’y a pas d’ambiguité possible, x A f(z).

A— B
z — f(z)

- f(X) ={f(z), x € X} désigne 'ensemble image direct de X par f. Il s’agit de ensemble
des images de tous les éléments de X par f.

— YY) = {b € B tel qu’il existe a € A avec f(a) = b} désigne 'image réciproque de Y par
f. Il s’agit de 'ensemble des antécédents de tous les éléments de Y par f.

| Soit n et m deux entiers. On désigne par [n,m] 'ensemble des entiers compris entre n et m.

Lemme
Il y a n nombre entier dans I’ensemble [1,n] et plus généralement, il y a n—m+ 1 entier dans 'ensemble [n,m].

Soient ag,ai,..,an (n+ 1) nombres réels.

, X un sous-ensemble de A et Y un sous-ensemble de B.

n
La notation symbolique > aj désigne la somme ag + a1 + - - - + a,, et elle se prononce "somme de
k=0

k=0andesag".

Plus généralement, si ay,an41,.-,Gm sont des nombres réels.
m

La notation symbolique > aj désigne la somme a,, + ant1 + - + ap, et elle se prononce "somme

k=n
n

de k =n am des a
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Remarque

n
"L’entier" k est ce que l'on appelle l'indice de sommation de la somme Y ak. Il s’agit d’une variable muette
k=0
c’est-a-dire que 'on peut la noter k,j,a ou encore a 'aide de toute lettre que 'on souhaite. Par exemple, en
n

n n

utilisant la définition du symbole ¥, il est immédiat que Y ap = > a; = > ao. W
k=l =l a=l

Lemme

Soient n,m deux entiers et a,,an+t1,.-s0m €t by,bni1,..,0, des nombres réels. Alors on a

m m m
1 Y (ap+br)= > ar+ > bg.
k=n k=n k=n
m m m
2. Z(ak*bk): Z ap — Z bk
k=n k=n k=n
m m
3. Pour tout nombre réel A, >~ Aar =\ Y ax.
k=n k=n
m-1 m l
4. Relation de Chasles. Pour tout entier positif [, ona: > ar= > ap+ Y, ax.
k=n k=n k=m+1
Remarque :‘

Dauns la formule de factorisation 3, il faut comprendre que A ne doit pas dépendre de 'indice de sommation (ici
il s’agit de k). Par contre, il peut trés bien dépendre d’autres paramétres (n,m,a,...). ®

— Proposition (Sommes remarquables) :

Soit n un entier positif. Alors on a les égalités suivantes:

LS k= n(n+1) ot 3 K2 = n(n+1)(2n+1).
k=1 2 k=1 6
n 1— qn+1
2. Pour tout nombre réel ¢ différent de 1, on a > ¢* = 4
k=0 —4q

— Proposition (Changement de variable) :

Soient [,n,m des entiers et a,4i,an1141;--,0m+; des nombres réels.

m m-+l
Alors > agt1 = Y. aj (on dit que 'on a fait le changement de variable j = k +1).
k=n k=n-+l1
e W4 k-2 . : :
Exemple : Simplifier » “h_a en utilisant le changement de variable j = k — 2.
k=4 -

On adopte la méthode mnémotechnique suivante: On pose j = k — 2 alors k = j + 2, ce qui nous donne

k2 —k—2 (j+2?-(G+2) -2 j2+35

= j — 3.
k—2 j j J
0 k24 k-2 8
D’autre part, quand k = 4, alors j = 2 et quand k& = 10 alors j = 8 donc ). %7 = > (j+3)
k=3 - j=2
Théoréme (Principe de récurrence) :

Soit ng un entier positif. Supposons avoir défini pour tout entier n > ng, une propriété

2

Si Py, est vraie et si Vn > ng, P, est vraie implique P,,+1 alors Vn > ng la propriété P,

est vraie .

Remarque

La propriété P,, se nomme la propriété P au rang n. La vérification de la véracité de Py, s’appelle l'initialisation
de la récurrence. m

Exemple : Montrer que Vn > 0, 2" > n+ 1. On pose P, : "2" > n+17.

Initialisation: n = 0. 2° =1 > 0+ 1 donc Py est vraie.
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Supposons que P,, soit vraie. Nous devons prouver que P, 1, c’est-a-dire que 2" > n + 2.
2l = 2 x 2" donc 2"t > 2(n+1) =2n+2. Or 2n+2— (n+2) = n > 0 donc 2n+ 2 > n + 2. Par conséquent
2"+t > n + 2, ce qui démontre que P, est vraie. Ainsi P, est vraie pour tout entier n positif.

2 Généralités sur les fonctions

| Définition (Extrema) : |

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

1. On dit qu'un nombre M majore la fonction f sur I lorsque Vo € I,  f(z) < M.
On dit qu’un nombre m minore la fonction f sur I lorsque Vz € I, m < f(x).
Dans ce cas on dit que M (resp. m) est un majorant (minorant) de f sur I.

Il est utile de remarquer que M et m soient indépendants de x.

2. Si f est majorée sur I, le plus petit des majorants est noté sup f(x).
xecl

Si f est minorée sur I, le plus grand des minorants est noté int} fx).
xTE

3. On dit que f est bornée sur [ si elle est a la fois majorée et minorée sur I.
4. Sl existe un élément xg € I tel que f(z¢) = sup f(z), on dit que xg est un point ou se réalise
xel

le maximum de f sur I.
S’il existe un élément xg € I tel que f(zo) = inf; f(z), on dit que x( est un point ou se réalise
TE

le mimimum de f sur I.
Un extrema de f est un point xy ot f est maximale ou minimale.

|Déﬁm’tion (Parité) :l
On dit que f (dont le domaine de définition est Dy) est

1. paire si Vo € Dy, —x € Dy et Vo € Dy, f(—x) = f(z).
2. impaire si Vo € Dy, —x € Dy et Vo € Dy, f(—z) = —f(x).

~

|Déﬁnition (Valeur absolue) :l

Soit = € R, on appelle valeur absolue de z, le réel égal a la distance de x a 0, autrement dit

| = rxsiz >0
] —xsiz<0.

—— Proposition :

La fonction valeur absolue z — |x| est une fonction paire et

Ve eR, eyl =lllyl, |o+yl <z + ]yl

|Déﬁnition (Puissances entiéres) :|

Soit z un nombre réel et n un entier positif, on pose

. _ 1
xozl, "=z xarx.xXxxsin>1letx ”:—n.
n fois
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— Proposition :

Quels que soient les entiers relatifs n,m et quels que soient les réels non nuls z,y, on a :

" x g™ = xn+m’ (m % y)n =" % yn’ (xn)m — xnxm’ Z_ — gn—m

— Proposition :

Si n est un entier relatif, la fonction  — 2" est C* sur son domaine de définition et (z™)" = naz"~1.

|Déﬁm’tion (Logarithme népérien) :|

1
La fonction  — — est continue sur lintervalle ]0, + oo[ donc elle admet une unique primitive sur

T
10, + oo qui s’annule en 1. Cette primitive s’appelle la fonction logarithme népérien et se note
r—Inz.

Puisque 1 € R, il existe un unique x €]0,1[ tel que Inaz = 1. Ce réel se note e et e ~ 2.718.

— Proposition :

1. La fonction x — Inx est définie sur 'intervalle Rj_, Inl=0et lne=1.

2. La fonction z — Inz est strictement croissante sur R, de classe C*° sur R et sa dérivée est (Inz) =

8=

3. Vo,y e Ry, ona

In(z xy) =Ilnz+Iny ln(f) =Inz—-lny VYaeR Inz*=alnz
Y

hx=hysz=y hr<hysr<y

|Déﬁm’tion (Exponentielle) :l

La fonction x — In x réalise une bijection de Rfr sur R donc elle admet une réciproque notée x +— e”
(ou exp(x)).

— Proposition :

1. La fonction x +— e® est définie sur R, strictement croissante, C° sur R et sa dérivée est () = e
2. Vx,y € R, on a
ex
ety = e%eY — = Va € R, (e*)* = e™*
e
ef=eVeor=y <<y

3. On a également les relations suivantes liant ’exponentielle et le logarithme :

VreR, y=lhaesz=¢ev
Ve eR, In(e”) ==z

Vz € RY, e =g

|Déﬁm’tion (Puissances réelles) :|

| Soit o un nombre réel. La fonction  — 2 est définie sur RY par : 2 = e® nz,
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— Proposition :

Pour tous les réels a,3 et tous les réels non nuls z,y, on a :

«
20=1, 7%= —, (298 =02%8 29 xaf =gotB =g f

|Déﬁm’tion (Fonctions polynémes) :l

On appelle fonction polynéme (ou simplement polynoéme) toute fonction numérique définie sur R
et de la forme
z— P(x) = apz" +ap_12"" '+ +arx +ag

OU U,y _1,---,a1,a0 sont des nombres réels et n désigne un entier positif.

Si k est un entier compris entre 0 et n, le réel a; s’appelle le coefficient de z* du polynome P.

Si a, # 0, on dit que le polynome P est de degré n et on note deg P = n. Dans ce cas, le réel a,
s’appelle le coefficient dominant de P.

Si tous les coefficients sont nuls, on dit que P est le polynéme nul. Le polyndéme nul ne posséde
pas de degré.

Un monéme est un polynéme de la forme z +— ax”.
L’ensemble des polynomes se note R[X] et 'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a
n se note R, [X].

— Proposition :

Deux polynomes sont égaux si et seulement si ils ont méme degré et que tous leurs coefficients sont égaux.
Pour tous polynémes P,@, on a : deg(P + Q) < max(deg P,deg @), deg(PQ) = degP + degQ.

Soient A et B € R[X]. On dit que B divise A et on le note B | A si et seulement si il existe un
polynome C € R[X] tel que A = BC. Cela est équivalent (lorsque B # 0) a ce que le reste de la

division euclidienne de A par B soit nul.

| Soit P € R[X] et a € R. On dit a est un zéro de P ssi P(a) = 0.

— Proposition :

Soit P € R[X] et a € R. Alors a est un zéro de P ssi (x —a) | P.

Remarque : ‘

Si a est un zéro de P, la proposition précédente montre qu’il existe un polynome Q tel que P = (z — a)Q.
On détermine @ en effectuant la division euclidienne de P par (z — a). En recherchant de nouveau une racine
évidente pour @, on en déduit une factorisation de @ donc de P de la forme P = (x —a)(x —b) R. En poursuivant
ce processus, on peut factoriser un polyndéme de degré plus grand que deux. m

3 Limites

Intuitivement, on dit qu’une fonction f, définie sur un intervalle I, posséde [ pour limite en xg € I si f(z) est
aussi proche que l'on veut de ! dés que z est suffisamment proche de zp. On note alors lim f(z) = [ ou ou

T—xTq

limf = voire encore f(z) — L.
o

T—x(
On définit également la limite gauche (resp. droite) de f en ¢ en faisant tendre x vers zy par valeurs inférieures

(resp. supérieures). On note alors lim f(z) =1 ou ou lirff = [ voire encore f(x) = l.

wﬂwo ZL’O ajﬂﬂ?o

La traduction mathématique de ces nombreuses et différentes définitions n’a pas place dans ce mémento et vous
trouverez les différentes traductions dans le cours.
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Théoréme (Opérations sur les limites) :

Théoréme (limites et inégalités) :

Théoréme (fonctions monotones) :

Théoréme (changement de variable) :

Théoréme (limites classiques) :

Remarque :
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Pour lever des indéterminations, voici quelques méthodes:

Formes indéterminées du type +o0o — (+00). Pour lever une telle indétermination, on factorise le terme qui
croit le plus vite en valeur absolue vers +oo

. 12 .. o0 .1 . . . . .
Formes indéterminées du type — Pour lever une telle indétermination, on factorise le terme qui croit le
00

plus vite en valeur absolue vers +oo au numérateur et on procéde de méme au dénominateur

0
Formes indéterminées du type — (resp.0 x oo) Pour lever une telle indétermination, on factorise le terme

qui décroit le plus vite en valeur absolue vers 0 au numérateur et on procéde de méme au dénominateur
(resp. on factorise dans le premier facteur le terme qui décroit le plus vite en valeur absolue vers 0 et celui
qui croit le plus vite en valeur absolue vers +o0o dans le second facteur)

4 Comparaison locale des fonctions

|Déﬁnition (Equivalence) :l

Soient f,g deux fonctions définies sur I sauf peut-étre en xy. On dit f est équivalente & g au

voisinage de zg et on 'écrit f(z) ~ g(z) si et seulement si lim féxi =1.
T—Xo z—x0 g(T

— Proposition (Reégles de calculs) :

1. Soit ! un nombre non nul. Alors f(x) ~ [ siet seulement si f(z) — L

2. Si f(=z) o~ g(x) alors f(z)h(x) ~ m;(?)h(x) o
3. Si f(x) o g(x) et si h(xz) # 0 au voisinage de xg alors IiEg o %
4. Si f(x) ~ g(z) et f(z) > 0 au voisinage de z alors Vo € R, (f(z))® ~ (g(z))™.
581 f(a) ~ ga) alors [f(2)] ~ lo(a)].
— Proposition :

Un polynome en z est équivalent en +co & son monome de plus haut degré.

—— Proposition (changement de variable) :

Soit f et g deux fonctions telles que

lim u(t) =x0 et f(z) ~ g(z)alors f(u(t)) ~ g(u(t))

t—to r—TQ t—tg

— Proposition :

Deux fonctions équivalentes f et g sont de méme nature, c’est-a-dire

1. f posséde une limite en x si et seulement si g posséde une limite en xg et, dans ce cas, elles ont la méme limite.
2. f n’a pas de limite en xg si et seulement si g n’a pas de limite en xg.

— Proposition (Equivalents classiques) :

In(l+z) ~x, -1~ 2z, (1+z)*—-1 ~ az.

x—0 x—0 x—0

Plus généralement, si f est dérivable en xg, f(z) — f(xo) o (o) (x — x0).
—Zo
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|Déﬁm’tion (Négligeabilité ou notation o(.)) :l

f est négligeable devant g et on l'écrit f(x) = o(g(x)) si et seulement si g(x) # 0 dans un
T—xo
voisinage de xg et lim Lx) =0.
a0 g()
‘ On note f(z) = g(z)+ o(h(z)) si et seulement si f(x) —g(z) = o(h(x)).
T—xTo T—xo

— Proposition :

fl@) ~ 9(2) = f(z) = g(z)+o(g(z))

—— Proposition (Reégles de calculs des o(.)) :

1. f(x) = 0(1) si et seulement si f(z) T 0.

2. Soit [ unnnombre non nul. Alors f(x) = 0l + o(1) si et seulement si f(x) T l.

3. (transitivité) Si f(x) = o(g(x)) et g(x)olec o(h(z)) alors f(x) = o(h(zx) O.

4. (multiplication) Si f(z) I::IU g(x) + o(h(x)) aloors f(2)k(z) o g(z)ko(:v) + o(h(x)k(x))

5. (division) Si f(x) e o(g(z)) et si h(z) # 0 au voisinage de zg alors : % e o(zg;)

6. (puissance) Si f(x) ot o(g(z)) et f(z) > 0 au voisinage de z( alors Va > 0, (f(x))® ot o((g(x))*)

7. (addition) Si f(z) o Og(:v)—&—o(h(x)) et I(x) o k(xz)+o(h(z)) alors f(z) + I(z) e g(:;) + k(x)+o(h(x))

— Proposition (changement de variable) :

Si lim u(t) = zo et f(z) = g(x)+o(h(z)) alors f(u(t)) = g(u(t)) + o(h(u(t)).

t—to

— Proposition :
Si f(x) = ofg(x)) et sig tend vers 0 alors f tend vers 0.
T—x0
Si f(@) = olglx)) et si |f(@)] — -+ooalors [g(x)| — +oo
T—xo T—xTo T—xo
— Proposition :
1. En 400 : % = o(x?) si et seulement si 0 < a < 3,
Tr— o0
Vo,8 >0, (Inz)® = o(z®), VB>0etVa, z¢ = ().
2. En0:Ya,0 >0, (lnx)® = o(x?).
z—0

Soit n un entier positif. On dit que f posséde un développement limité d’ordre n en xg (DL, (0))
ssi il existe un polynéme P, de degré inférieur ou égal & n tel que

f(@) = Pz —z0)+o((z —z0)")
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— Proposition (DL usuels) :

Pour tout entier n, les DL, (0) suivants sont vérifiés:

n n (_ k+1$k n (_ kmk
520 (S o, i) = (35 CHE) won, e = (35 ) ot
@ ala — ala—1)(a— " a(a—1)(a—2)..(a— zk
(1+2)* = 1+ﬂx+ ( S 1)$2+ ( 13)|( 2)$3+”.+0(mn) _ (Z ( 1)( 2]2! ( kE+1) )+ o(z™)

Si P est un polyndéme et n un entier alors T, P désigne le polynéme P que l'on tronqué a 'ordre
n c’est-a-dire on a éliminé tous les mondémes de degré > n.

— Proposition :

Soit A un nombre réel.

1. Si f (resp. g) posséde un DL, (x¢) alors Af, f + g, f X g possédent également un DL, (z¢). Plus précisément, si

flx) o P, (z —x0) + o((z — x0)"™) et g(x) o Qn(z — o) + o((x — zg)™)alors
flx) +g(x) e P, (z —x0) + Qunz — z0) + o (x — z0)")
F@) < 0(&) = T l(Pale ~ 20)@ule — 0)] + of(x — 0)")

(dans la derniére formule, on multiplie les DL, (0) entre eux puis on élimine toutes les puissances dont 1’exposant
excéde strictement n)
2. Si f et u posséde un DL, (0) et si u(0) =0 alors x — f(u(z)) posséde un DL, (0) donné par
flg(x)) = Tn(Po(Qn(z)) +o(z")

z—0

(on substitue le DL, (0) de u dans celui de f puis on élimine les puissances d’exposants strictement supérieures
an)

‘ Remarque
Applications des DL.

1. Recherche d’équivalent: Si f posséde un DL, (zg) alors f est équivalente en 2y au monoéme de plus bas
degré intervenant dans son DL, (xo).

2. Calcul de limite : Pour déterminer la limite d’une fonction, il peut-étre utile d’en faire un DL convenable
puis d’en déduire un équivalent de la fonction

3. Recherche d’asymptote: Soit f une fonction définie sur I telle que li)rgl f = oo. Pour déterminer une

asymptote (si elle existe), on factorise le terme dominant dans f(z) ce qui fait apparaitre (aprés une
1

—————— qui tendent vers 0 ce qui permet d’effectuer un
terme dominant

simplification algébrique) des termes en
1

DL par rapport § — .

terme dominant

[
Exemple : Asymptote et position en +oo a la fonction f(x) = va? + x.

1 1 1
fl@) =vVaZ+z = \/3:2\/1+—2 = x\/1+—2. Le terme — tend vers 0 et v/1+u =, 14 g + o(u) donc
X X u—

22
1 1 1 . 1 1 1 1
1/14—; _l+ﬁ+o(ﬁ) ce qui nous donne f(:r)—x(l—i—ﬁ—i—o(;))—x—i—%—i—o(g).

1
La droite y = x est asymptote & Cy et, puisque f(z) —z ™ oo 22 2 0, 'asymptote est situé au dessus de Cy
Tr— 100 €T

au voisinage de +oo.
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5 Continuité

On dit que f est continue en zg ssi lim f(z) = f(xo).
T—T0

On dit que f est continue & gauche (resp. & droite) en xzq si et seulement si lim f(z) = f(xo)

(resp. lim f(z) = f(w0)). oz

T—Xq
On dit que f est continue sur |a; [ ssi elle est continue en tout point zo de ]a; b[.
.On dit que f est continue sur [a;b] ssi elle est continue sur Ja; b[, continue & droite en a et continue
a gauche en b.

— Proposition :

f est continue en xg ssi f est continue a droite et a gauche en xy.

— Proposition (Fonctions de référence) :

Toute fonction polynéme est continue sur R.
La fonction @ — Inx est continue sur R .

La fonctions z — €% est continue sur R.

=N

Toute fonction puissance x — z est continue sur Ry si a > 0 (resp. sur R} si a < 0)

— Proposition (opérations algébriques sur les fonctions continues) :
Soient f,g deux fonctions continues en xg (resp. sur I) et A un nombre réel. Alors
1. f+g,\f et f X g sont continues en xq (resp. sur I)

. 1 .
2. Si en outre f ne s’annule pas sur I, alors — est continue en zg (resp. sur I)

f

— Proposition :

Soient f une fonction continue sur I et g une fonction continue sur J, avec f(I) C J) alors g o f est continue sur I.

Corollaire

1. Si f est continue sur I alors ef est dérivablecontinue sur I.

2. Si f est continue sur I et Vo € I, f(x) > 0 alors /S est continue sur I et f¢ est continue sur I pour
tout réel a > 0.

3. Si f est continue sur I et Vz € I, f(x) > 0 alors In f est continue sur I.

On dit qu’une fonction f est continue par morceau sur [a;b] ssi f est continue sur [a; b] sauf peut-

étre en un nombre fini de points en lesquels elle posséde des limites finies & gauche et droite (pas
nécessairement égales)

|Déﬁm’tion (Prolongement par continuité) :l

Soit f une fonction définie sur I\{zp} et non définie en z(. Supposons que f soit continue sur
I\{zo} et que la limite lim f(xz) = [ est un nombre réel. Alors la fonction f définie par f(z) =
T—x(

{ f(z) siw e I\{zo}

lsiz— o est continue sur I. Elle s’appelle le prolongement par continuité de f en
= To

Zo.
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6 Dérivabilité.

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et zo un point de 1.

1. On appelle taux d’accroissement en xo de f la fonction 74, (f) : x — M.
r — X
Géométriquement, cette fonction représente la pente de la droite joignant les points de la

courbe représentative de f d’abscisse x et zg.

z)— f(x
2. On dit que f est dérivable en zg si et seulement si lim 7,,(f) = lim M existe.
T—T( T—T0 xTr — _’I,‘O
Dans ce cas, cette limite s’appelle la dérivée de f en xz( et se note f/(zo).
f(z) = f(xo)

3. On dit que f est dérivable a droite (resp. a gauche) en g si et seulement si lim

T—To T — To
(resp. lim 7“@ — (@)
T—x T — o
a gauche) de f en xg et se note fj(zo) (vesp. fy(zo)).
4. On dit que f que est dérivable sur |a;b[ si et seulement si f est dérivable en tout point de
|a; bl.
5. On dit que f que est dérivable sur [a;b] si et seulement si f est dérivable en tout point xg
appartenant a ]a; b[, dérivable a droite en a et dérivable a gauche en b.

Si f est une fonction dérivable en a, on appelle tangente & la coube représentation Cy de f au point
d’abscisse x = a, la droite d’équation : y = f/(a)(z — a) + f(a)

) existe. Dans ce cas, cette limite s’appelle la dérivée a droite (resp.

— Proposition (Fonctions de référence) :

1. Toute fonction monéme z +— ™ est dérivable sur R et (z")" = na™ 1.

(
1
2. La fonction z — Inz est dérivable sur RY, et (Inz) = —.

x

3. La fonctions z — e est dérivable sur R et ()’ = e”.

4. Toute fonction puissance x + =% est dérivable sur Ry si a > 1 (resp. sur RY si a > 0) et (%) = az®L.

— Proposition :

Si f est dérivable en x( alors f est continue en x.

La réciproque de cette proposition est fausse en général.

— Proposition :

[ est dérivable en xq €]a; b[ si et seulement si (f est dérivable & gauche et a droite en xg et f;(xo) = fj(20)). Dans
ce cas f'(xg) = f;(ibo) = fi(zo).
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— Proposition (Opérations algébriques sur les fonctions dérivables) :

Soient f,g deux fonctions dérivables en xg (resp. sur I) et A un nombre réel. Alors

1. f+g,\f et fx g sont dérivables en xy (resp. sur I) et
(f+9) =f+g, M) =Af, (fxg)=fxg+fxg

2. Si en outre g ne s’annule pas sur I, alors i est dérivable en xg (resp. sur ) et

i)/:flngfxg/
g g*

(

— Proposition (Composition des fonctions dérivables) :

Soient f une fonction dérivable sur I et g une fonction dérivable sur J, avec f(I) C J alors g o f est dérivable sur

IetVzel, (gof)(z)=yg'(f(z)) x f(x)

Corollaire

1. Si f est dérivable sur I alors ef est dérivable sur I et (ef) = f' x ef.

!
2. Si f est dérivable sur I et Vo € I, f(z) > 0 alors V/f est dérivable sur I et (/f) = 2&.
3. Si f est dérivable sur I et Vo € I, f( ) >0 alors f¢ est dérivable sur I pour tout réel a > 0 et

(f*) = af x foi.
!
4. Si f est dérivable sur I et Vo € I, f(z) > 0 alors In f est dérivable sur I et (In f)’ = J;c

— Proposition :

Si f est dérivable en xq et si xg est un extremum de f alors f'(zg) = 0.

— Proposition (dérivée et monotonie) :

Soit f une fonction dérivable sur I.

1. Soit f une fonction dérivable sur I. Alors f est constante sur [ si et seulement si f'(z) =0 Vz € I.
2. Soit f une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[.

(a) f est croissante (resp. strictement croissante) sur I si et seulement siVz €]a;b[, f'(z) = 0 (resp. f'(x) > 0).
(b) f est décroissante (resp. strictement décroissante) sur I si et seulement si Va €]a;b[, f'(x) < 0 (resp.

f'(x) <0).

— Proposition (Critére de dérivabilité en un point) :

Soit f une fonction continue sur [a;b] et dérivable sur [a; b[ (resp. ]a; b))

1. Si la limite 1111171 f(z) (resp. lim f’( )) est finie alors f est dérivable en b (resp. a) et f'(b) = liril_f’(w) (resp.
fila) = lim f'(z)).

— f(b
2. Silalimite lim f’(z) (resp. lim+f’(:c)) est infinie alors f n’est pas dérivable en b (resp. a) et lim Llj:() =

T—b T—a r—b— xr —

lim f/(z) (resp. lim M = lim f'(x))

T—b— r—at T —0b r—at
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On dit que f est 2 fois dérivable sur I ssi (f est dérivable et f’ est dérivable). Dans ce cas, on note
f" ou f@ la deérivée de la dérivée de f c’est-a-dire f) = f7 = (f')’.

On dit que f est 3 fois dérivable sur I ssi (f est dérivable, f’ est dérivable et f” est dérivable).
Dans ce cas, on note f®) = (f()Y

Plus généralement, soit k un entier positif, on dit que f est k fois dérivable ssi Vg < k—1, f(9) est
dérivable. Dans ce cas, on note f*) = (f(k=1)

7 Théorémes de bijection
Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I. Soit J un intervalle de R.

1. On dit que f réalise une bijection de I sur J ssi (f(I) = J et tout élément de J posséde un
et un seul antécédent appartenant a I).

2. Si f réalise une bijection de I sur J, on note f~! la fonction définie que J qui & un élément x
de J associe son unique antécédent appartenant & I. On peut résumer cette phrase par cette
formule trés importe pour les calculs

y=fta)ez=f(yyVeeJetVycl

La fonction f~! s’appelle la réciproque de f

— Proposition :

Si f reéalise une bijection de I sur J alors f~! réalise une bijection de J sur I et sa réciproque est f ce que l'on
peut traduire par : (f~1)~! = f.

— Proposition :

Si f réalise une bijection de I sur J et g réalise une bijection de J sur K alors g o f réalise une bijection de I sur
Ket:(gof) t=f1log™ L

| Théoréme (théoréme de bijection continue) :

Si f est continue et strictement monotone sur I, alors elle réalise une bijection de [
sur f(I). En outre, sa réciproque f~! est continue sur f(I), strictement monotone et sa
monotonie est celle de f.

— Proposition (dérivabilité de la réciproque) :

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur I. Soit zg € I et yo = f(xg) (c’est-a-dire que zo = f~1(yo).

1

f(xo)

2. Si f est dérivable en zg et si f'(zo) = 0 alors f~! n’est dérivable pas en yo et sa courbe Cs-1 posséde une
tangente horizontale en .

1. Si f est dérivable en zq et si f'(zo) # 0 alors f~1 est dérivable en yo et (f 1) (yo) =

‘ Remarque : ‘
Par conséquent, pour calculer la dérivée de la réciproque en un point, il faut déja commencer par rechercher
I’antédédent de ce point! m

8 Fonctions de classe C*.
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Une fonction est dite de classe C* sur un intervalle I si et seulement si f est k fois dérivable sur I
et sa dérivée k**™me (k) est continue sur I.

Une fonction f est de de classe C*° sur [ si et seulement si elle est indéfiniment dérivable sur I. De
facon équivalente, f est C™ sur I si et seulement si f est de classe C* sur I quel que soit k € N.

—— Proposition (Opérations algébriques sur les fonctions C*) :

Soient f,g deux fonctions de classe C* sur un intervalle I et A un nombre réel. Alors

1. f+g\f et f x g sont de classe C* sur I.

2. Si en outre g ne s’annule pas sur I, alors f est C* sur 1.
g

—— Proposition (Composition des fonctions C*) :

Soient f une fonction C* sur I et g une fonction C* sur J, avec f(I) C J alors go f est C* sur I.

Corollaire

. Si f est CF sur I alors ef est C* sur I.
.Sifest C¥sur IetVzel, f(z)>0alors /fest CF sur I.

1
2
3. Si fest CFsur I et Vo €I, f(z)> 0 alors f® est C* sur I pour tout réel a > 0.
4. Si fest C¥sur Iet Vo € I, f(z)> 0 alors In f est C* sur I.

Théoréme (Théoréme des valeurs intermédiaires alias le TVI) :

Si f est continue sur [a;b] alors pour tout élément c de [f(a); f(b)], I'équation f(z) = ¢
admet au moins une solution appartenant a 'intervalle [a,b].

— Proposition (Existence d’extremas) :

Si f est continue sur un segment, alors f y posséde un maximum et un minimum.

| Théoréme (Théoréme de prolongement continue de la dérivée) :

Soit f une fonction continue sur I et de classe C1 sur I\{zo}. Si f’ posséde une limite
réelle [ en xq, alors f est de classe O sur I et f/(z0) = I.

| Théoréme (Théoréme de accroissements finis alias le TAF) :

Soit f une fonction continue sur [a;b] et dérivable sur |a; b].

1. Supposons qu’il existe deux réels m et M tels que Vz €]a;b[, m < f'(z) < M alors
Va,y € [ab], m(z—y) < f(z) - fly) < M(z —y).
2. Supposons qu’il existe un réel C tel que Vx €]a; b, |f/(x)| < M alors

Yoy € [ab], [f(z) = f(y)l < Mz -yl

On dit que f est convexe sur [ si et seulement si
Vabe Iette|0;1], fta+ (1 —1t)b) <tf(a)+ (1 —1t)f(b).
On dit que f est concave sur [ si et seulement si

Vabe Tette[0;1], f(ta+ (1 —1)b) =tf(a)+ (1 —1t)f(b).
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| On dit que f est concave sur [ ssi —f est convexe sur I.

Géométriquement, une fonction est convexe (resp. concave) sur I si et seulement si quelques soient les points
M,N dont les abscisses appartiennent a I, le segment [M N] est situé au dessus (resp. en dessous) du graphe de
Cs.

— Proposition :

Supposons que f soit dérivable sur I. Alors f est convexe (resp. concave) si et seulement si f’ est croissante (resp.
décroissante) sur 1.

Supposons que f soit de classe C? sur I. Alors Alors f est convexe (resp. concave) ssi f” est positive (resp. négative)
sur 1

| On appelle point d’inflexion de Cy tout point ot la courbe C; traverse sa tangente en ce point.

— Proposition :

Soit f une fonction de classe C2 sur I. Si la dérivée seconde de f s’annule et change de signe en zg alors le point
de C; d’absisse x¢ est un point d’inflexion.

9 Intégration

Soient f et F' deux fonctions définies sur un intervalle 7. On dit que F' est une primitive de f sur
I si et seulement si : F' est dérivable sur I et Vo € I, F'(z) = f(z).
Théoréme :.I

Toute fonction continue sur un intervalle I posséde au moins une primitive sur I.

Si F est une primitive de f sur I'intervalle I alors I’ensemble des primitives de f sur I est
I’ensemble des fonctions de la forme F' + k ou k € R.

Soient xg et yo deux nombres réels. Alors il existe une unique primitive F' de f telle que

F(z0) = yo

— Proposition :

Soient F' et G deux fonctions qui sont des primitives respectivement de f et de g. Soit A un nombre réel.

1. F 4+ G est une primitive de f + g.
2. AF est une primitive de Af.
3. F oG est une primitive de ¢’ x (f o g).

— Proposition (Primitives de référence) :

fonctions primitives | fonctions | primitives
ot fa—i—l
o R\{-1 C 'fe C
o @eR(-1) | S +e | g |y
er e* +C flel el +C
1 il
- In|z|+C = In|f|+C
x f
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Soit f une fonction continue sur [a;b]. On appelle intégrale de a & b de la fonction f le nombre
b

réel F(b) — F(a) ou F est une primitive quelconque de f et on le note [ f(t)dt. Par convention,
a

a

[F(t)]? = F(b) — F(a) et donc on a : fbf(t)dt = [F(t)].

‘ Remarque :‘

b

Géométriquement, I'intégrale [ f représente I'aire algébrique sous la courbe Cy (les parties au dessus de 'axe des
a

abscisses étant comptées positivement, alors que les parties sous 1’axe des abscisses sont comptées négativement,).

]
Théoréme :I.
x
Soit f une fonction continue sur un intervalle I et zg € I alors la fonction z — [ f(t)dt
Zo
est I'unique primitive de f sur I qu1 s’annule en x.
En particulier, la fonction x — f f(t)dt est Ct sur I et ( f f@) = f(x).
o o
Meéthode :

xr

1. Pour étudier une fonction du type F : z — [ f(t)dt, il suffit de connaitre le domaine de continuité de f
Zo

et de selectionner I'intervalle I contenant xy. Dans ce cas, la fonction F' est définie sur I, elle s’annule en

xo et est de classe C! sur I.

2. Si on doit étudier une fonction du type H(z f f )dt, ot x +— a(x) est une fonction de classe C*.

On remarque que H(x) = F'(a(z)) oi F est la fonctlon précédente. On sait que la fonction F' est continue
sur lintervalle I (qui a été déterminé précédemment). Pour que H(z) ait un sens, on doit exiger que

a(x) € I ce qui améne a résoudre des inéquations (par exemple, si a(x) = — et I = [1, + oo[ alors
x

— > 142 0< 2 <1). On détermine ainsi un ensemble .J sur lequel a(x) € I quel que soit = dans J (dans

x
I'exemple, J = [0,1]), la fonction H est définie sur J et elle est de classe C! sur J (comme composée de
deux fonctions C1).

3. Si on doit étudier une fonction du type K (x f f )dt, on sélection un xy appartenant au domaine de
a(z) b(x)
continuité de f, puis on remarque que K (z) = f f(t)dt — f f(®) H(a(x)) — H(b(z)). On utilise la

question précédente pour étudier x — H(a(z)) et x— H(b(z ))

fin de la méthode

Soit f une fonction continue par morceaux sur [a;b] et soient ag = a < a1 < .. < ap_1 < ap, =b

ses points de discontinuités.
b n—1 ak+1

Par définition, on appelle intégrale de a a b le nombre réel défini par : [ f(t)dt = > [ f(t)dt

a
On dit qu’une fonction est intégrable sur un segment [«; 5] si et seulement si f est continue ou
continue par morceaux sur [a; b].
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— Proposition (Relation de Chasles) :

Soit f une fonction intégrable sur un segment [«; 5] et soit a,b,c trois éléments de [«; 3] alors on a

/bf(t)dt:jf(t)dt+/bf(t)dt

Par conséquent ff(t)dt =0et ff(t)dt =- j f(t)dt.
a a b

— Proposition (Linéarité de l'intégrale) :
Soient f et g deux fonctions intégrables sur un segment [«; 3] et soit a,b trois éléments de [a; (] alors on a

b b

/(f—i—g):/bf-i-/bg, /b(f—g):/bf—/bg, si A est une constante, /b)\f:)\/f.

a a a a a

— Proposition (Inégalités et intégrale) :

Soient f et g deux fonctions intégrables sur un segment [«; 8] et soit a,b trois éléments de [a; [] tel que b < a
b b b
1. SiVte [a;b], f(t) = g(t) Vt € [a;b] alors [ f > [ g. En particulier, si f > 0 sur [a,b], alors [ f > 0.

2. Inégalité triangulaire

S fblf(t)\dt

fbf(t)dt

b
3. Sif(t) =20Vt € [a;b] et [ f(t)dt =0 alors Vt € [a;b], f(t) =0
4. Inégalité de la moyenne S’il existe deux nombres réels m et M tels que

b
m < f(t) < M Vit € [a;b] alors m(b—a) < /f(t)dt < M(b—a).

a

Théoréme (Intégration par partie) :

b b
Soient u et v deux fonctions C! sur [a; b] alors : [ u(t)v’(t)dt
a a

Il
I~
—
~
~
S
—
o~
=
S o
|
S
Q\
—
o~
~
S
—
~+
~—
IS
~

Théoréme (changement de variable) :

Soient f une fonction intégrable sur [a; b] et u une fonction C*! sur [a; b] telle que u([a; 8]) C

u(B) B
[a; b] alors on a : (f) f(z)dz = [ f(u(t))u (t)dt.

‘ Remarque :‘

On a effectué¢ le changement de variable x = wu(t), on n’oublie que dr = u/(t)dt et on modifie les bornes
d’intégration en conservant ’ordre. m

Corollaire

Soit f une fonction intégrable sur [—a;al.

— Si f est paire sur [—a; a] alors f f(®)dt = fo(t)dt.
—a 0

— Si f est impaire sur [—a;a] alors [ f(t)dt =0
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Soit f une fonction continue sur [a;b] et n un nombre entier strictement positif. On appelle n¢™¢

b—qaqn=1 b —
somme de Riemann de f sur [a;b] le nombre réel défini par : S,,(f) = a > fla+k a).
n k=0 n
Théoréme : I'
Soit f une fonction continue sur [a; b] alors la suite (S, (f))n>1 converge et lir_irrl Sl =
n—-+oo

b
[

10 Suites réelles

10.1 Généralités sur les suites

On dit qu’une suite u converge vers [ € R si et seulement si pour tout nombre £ > 0, la distance de
Uy, & [ n’excéde pas € dés que n est assez grand. On traduit cette phrase mathématiquement par

Ve > 0,3ng € N tel que Vn = ng,  |u, — 1] <e.

Le nombre [ s’appelle la limite de la suite u et se note lim wu,,.

n—-+4oo
On dit qu’une suite u diverge vers +o0o (resp. —o0) ssi pour tout nombre A, le terme w,, est supérieur
(resp. inférieur) & A dés que n est assez grand. On traduit cette phrase mathématiquement par

VA € R,3ng € N tel que Vn > ng, u, > A (resp. < A).

— Proposition :

1. Toute suite convergente est bornée.

2. Si la suite u tend vers I € R alors |uy,| = 1]
n—-+oo

3. Si la suite u tend vers [ € R alors pour tout nombre entier p, liIJIrl Un4+p = . En particulier, lirf Upt1 =1
n—-+oo n—Too

— Proposition :

Soit ¢ un nombre réel. Alors la suite (¢"),>0

1. converge vers 0 si et seulement si |g| < 1.

2. converge vers 1 si et seulement si ¢ = 1.

3. diverge vers +o0 si et seulement si ¢ > 1

4. ne posséde pas de limite si et seulement si ¢ < —1.
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Théoréme (Opérations sur les limites) :

—— Proposition (Limites et inégalités) :

1. Si u est une suite positive et converge vers [ alors [ > 0.
2. Soient u et v sont deux suites telles que Vn > 0, u, = v,.

(a) Si les suites u et v convergent vers [ et I’ alors [ > 1.
(b) Si la suite v tend vers +oo alors u tend vers +oo.
(c) Si la suite u tend vers —oo alors v tend vers —oo

Théoréme (Théoréme d’encadrement) :

Corollaire
Soient u une suite convergente et v une suite tendant vers 0. Alors la suite (u,vp)n>0 converge vers 0.

Théoréme (Suites monotones) :

On dit que deux suites u et v sont adjacentes si et seulement si

1. la suite u est croissante
2. la suite v est décroissante

3. lim (up—vn)=0
n— 00

Théoréme :
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10.2 Comparaison des suites

Soient u et v deux suites. On dit qu’au voisinage de I'infini

n— 00
) . . Up
d’un certain rang et lim — =0)
n—-+oo Un

n—-+o0o

u
rang et lim — = 1).
n——4oo Un

Proposition

1. u est négligeable devant v et on lécrit u, = o(vy,) si et seulement si ( v, # 0 & partir

2. u est équivalente & v et on I'écrit u,, ~ v, siet seulement si (v, # 0 & partir d’un certain

Soitent u et v deux suites : u,, ~ UV, <= U, — Uy,

n—-—4oo n—4+o0o

0(vn) & Up = vy + 0(vy).

— Proposition

—up, = o0(1) sietseulement si u, — 0.
n—-4o0o n—-+o0o
— Soit [ un nombre non-nul. Alors u,, ~ [ siet seulement si u,, — [
n—-+oo n—-+oo
- u ~ U
" n—-4oo "
- Siu, ~ w,alorsv, ~ u,
n—-4oo n—-+4oo
- Siu, ~ wv,etv, ~ wy,alorsu, ~ w,
n—-+o0o n—-+o0o n—-4o0o
- Siu, ~ w,alorsu,s, ~ Unsp
n—-—+oo n——4oo
. . R L . Up U
- Siu, ~ w,etsis, #0apartir d'un certain rang alors — ~ —.
n—+oo Sn n—-+4oo Sn
- Siu, ~ vy, etu, >0apartir d'un certain rang alors Va € R, uff ~ o2
n—-+o0o n—-+oo

- Siwu, oL Un alors |up| et [V -

Théoréme :

Théoréme :
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— Proposition :

(Table de références).

- n® = o(n?)siet seulement si 0 < a < 3
n—-+oo
1

1
- — = o(—)sietseulementsi0< <«
n® n—+oo
~(lnn)*= = o(n®) Ya,8 > 0.
n—-4oo

-n* = o(¢g")sil¢g/>1eta>0
n—-+00

1
- q" = o(—)silg/<leta>0
na

n—-+4oo

— Un polynome en n est équivalent & son monome de plus haut degré.

Remarque (Régles pour lever les indéterminations) :‘

Formes indéterminées du type +o0o — (+00) Pour lever une telle indétermination, on factorise le terme qui
croit le plus vite en valeur absolue vers +o0.

s 1 .. o0 c . . . . .
Formes indéterminées du type — Pour lever une telle indétermination, on factorise le terme qui croit le
00
plus vite en valeur absolue vers +o0o au numérateur et au dénominateur.
. . 0 . S .
Formes indéterminées du type 0 (resp.0 x 0o) Pour lever une telle indétermination, on factorise le terme

qui décroit le plus vite en valeur absolue vers 0 au numérateur et au dénominateur (resp. on factorise dans
le premier facteur le terme qui décroit le plus vite en valeur absolue vers 0 et dans le second facteur le
terme qui croit le plus vite en valeur absolue vers +oc.

10.3 Plan d’études des suites du type u,1 = f(uy,)

Dans toute la suite f désignera une fonction définie sur un intervalle I.
|Déﬁnition (Intervalle stable) :|

| On dit que J est un intervalle stable pour f si et seulement si f(J) C J.

‘ Remarque :‘

Pour déterminer f(I), on dresse le tableau de variation de f sur J puis on le compare 4 .J. m

| Soit « € I. On dit que x est un point fixe de f si et seulement si f(x) = .

‘ Remarque :‘

En général, il est impossible de justifier 'existence de tous les termes des suites de la forme u,+1 = f(uy,). ®
Supposons que Uintervalle I soit un intervalle stable de f et que ug € I. Alors Vn € N u,, existe et u,, €
(cela se démontre par récurrence en remarque que si u, € I alors f(uy,) € I et upt1 = f(uy)).

Théoréme : .l

Soit f une fonction continue sur un intervalle [ et u une suite convergeant vers [. Alors la
suite (f(un))n>0 converge vers f(1).

Par conséquent si la suite u,+1 = f(u,) converge vers [ alors | = f(l) et [ est un point fixe de f. Si en outre,
un € (a,b) alors [ € [a,b].
Méthode : Considérons maintenant une suite u,; = f(uy) telle que I soit un intervalle stable pour f et
ug € 1.

Premier cas: f est croissante et ug est explicite
Supposons que f est continue sur un intervalle I stable par f et contenant ug donc Vn € N u,, existe et
u, € 1.
Supposons en outre que f est croissante sur Uintervalle I. On calcule alors explicitement ui (= f(ug)) et
on distingue les deux cas suivants:

— Si ug < u3. On montre par récurrence que la suite u est croissante en remarquant que u, < Upy1
implique que f(uy) < f(upt+1) donc uyiy < Upia.
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— Si ug > uy. La suite (u,) est alors décroissante et la preuve est semblable a la précédente.

Second cas f est décroissante et ug est explicite.
Nous introduisons alors deux suites auxiliaires a et b définies par : a,, = ug, et b, = us,41. Calculons
an+l
An+1 = Ug(nt1) = Uzn+2 = f(u2ns1) = f(f(u2n)) = (f o f)(an)

Donc la suite a vérifie une relation de récurrence donnée par : a,4+1 = (f o f)(a,). Par définition Vn € N,
an (= u2y,) € I qui est un intervalle stable de f o f et la fonction f o f est croissante sur 7! On peut donc
étudier la monotonie de la suite a & ’aide du premier cas en remplagant la fonction f par la fonction fo f.
De méme, la suite b est définie par la relation b, 11 = (f o f)(bn) et on procéde de méme que pour a.

Troisiéme cas f(x) — x est de signe constant sur I. Alors la suite u est croissante (resp. décroissante). Cela
résulte du petit calcul suivant : Vn € N, w41 — up, = f(upn) — uy = 0 (resp.< 0).

Dans le premier cas et le second cas, on dispose d’une suite (u,,) qui est monotone et pour justifier la conver-

gence, il suffit d’appliquer les théorémes de convergence des suites monotones.
Le second cas est plus délicat. Les suites (a,,), et (b,) sont monotones et on essait d’appliquer les théo-
rémes sur les suites monotones. On utilise ensuite le fait que la suite (u,,) converge si et seulement si les
deux suites (a,) et (b,) convergent et que liTan ap = lirrln by,

Quatriéme cas Application du TAF.
Supposons que les quatres hypothéses ci-dessous soient satisfaitent :

— f soit de classe C! sur un intervalle stable [a;b] (avec a,b deux nombres réels),
— f admet un unique point fixe o sur le segment [a; b],

— il existe un nombre réel k € [0; 1] tel que : Va € [a;b], | f'(z)| < k.

— ug € [a,b].

Le premiert et le quatriéme point nous permettent d’affirmer que : Vn € N u,, existe et u,, € [a;b]. I'inégalité
des accroissements finis nous fournit Vz,y € [a;b], |f(z) — f(y)| < k |z — y|. Puisque Vn € N u,, € [a;b] et
a € [a;b] , nous remplagons x par u, et y par a dans l'inégalité précédente, ce qui nous donnent Vn € N,
|f(un) — fla)| € klun —a|.. Or f(un) = tpt1 et f(a) = a dou Vn € N, |up11 — a| < k|u, — «f puis
on démontre par récurrence que Vn € N, |u, — ] < k™ |ug — «f ce qui nous fournit la convergence de la
suite (uy,) vers a.

fin de la méthode

11 Séries numériques

Définition :
n
Soit (un)n>0 une suite. On appelle série de terme général u,, la suite S définie par S,, = > uy, et
k=0
on la note traditionnellement > wy,.

n>=0
Définition :

On dit que la série > wu, converge si et seulement si la suite (S, )n>0 converge dans R.
n=0

On dit que la série > u,, diverge si et seulement si la suite (S,)n>0 diverge.
n=0

Définition :

+oo
Soit Y w, une série convergente. On note > wu, la limite de la suite S et on 'appelle somme de

n>0 n=0
la série > wuy,.

n=0

Lemme
“+o0 no—1 +oo

Silasérie > w, converge alors pour tout entier positif ng la série > wu, convergeet Y up, = Y. Up+ Y, Up.

n=0 n=ngo n=0 n=0 n=ng
Lemme
Si la série ) w, converge alors | u, | — 0 (ou encore u,, — 0).

n=0 n—+oo n——+oo
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— Proposition (Operation sur les series) :

Soient A est un nombre réel et > wu,, Y v, deux séries convergentes alors

n=>0 n=0
—+o0 —+o0 o0
1. la série Y (un + vy) est convergente et Y (un +vp) = D Un + D Up.
n>=0 n=0 n=0 n=0

2. la série Y. Au, est convergente et Z Ay, = A E U,
n>=0 =0

On dit la série > u, est absolument convergente si et seulement si série Y | u, | est convergente.

n=0 nz=0
— Proposition :
Si la série ) w, est absolument convergente alors la série Y u, est convergente.
n=0 n=0
‘ Remarque : ‘

La réciproque est fausse en général, c’est-a-dire une série absolument convergente n’est pas nécessairement
convergente. H

La série ) ¢" s’appelle série géométrique de raison g.
n>=0

— Proposition :

La série Y ¢" (resp. Y. ng", resp. Y. n’q™) est convergente si et seulement si | ¢ |< 1. Dans ce cas
n=0 n=0 n=0

= o alg+ 1)
Sl Swe gl S

n
. € L. N .
La série Y — s’appelle série associée a ’exponentielle.
n=>0 n!
=
— Proposition :
xn 400 n
Pour tout nombre réel z, la série ) — est convergente et > — =e”.
n>0 n: n=0 T

12 Fonctions numériques de deux variables réelles

12.1 Le plan R?

Rappellons pour commencer que R? désigne I’ensemble des couples (z,y) ot x et y sont des nombres réels.
Tradltlonnellement on représente graphiquement R? sous la forme d’un plan muni du repére orthonormée
(O, K , ) Un élément (z,y) de R? est associé au point M du plan de coordonnées (z,y). D’autre part tout point
M du plan est associé naturellement & son couple de coordonnées (z,y) qui est un element de R2.

L’axe des abscisses se note traditionnellement (Oz) (il s’agit d’une droite) et I’axe des ordonnées (Oy).
L’équation de la droite (Oz) est I’ensemble des points M (z,y) dont 'ordonnée est nulle donc

(0z) = {(z,y) € R? tel que y = 0}
On dit que y = 0 est ’équation de la droite (Ox). De fagon analogue, la droite (Oy) a pour équation x = 0 i.e.
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posséde comme équation
(0y) = {(z,y) € R? tel que z = 0}

Plus généralement, toute droite du plan posséde une équation du type
y=ar+boux=c
ou de maniére équivalente, I’équation de toute droite du plan est de la forme
ax+by+c=0

Si f désigne une fonction d’une variable réelle dont le domaine de définition est un ensemble I. La représen-
tation graphique de f, qui est définie rappelons-le par {(z,y) € R? tels que x € I et y = f(x)}.
On déduit naturellement trois nouveaux sous-ensembles remarquables

1. L’ensemble "au dessus" (resp. strictement "au dessus") du graphique de f est défini par
{(z,y) € R? tels que = € I et y > f(x) (resp. y > f(z))}
2. L’ensemble "en dessous" (resp. strictement "en dessous" du graphique de f est défini par

{(z,y) €ER? tels que x € T et y < f(z) (resp. y < f(x))}

3. L’ensemble complémentaire du graphique de f ("tout sauf le graphe de f”) défini par

{(z,y) €R* tels que x € T et y # f(x)}

qui n’est que la réunion des ensembles "au dessus et en dessous" du graphique de f.

Un autre type sous-ensembles de R? est fourni par les cercles. Par exemple, le cercle de centre I'origine (0,0)
et de de rayon r posséde comme équation

C(O,r) = {(z,y) € R? tel que z* + 3* = r?}
Plus généralement, 1’équation du cercle C'((a,b),r) de centre (a,b) et de rayon r est

C((ab),r) ={(z,y) € R? tel que (z — a)2 +(y— b)2 = Tz}

12.2 Fonctions numériques de deux variables réelles

On appelle fonction numérique de deux variables réelles la donnée d’un sous-ensemble © de R? et

d’une application qui & tout couple (x,y) de R? associe un unique nombre réel f(z,y).

Exemple : Les fonctions f(x,y) =z +y et g(z,y) = exp(zy) + y? — 1 sont des fonctions numériques de deux
variables réelles

Le domaine de définition d'une fonction f est I’ensemble des couples (z,y) € R? pour lesquels
Pexpression f(z,y) existe

Exemple : Soit f la fonction définie par f(z,y) = In(x + y). L’expression f(z,y) est définie si et seulement si
r+y>0&y>—a.

Définition :
‘ Soit f une fonction numérique de deux variables réelles. On appelle surface de niveau ¢ ’ensemble

des points (x,y) du plan tels que f(x,y) = ¢ (f est constante sur la ligne de niveau)
Exemple : La surface de niveau c¢ de la fonction x + 3y est ’ensemble

2
{(z,y) € R? tels que 2z + 3y = 2} = {(x,y) € R? tels que y = g - ?x}
Il s’agit donc d’une droite. De la méme facon, on constate que toutes les surfaces de niveau de cette fonction
sont des droites du plan.

Exemple : La surface de niveau c de la fonction 22 +y? est I'ensemble N, = {(x,y) € R? tels que 2% +y? = c}.
On remarque pour commencer que 22 et y? sont toujours des nombres positifs donc 2 + 3?2 est toujours positif.
Par conséquent,
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1. si c est strictement négatif, ’ensemble N, se réduit & 'ensemble vide.
2. si c est nul, on a 22 + 3% = 0 ce qui implique que z =y = 0 donc N, = {(0,0)}
3. si ¢ est strictement positif, 'ensemble N, est un cercle de centre (0,0) et de rayon /c.

|Déﬁm’t’ion des dérivées partielles d’ordre 1 :|

Soit (x,y) — f(x,y) une fonction. On appelle, lorsqu’elle existe,

1. dérivée partielle de f par rapport & x au point (zg,y0), la dérivée de la fonction x — f(x,y0)

au point x = zy. On note cette dérivée partielle 3—(330,y0).
z
2. dérivée partielle de f par rapport & y au point (xo,yo), la dérivée de la fonction y — f(zg,y)
au point y = yo. On note cette dérivée partielle = (x¢,y0).

dy

Remarque : ‘
Une dérivée partielle par rapport & x consiste simplement & considérer que y est fixé et & dériver par rapport a
z. On a la remarque duale pour y. ®

Exemple : Soit f(x,y) = exp(zy) + y? — 1. Pour calculer g, on considére que y est fixé, donc %(m,y) =
x x

yexp(zy). Pour calculer ——, on considére maintenant que x est fixé, donc a—f(x,y) = zexp(zy) + 2y.
Y

dy

|Déﬁm’tion des dérivées partielles d’ordre 2 :l

Soit (x,y) — f(x,y) une fonction. Les dérivées partielles d’ordre 2 de f sont les fonctions, lorsqu’elles

J (3f Qf) 0 (8f 2f) i (8f it > =-); J (8f)
Oz Oz 0x2’" oy By 0x2"" Oy Oz oydz” dx " By
*f

).
Y

oté aussi
(n ussi =

existent : ) (noté aussi ) (noté aussi ) (noté aussi

Exemple : Soit f(z,y) = exp(zy) +y? — 1.

2
L 2 ) = 2 ey = 2 (yexplan) = v explen).
2. %x,m = a—y%(x,y)) = a%u exp(zy) + 2y) = 2 exp(ay) + 2.
5 88118];(1‘71/) gf(gi( )):a%(yexp(xy))=exp(ary)+xyexp(xy))-

0 f 0 ,0f B

(z exp(zy) + 2y) = exp(wy) + vy exp(zy).

‘ Remarque :‘

o’ f B o’ f
dydx — Oxdy
vaste classe de fonctions. Il montre qu’en général, il n’y a pas lieu de tenir compte de 'ordre d’applications des
dérivations. m

|Déﬁnition des dérivées partielles d’ordre r :|

Il est intéressant de noter que . Ce résultat (appelé lemme de Schwarz) est valable pour une

Soit (x,y) — f(z,y) une fonction. Les dérivées partielles d’ordre r de f sont toutes les dérivées
partielles du premier ordre de toutes les dérivées partielles de f d’ordre (r — 1).

Exemple : %(%(%(%(%ﬁ))) est une dérivée partielle d’ordre 5 de f tout comme %(2(2(é(ﬁf))))

Le lemme de Schwarz montre que 'ordre d’application des dérivations n’est pas important donc —(=—(=—(=z—(=—f)))) =

Ozx  Ox Jy Ox
0,0,0,0,0 »’f
—(=—(==(=(==1)))). On note alors cette valeur commune 9230,7

Ox 0y Oy Or Ox
5, Ox3 signifiant que l’on a dérivée 3 fois par rapport a x et dy? 2 fois par rapport & y, I'ordre n’ayant pas
d’importance).

(le 95 signifiant dérivée partielle d’ordre
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13 Systémes d’équations linéaires

1. Soient p et n deux nombres entiers non-nuls. On appelle systéme d’équations linéaires de p
équations a n inconnues (apellé aussi systéme p x n) un systéme de la forme

1121 + a12T2 + ..+ a1y =b1 (L1)
a2,1%1 + a2.2T2 + .. + a2 nTyp = by (L2)

(S)
ap1%1 + ap 2o + .. + apntn =b, (Lp)

ottles (a; ;) 1<i<p €t (bi)1<i<p sont des nombres réels et 21,..,2,, sont les inconnues. Le nombre
1<j<n

a; ; s’appelle le coeflicient de la j°*¢ inconnue z; dans i

que le systéme (S) est carré d’ordre n.

eme

équation (L;). Si n = p, on dit

2. On dit que le systéme (S) est homogeéne (ou sans second membre) si et seulement si by =
.. = b, = 0. Dans ce cas, la p-liste (0;..;0) est solution de (.5).

3. On appelle systéme homogeéne a (S) le systéme obtenu a partir de (S) en remplagant tous
les nombres b; par 0.

4. Résoudre ce systéme, c’est déterminer toutes les p-listes (z1,..,x,) de réels vérifiant simulta-
nément les p équations Lq,..,L,.

5. On dit que deux systémes (S) et (S’) sont équivalents si et seulement si ils ont les mémes
solutions

On dit qu’un systéme (S) de taille p x n est triangulaire si et seulement il est de la forme

a1121 + a1,2%2 + a13%3 + a1424 + ... + a1 0T = b1 (L)
a2,2%2 + a2 373 + A2,4%4 + ...Q2 n Ty = by (L2)
(S) a33T3 +a3474 + .. + 03,0, = bz (L3)

ppTp + ..+ Gp Ty =bp (Lp)

|Déﬁnition Opérations élémentaires :

Soit (S) un systéme n x p. On a appelle opération élémentaire I'une des trois opérations suivantes :

1. L’échange de la i°™¢ ligne L; et de la j¢™¢ colonne L; se note L; «— L;

2. Soit A un nombre réel non-nul. Le remplacement de la i€ ligne L; par la ligne A\L; se note
L; — A\L; (on a multilplie la i®™¢ ligne L; par \).

3. Soit A un nombre réel quelconque. Le remplacement de la i®™¢ ligne L; par L; + AL; se
note L; < L; + AL; (on a multilplie la ™€ ligne L; par A et on a ajouté le résultat a la i¢™®
ligne)

— Proposition :

Tout systéme obtenu a partir de .S en transformant I'une des ses équations par une transformation élémentaire est
équivalent a (5).

a1121 + a12%2 + .. + a1 .2, = by (L1)

. ) as 121 + a9 + .. + a2y = by (L2)
Méthode du pivot de Gauss :  Soit (S) un systéme nxp de la forme (S) :

ap1%1 + ap2Ta + ..+ ap ey =b, (Lp)

1. L’un au moins des coefficients de x; est non-nul. On en choisit un, que ’on appelera premier pivot, et
supposons qu'il se situe a la i“™¢ ligne L,;. On effectue 'opération élémentaire Ly «— L; (on met la "¢
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ligne en premiére position). Dorénavant, le systéme est de la forme

aﬂxl + aggasg + ..+ a:(L},)L:vn = bgl) (L)
ag%xl + ag%xg + ..+ aé}%xn = bgl) (La)
(51) : .
agiiﬁl + a;}%xg + ..+ agr)lx,,, = bél) (Lp)
ou aﬂ # 0. Ensuite on effectue les opérations élémentaires suivantes : Vi € {2;..;p} L; — L; + ~ L; qui

nous permettent d’obtenir le systéme (S2) équivalent a (S) donné par

aﬂml + af%xz + ..+ aglzlxn = bgl) (L1>

(S2) aé?%xg + ..+ ag,,)bxn = ng) (L2)
2 .

: (53)
a](f%mg +..+ a,(f%xn = 171(,2) (Lp)

2. On ne s’occupe plus de la premiére ligne, sélectionne une variable intervenant dans (S5) et on applique
le procédé précédent au systéme (S5). En itérant ce processus en éliminant une & une les inconnues, on
aboutit & un un systéme (S’) triangulaire équivalent a (S) de la forme

a1+ ay 9T + .o+ a1, = by
équations principales

/ !/ /

ay Ty + .t Qg Ty = b
N

0 =b4

équations auxiliaires

0 =0

ol r est un entier pas nécessairement égal & p (ce provient du fait que des inconnues ont pu disparaitre lors
du pivot de Gauss sans que l'on se soit intéressé a leurs disparitions).et ou tous les pivots a’m sont non-
nuls. On dit que que les inconnues x1,..,z, sont les inconnues principales et x,41,..,2, sont les inconnues
auxiliaires.

fin de la méthode

Théoréme : .l

Soit (S) systéme p X n. Le pivot de Gauss montre que (S) est équivalent a un systéme de
la forme

/ / !/ —
aj 121 + @y 9%2 + ... + ay ,Tn = by
) équations principales
/ / /
Ay Tr + oo+ Qp , Tn, = by,
—
0 — br—i—l

équations auxiliaires

0 =b,

ott les tous les nombres a] 1,...,a.. . sont non nuls. Alors le systéme (S) admet des solutions
; :
si et seulement si toutes les équations auxiliaires de (S”) sont vérifiées.

Méthode : Supposons que (S) admet des solutions donc les équations auxiliaires de (S’) sont nécessairement
vérifiées. Ainsi (S5) est équivalent au systéme

a’171x1 + a'Lng + .+ a) e, =01 (L)
(S)

a;’rIT + ..+ a;»7n1'7L = b;" (LT)
avec Vi € {1;.;7}, aj,; #0.

1. Pusique a’m # 0, on peut donc exprimer z, en fonction de x,1,..,Zx.
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2. On substitue x, dans (L,_1) et puisque a;.,. # 0, on exprime x,_; en fonction de ;1 1,...7y.
3. On itére le processus et on obtient au final que (S) est équivalent & un systéme (S”) de la forme

z1=aY 1 Trp1 + ...+ al rn + 0
Tt :

I " 11

Ty = a5, 41 Try1 + .+ QG Ty + U5

(")
— I " /!
Ty = Qo1 Trg1 + e+ Ay, Ty + U

et les variables x;,41,..,x, peuvent prendre toutes les valeurs réelles possibles et imaginables.

" " /!
ay p 1 Trp1 + o+ A, Ty + bY

1 " /!
Ay 1Tl + oo+ Qg Ty + O

Ainsi ’ensemble des solutions du systémes (.5) est { -
r+1

y Lr41ye,2n € R} fin de la méthode

T

On dit qu’un systéme carré d’ordre n est de Cramer si et seulement si il posséde une unique n-liste
solution.

Théoréme : .l

1. Un systéme (S) carré d’ordre n est de Cramer si et seulement si le pivot de Gauss
fait apparaitre n pivots successifs non-nuls.

2. Par conséquent, un systéme (S) carré d’ordre n et homogéne est de Cramer si et
seulement si il posséde comme unique solution la n-liste (0;..;0).

3. Un systéme carré et triangulaire est de Cramer si et seulement si tous ses coeflicients
diagonaux sont non nuls.

Théoréme : 'I

Un systéme est de Cramer si et seulement si son systéme homogéne associé est de Cramer.

14 DMatrices

14.1 Généralités sur les matrices

1. Soient n,p deux nombres entiers non-nuls. On appelle matrice & n lignes et p colonnes tout
tableau rectangulaires de nombres réels comportant n lignes et p colonnes

2. L’ensemble des matrices & n lignes et p colonnes se note M, ,(R).

3. Soit A € M,, ,(R). Le coefficient situé a I'intersevtion de la i®™¢ ligne et k*™¢ colonne ne
note a; ; et on écrit alors

ai1 4di2 0 Gl st Qlp
ag’l 01272 e a2”j e ag’p

A= , 4 o S , ou encore A = (a;, ;)1<i<n
i1 g2 Qi j Qi,p 1<5<
Ani Gpz o0 Gng o ot dngp

4. Un élément de M ,(R) (resp. M, 1(R)) s’appelle une matrice ligne (resp. colonne).

5. La matrice nulle de 9, ,(R), que l'on note 0,, ,, est la matrice dont tous les coefficients sont
nuls.
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|Déﬁnition (Addition de deux matrices) :|

Soient A = (a;, j)1<i<n €t B = (bi, j)1<i<n deux éléments de 9, ,(R). On appelle somme de A et
1<5<p TGy
B l'élément de M, ,(R) noté A+ B défini par A+ B = (¢;, ;)1<i<n Ol
A

Ci,j = 0,5 +b; ; Vi€ {1; ,n} et Vj € {].; ..;p}

|Déﬁnition (multiplication d’une matrice par un réel) :l

Soient A = (a; ;j)1<i<n un élément de M, ,(R) et A un nombre réel. On appelle produit de A par
1<j<p
A I'élément de M, ,(R) noté AA deéfini par AA(¢; j)1<ign OU
1<j<p

cij=Aa; ; Vie{l;.;n} et Vje{1;.;p}

|Déﬁnition (produit de deux matrices) :l

Soient A = (a;, j)1<i<n un élément de M, ,(R) et B = (b;, ;)1<i<n un élément de My, ,,(R). On

1<5<p 1<j<p
appelle produit de A par B ’élément de 91,,, ,(R) noté Ax B (ou AB) défini par AXB = (¢; _j)i<i<n
1<y<p
ou
Ci,j = ai’lblﬁj + ai’gbg”j + ..+ ai’pbpﬁj Vi € {1; ,m} et Vj € {1; I n}
Remarque

Il est important que l'ordre d’écriture du produit est important. On peut s’en rappeller en utilisant le schéma
suivant

b,

: il _
) a1 Qio - a % i — n )
jitme ligne i i (252 Sl : coefficient ¢; ;

bp,,j

jteme colonne

Soit A = (a;, j)1<ign un élément de M, ,(R). On appelle transposé de A la matrice de My, ,,(R)
INVAS Y
notée *A = (¢;, j)1<i<p définie par

1<j<n
cij=ua;; Vie{l;.;n} et Vje{l;.;p}
En d’autres termes, ‘A est la matrice obtenue & partir de A en échangeant les lignes avec les
colonnes

— Proposition (Addition des matrices) :

Soients A,B,C' trois éléments de M, ,(R).

A+B=B+A, (A+B)+C=A+(B+C), 0pp+A=A+0,,=A4
At (—A) =(-A)+A=0,,, A+B=CoA=C-B, A+C=B+CoA=C
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— Proposition (multiplication des matrices) :

Soients A € M, ,,(R),B € M, ,(R) et A\, deux nombres réels

1A=A, (A\+m)A=XA+uB, MA+B)=M+AB, Aud) = (M)A, AAB)=(M)B = \(AB)

— Proposition (Transposition) :

1. Soients A,B deux éléments de M, ,(R) et A un nombre réel.
YA+ B)=tA+'B, '(\A)=)\A4, (tA)=A

2. Si A€M, ,(R) et BeM,,(R) alors (AB) = Bt A

14.2 Matrices carrés

1. Une matrice carré d’ordre n est un élément de 9, , (R). L’ensemble des matrices carré d’ordre
n se note aussi M, (R). La matrice nulle de M, (R) se note 0.

2. On appelle diagonale d’une matrice carré A = (ai,,j)1<z<n les n nombres aj 1,...,an n-

1<j<n
a1 0 o 0
3. Une matrice diagonale d’ordre n est une matrice de la forme
- 0
0 0 anpn
1 0 0
4. La matrice appellé identité de 9, (R) et noté I,, est la matrice I, =
SO
0 0 1
5. Une matrice scalaire est une matrice de la forme AI,, avec A € R.
6. Une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure) est une matrice de la forme
a1 a2 v Alp—1 ai,;n a1 0 e 0
0 as 2 te @21 as 2 0
0o . Co | e | g, S )
n—1n—1 Qn—1n An—1,n—1 0
0 e 0 0 Ann Gn,n—1 e An—1,n An,n—1 An . n

7. On dit qu'une matrice A est symétrique si et seulement si tA = A

Soit A € M, (R) et k un entier. On pose : A° =1, etsik>1, AF=Ax Ax. x A
—_—
k fois

— Proposition :

Soit A € M, (R) et n,m deux entiers positifs. Alors on a A"A™ = A™T™

Remarque : ‘
Par contre, en général (AB)* # A¥B¥. Cela résulte que, dans M, (R), AB # BA m
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|Déﬁm’tion (matrices commutantes) :l

Soient A et B € M, (R). On dit que A et B commutent (ou A et B sont permutables ) si et
seulement si : AB = BA

— Proposition :

Soient A,B,C trois éléments de M, (R).

I,A=AI,=A, A(B+C)=AB+AC, (B+C)A=BA+CA

Théoréme Formule du binoéme : !

Soient A et B deux matrices qui commutent. Alors pour tout entier p, on a :

p
_ k Ak —k
(A+By =Y Cckakprr.
k=0

14.3 Matrices inversibles

Soit A € M, (R). On dit qu'une matrice A est inversible si et seulement si il existe B € M, (R)
telle que

AB =1, et BA=1,.

Si A est inversible, alors la matrice B est appellé inverse de A et on la note A~'. L’ensemble des
matrices de 9, (R) qui sont inversibles est noté GL,,(R).

Lemme

Si A est inversible, alors son inverse est unique. En particulier,

— A est inversible si et seulement si il existe B telle que AB = I,,. Dans ce cas, B = A~1.
— A est inversible si et seulement si il existe B telle que BA = I,,. Dans ce cas, B = A1,

Ce lemme est trés utile dans la pratique puisqu’il nécessite que la vérification d’une égalité et non de deux
comme la définition de I'inversibilité I'exige.
Méthode (Inversibilité et inverses de certaines matrices) :  Soit A une matrice telle que A20%4 4+ 42003427 = (.

Alors )
A2003 4 42002

A2004 +A2003 — —2I<:>A(A2003 +A2002) = 9] & A( 5 ): I.
42003 | 42002 1 [
La matrice B = — = 75(14200‘3 + A2992) vérifie AB = I donc on peut affirmer que A est inversible

et son inverse est B cest-a-dire A7 = — = (42993 + A42002) fin de la méthode

1
2

‘ Remarque

Ce raisonnement est valable car A satisfait & une équation polynome possédant un coefficient constant non
nul, c’est-a-dire que la matrice I intervient dans I’équation. Par exemple, si A2 + 24 = 0, on en déduit que
A(A + 2T) = 0. De cette derniére égalité, on ne peut aboutir & une équation du type AB = I donc on ne peut
conclure et il faudra procéder d’une autre maniére. m
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— Proposition :

Soient A,B deux éléments de 9, (R).

1. — 1I,, est inversible et I;l =1,
— Si A€ GL,(R) alors A~ € GL,(R) et (A71)71 =
— Si Aet Be GL,(R) alors AB € GL,(R) et (AB)™* =
- SiA#0, et B#0,et AB=0, alors Aet B¢ G ()
2. Supposons en outre que C € GL,(R)

A
1 — Afl

— Si AC = BC alors A=B
- SiCA=CBalors A=B
—~ Si AC = B alors A = BC™!
-~ SiCA=Balors A=C"'B

14.4 Systémes linéaires et matrices
41,171 + a1,2%2 =+ ..+ a1, pTpy = b1
2,171 + a2,2%2 —+ ..+ az pTp = bQ
Soit (S) un systéme p x n de la forme (5) ) . Soit A € M, ,(R).définie

An 121 + Qp2T2 + .. + Qp pTp = by

al,l a172 e e al,p 1
az 1 az 2 ceeo Tt A2p o . T2
par A = ) ] ) ainsi que X € My ,(R). et B € My ,(R) définies par X = ) et
an,1 QAp2 - Gnp T
b1
by
B =
bp

Lemme (équivalence entre systéme linéaire et équation matricielle) :
(21,--,xn) est solution du systéme du systéme (S) si et seulement AX = B.

‘ Remarque :‘

La détermination d’une solution (z1,..,2,) du systéme (S) est équivalent a la détermination de la matrice colonne
X donc la résolution du systéme (S) est équivalente a la résolution de I'équation AX = B. m

| La matrice A est appellée la matrice du systéme (5).
Théoréme :.I

1. (S) est un systéme de Cramer si et seulement si la matrice A de (S) est inversible.

2. Par conséquent, une matrice triangulaire est inversible si et seulement si tous les
termes de sa diagonale sont non-nuls.

3. Une matrice diagonale est inversible si et seulement si tous les termes de la diagonale
sont non-nuls.

Remarque

Puisqu’un systéme de Cramer est nécessairement carré, on en déduit qu'une matrice A inversible est nécessai-
rement carrée. La réciproque est bien entendue fausse. m

Meéthode pour déterminer 'inversibilité d’'une matrice :  Soit A une matrice carré de taille n. Pour que A
soit inversible, il est nécessaire et suffisant que le systéme AX = 0 soit de Cramer. Puisqu’il est homogéne, il
est équivalent de dire qu’il admet comme unique solution la matrice X = 0. En particulier, pour déterminer
Iinversibilité de la matrice A, il suffit de rendre triangulaire, par la méthode du pivot de Gauss, le systéme
AX = 0 puis de vérifier si tous les coefficients diagonaux de ce systéme triangulaire sont non nuls ou non.
Si tous les coefficients diagonaux sont non nuls, le systéme AX = 0 est de Cramer et A est inversible, si au
moins un coefficient diagonal est nul, alors le systéme AX = 0 n’est pas de Cramer donc A n’est pas inversible.
fin de la méthode
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Méthode pour calculer I'inverse d’'une matrice inversible :  Soit A € 9,,(R) une matrice inversible. Pour ex-

pliciter son inverse, on considére le systéme AX = B. D’un point de vue théorique, sa solution est X = A~'B

(par multiplication & gauche par A~!). Dun point de vue pratique, si I'on considére deux matrices X et B de
T b1

la forme X = | : [ et B= | : |, le systétme n X n correspondant & ’équation matricielle AX = B est de
T by

Cramer, donc on peut expliciter, & I’aide de la méthode de notre cher Gauss, les inconnues x1,...,x, en fonction

de b1,...,b, ce qui nous fournit une matrice H telle que X = HB. Or X = A"'B et X et B étant quelconques,

on en déduit que H = A~!. Par exemple, si A = (g zl))) ,on pose X = <Z> et B = (Z) . L’équation AX = B
correspond au systéme 2rt+y=a La méthode de Gauss nous fournit les solutions v=3a—b donc
P Y Sr+3y="> "~ y = —ba+ 2b

z\ _ (3 -1\ {a . , (3 -1 ;
<y) = (5 9 ) (b) ce qui nous permet d’affirmer que A7 = (5 9 ) . fin de la méthode

Remarque

Il est indispensable dans la méthode précédente, de conserver 'ordre initial des variables. Si I'on reprend
I’exemple précédent, on peut dire que les solutions du systéme AX = B sont { yx ::2?;)@_—5(; . Les variables
étaient ordonnées initialement en x puis y et a puis b alors que dans les solutions données ci-dessus, elles sont
ordonnées en z puis y et b puis a et non a puis b. En particulier, on ne peut dire que A~! = (g :é) (cela
découle tout simplement de la relation faisant passer d’un systéme & une équation matricielle qui est basée sur
Palignement correct des variables, les a sous les a, les b sous les b, les  sous les z, etc.). m

15 Dénombrement

| Soit E un ensemble. . On note par P(E) I'ensemble des sous-parties de E.
Définition :
Soient A et B deux sous-ensembles de E.

- AUB={x € Etel quex € Aouz € B}.
- AnNB={x € Etelquex € Aetz € B}.

~ A\B={z € Etelquex € Aeta¢ B} Lensemble A\B se note encore C4B. Dans le cas
particulier ot A = E, E\ A se note également CA ou A.

— si AN B = @ on dit que A et B sont disjoints.

|Déﬁm’tion d’une partition :|

Soient E et I deux ensembles. Soient (F;);c; une famille de sous-ensembles de E. On dit que la
famille (E;);es est une partition de E si et seulement si (E = |J E; et Vi,j € I, E,NE; =@ si

iel
i F J).
Définition :
Soient E et F deux ensembles. On note F x F Pensemble des couples (z,y) ol x est un élément
de E et y est un élément de F. Cet ensemble se prononce F croix F.
Plus généralement, si F1,FEs,...,FE, sont n ensembles, on note Fy X Ey X .. X E, I'ensemble formé
des n-uplets de la forme (z1,z9,..,2,,) avec 1 € E1, x9 € Es,.., x, € E,,.

Si, en outre By = By = .. = E,, = E, alors ’ensemble F; X F5 X .. X F,, est noté conventionnellement
E™,

Soit A un ensemble comportant un nombre fini d’éléments. On appelle cardinal de A le nombre
d’éléments de A et on le note card(A) ou |A| voire encore #A.
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— Proposition :

Soit E un ensemble fini et A un sous-ensemble de E. Alors card(A4) < card(E) et card(A) = card(F) si et seulement
siA=F

Théoréme : .l

Soient A et B deux sous-ensembles d’un ensemble fini E.

Si AN B = @, alors card(A U B) = card(A) + card(B)
card(A\B) = card(A) — card(A N B)

card(A) = card(E) — card(A)
card(A U B) = card(A) + card(B) — card(A N B)

= 80N =

—| Théoréme Crible de Poincarre : I

1. Soit (A;)1<i<n une famille de partie d’'un ensemble finie £. Alors on a

card( U A;) = Z card(4;) — Z card(4;, N 4;,) + Z card(A;, N A, NA;,) + ..

1<i<n 1<i<n 1<iq <ia<n 1<i1 <ip<iz<n

+(=DFE YT card(Ay, N NA) + -+ (—1)"card(A; N AN N Ay)

1< <..<ip<n

&
[

2. En particulier, si A; N A; = @ sii # j Vi,j € {1,.,n} card( |
1<ign
> card(4;).

1<i<n

Exemple : Pour comprendre la formule du crible de Poincarré, nous allons I'expliciter pour n = 3

3
card(A; U Ay U Ag) = > card(A4;) — card(A; N Ag) — card(A; N As) — card(Aa N Ag) + card(A; N A2 N As).
i=1

—— Proposition :

Si E et F sont deux ensembles finis alors E X F' est un ensemble fini et card(E x F') = card(E) card(F).
Plus généralement si Fy,...F, sont des ensembles finis alors £7 X .. X F, est un ensemble fini et

card(Ey x .. X E,) = card(Ey).. card(E,,)

En particulier, si £ est un ensemble fini alors E™ est un ensemble fini et card(E™) = (card(E))"

| Définition d’une p-liste : |

Soit E un ensemble. On appelle p-liste d’'un ensemble FE, tout élément de EP c’est-a-dire tout
p-uplet de la forme (eq,..,ep) o ¢; € E Vi € {1,..,p}.

‘ Remarque : ‘
Bien entendu, lordre des éléments est important dans une liste car (2,1) # (1,2). =

— Proposition (dénombrement des p-listes d’un ensemble a n éléments) :

Le nombre de p-listes d’un ensemble E & n éléments est nP.

|Déﬁm’tion d’un arrangement :

Un p-arrangement d’un ensemble F est une p-liste de F constituée d’éléments deux a deux distincts.

— Proposition (nombre d’arrangements d’ordre p d’un ensemble & n éléments) :

Soit E un ensemble & n éléments. Si AP désigne le nombre de p-arrangements de E alors

AP =nn—-1).(n—p+1)=

n

(n—p)!
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|Déﬁm’tion d’une permutation :

| Soit E un ensemble & n éléments. On appelle permutation de E tout n-arrangement de F.

— Proposition (nombre de permutations d’un ensemble) :

Soit E un ensemble & n éléments. Alors il y a n! permutations de F.

|Déﬁnition d’une combinaison : |

Soit E un ensemble a n éléments. On appelle combinaison a p éléments de E toute partie de E a
p éléments.
Exemple :Si E = {1;..;10} alors {2;5;7} et {1;8;10} sont des combinaisons & 3 éléments de E.

— Proposition (nombre de combinaisons de p éléments d’un ensemble & n éléments) :

Soit E' un ensemble & n éléments. Si C? (ou encore ( Z )) désigne le nombre de combinaisons & p éléments de E
alors
" p p' pl(n—p)
— Proposition :
n
VneNetVpe {0;.;n},ona Cl=CrP?, C0=Cr=1 Cl=Cr'l=n, CP=—-C"";
p

— Proposition (le triangle de Pascal) :

Pour tous n et p deux nombres entiers positifs tels que p <n,ona:CL+Cl , =C

On peut se souvenir de cette formule en utilisant le schéma suivant :

n=20 1
n=1 1 1
n=2 1 2 1
n= 1 3 3 1
n=4 1 I 4 6 4 1
n=2>5 1 5 10 10 1
n n
! : b <p> <p+1> !
n+1 1 n+l <ZI}> n+l 1

| Théoréme (Formule du bindéme de Newton) :

n
Soient a,b deux nombres réels et n un entier. Alors on a (a +b)" = > C*kakpn—F.
k=0

| Théoréme (nombre de parties d’un ensemble & n éléments) :

Si E est un ensemble & n éléments alors card(P(E)) = 2™.

16 Probabilités sur un ensemble fini

16.1 Généralités
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On appelle expérience (ou épreuve) aléatoire toute expérience dont le résultat est ne peut étre
déterminé a priori. Les résultats potentiels d’une expérience aléatoire sont appelés des événements.
Un événement qui n’est jamais réalisé s’appelle événement impossible et un événement qui se réalise
toujours est un évenement certain.

Soit € un ensemble fini et A une partie de P(2). On dit que A est une tribu (ou o-algebre) de €2
ssi

1. Q € A ("’événement certain est possible")

2. YAc A, Ac A ("si un événement peut se réaliser, son contraire aussi")

3. VAy,.., A € A, AjU..UA, € A ("si deux événements peuvent se réaliser alors I'un ou 'autre
peut se réaliser"). Dans ce cas, on dit que le couple (€2,.4) est un espace probabilisable. Les
éléments de A sont appelés événements.

Si en outre, A = P(Q) les singletons {w} (w € Q) sont appelés les événements élémentaires.

Exemple : Si ) est un ensemble fini alors P(2) est une tribu de Q

Soit (€2,.4) un espace probabilisable. On appelle probabilté sur (2,.4) toute application P de A
dans [0; 1] telle que

P(Q) =1et VA,B € Atels que AN B = @& alors P(AU B) = P(A) + P(B)

Le triplet (£2,.4,P) est appelé espace probabilsé fini et YA € A, P(A) s’appelle la probabilité de A.

)
Un événement A € A est dit négligeable si et seulement si P(A) = 0.

—— Proposition :

Soit (£2,.4,P) un espace probabilsé fini et soient A,B deux événements. Alors on a
P(@)=0, P(A)=1-P(A), P(A\B)=P(A)—P(ANB) P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

En outre, si A C B alors P(A) < P(B).

— Proposition (Crible de Poincarré) :

Soit (€2,,4,P) un espace probabilsé fini et soit (A4;)1<i<n une famille de partie d'un ensemble finie E. Alors on a
P(|J 4) = > PA)- D PMA,NA,)+ > P(A,NA,NAL)+
1<i<n 1<i<n 1<i1 <i2<n 11 <iz<iz<n
HEDRE YT P(A NN A+ (D)PP(A N AN LN Ay).

1<ii<..<ig<n

En particulier, si A;NA; =@ sii#jVije{l,.n}:P( U Ai)= > P(A)
. .

— Proposition (Caractérisation des probabilités) :

Soit un espace probabilisé fini (Q2,P(2)) tel que Q = {w1;..;wn}.
n
1. Si P est une probabilité sur (Q,P(Q2)) alorson a Y, P({wi}) =1
k=1

n
2. Soit p1,.,pn.n nombres réels positifs tels que > pr = 1. Alors il existe une unique probabilité P sur (£2,P(2))
k=0

Vk € {1;..;n} P{{wr}) = pr

tel que

Dans ce cas, si A = {y1;..;ys} € P(Q) alors P(A) = Y P({yx}).
k=0
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1. On dit que deux événements sont équiprobables si et seulement si ils ont la méme probabilité
2. Une probabiltité est dite uniforme si et seulement si tous les événements élémentaires sont

équiprobables.
Théoréme : |'
Soit (©2,P(2),P) un espace probabilsé fini tel que la probabilité P soit uniforme. Alors on
)
card(A)
A O) P(A) = ——=
vA € P(Y) P(4) card(Q)

Traditionnelement, on traduit cette formule par

nombre de cas ou A se réalise lors de I’expérience

P(A) =
(4) nombre de cas possibles de résultats de ’expérience

16.2 Probabilités conditionnelles

Théoréme : 'I

Soit (£2,.4,P) un espace probabilisé fini et A un événement de probabilité non-nulle. Alors
I’application P, définie sur A par

piB) = LBOA) yp 4

P(A)

définie une probabilté sur (2,,4). On Pappelle probabibilté conditionnelle relativement
a A ou probabilité sachant A. P4(B) est également notée P(B/A) méme si Py(B) est
désormais la notation du programme.

Méthode : En général, pour calculer une probabilité conditionnelle P4(B), il est indispensable de considérer
que I’événement A est réalisé. On interpréte deés lors I’événement B en tenant compte de cette réalisation.

Par exemple, On pioche sans remise 3 boules dans une urne contenant 4 boules blanches et 3 boules noires.
On souhaite calculer la probabilité d’obtenir deux boules blanches et un noire sachant que la premiére boule
tirée est noire. Cela signifie que 'on a déja pioché une boule et que cette boule est noire. L’urne contient donc
4 boules blanches et 2 boules noires. Ce fait étant acquis, on souhaite maintenant avoir au final deux boules

blanches et une boule noire. Puisque 'on a une boule noire déja, il suffit de piocher deux boules blanches dans
02
I'urne contenant 4 boules blanches et 2 boules noires. La probabilité conditionnelle est donc C—é (deux blanches

6
1 2
4

parmi 4 en piochant deux boules parmi 6). Par contre, le calcul 3T correspond & obtenir deux blanches
7

et une noire dans l'urne initiale sans exiger la moindre condition (en particulier, d’avoir la boule noire a la

premiére pioche). fin de la méthode

Corollaire

Py(B) =1— P4s(B), SiC C Balors P4(C) < Pa(B), Pas(CUB)=P4(C)+ Ps(B) — P4a(CnNB).
La formule du crible de Poincarré reste vraie en remplacant P par Pga.

— Proposition (probabilités composées) :

Soient Ayj,..,A, une famille d’événements telle que P(A1 N Ay N..NA,—1) #0. Alors on a

P(A1 NAsN..N An) = P(Al)PAl (A2)PAIQA2 (AS)..PAIQAQQH(‘]A,”71(An)

Soit (€2,.4) un espace probabilisable fini et soit Ajp,..,A, une famille de partie de A. On dit que
cette famille est un systéme complet d’événements si et seulement si (Aj,..,A,) est une partition

de Q c’est-a-dire A;NA; =@sii#jet Q=4 UAU..UA,.
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Théoréme (Formule des probabilités totales) :

Soit Aj,..,A, un systéme complet d’événements et B un événement, alors on a

n

PB) =3 P(BN A = 3 Pa(B)P(A)
k=1 k=1

Meéthode : Lorsque 'on doit calculer une probabilité qui semble compliquée car "le calcul dépend" de 'urne
ot 'on pioche, du nombre de piles obtenus, etc., il est indipensable d’utiliser la formule des probabilités totales
en utilisant comme systéme complet les différentes contraintes auquel on est confronté (par exemple, Ay : 7

»

piocher dans l'urne n® k”, A, =” obtenir k piles", etc.) fin de la méthode
_I Théoréme (Formule de Bayes) :

Soit Aj,..,A, un systéme complet d’événements et B un événement, alors Vk € {1;..;n}
on a

PAk (B)
P(B)

PB(AIc) = et P(B) = zn:PAk(B)P(Ak)
k=1

Définition de deux événements indépendants :

Soit (2,.4,P) un espace probabilisé fini. On dit que deux événements A et B sont indépendants
pour la probabilité P s et seulement si : P(AN B) = P(A)P(B)

— Proposition :

Si A et B sont indépendants pour la probabilité P alors A et B (resp. A et B, resp. A et B) le sont aussi.

|Déﬁnition de n événements indépendants :

Soit (£2,.4,P) un espace probabilisé fini et A;,..,A, n événements.
1. On dit que Aq,..,A,, sont deux & deux indépendants pour la probabilité P si et seulement si

2. On dit que Aj,..,A, sont mutuellement indépendants pour la probabilité P si et seulement
si pour tout ensemble d’indice I C {1;..;n}

P(()A) =[] P4

el i€l

— Proposition :

Ay,..,A,, n événements mutuellement indépendants pour la probabilité P. Si I'on pose Vi € {1;..;n}, B; = A; ou A;
alors les événements By,..,B,, sont mutuellement indépendants pour la probabilité P

17 Variables et vecteurs aléatoires finies

17.1 Généralités

Une variable aléatoire réelle finie (var.finie) X sur un espace probabilsable fini (2,,4) .est une
application de 2 dans R telle que pour tout intervalle I de R {w € Q tel que X(w) € I} C A}.
Traditionnellement on note

- (X =z) pour (X € {z})
- (a < X <b) pour (X €la; b))
— (X < z) pour (X €] — o0;x])
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Un vecteur aléatoire fini X sur un espace probabilsable fini (€2,.4) .est une application de  dans

R™ X : { W s (X1 (@), X () telles que les n applications X; soient var finies définies sur

(Q,A).
On note X = (X1,..,X,,) et si n = 2, le vecteur (X71,X>) est appelé couple de vecteurs aléatoires.

— Proposition :

Soient XY deux var finies sur (€2,.4) et A un nombre réel. Alors X + Y, AX, XY, sup(X,Y), min(X,Y) sont des
var finies sur (Q,.A4).

Soit X une var finie sur (€2,4). On appelle fonction de répartition de X la fonction numérique

réelle F'x définie par : Fx : { z HRP?XR< x)

— Proposition :

Soit X une var finie sur (€2,.4) et Fx sa fonction de répartition.

1. Vz € R, F(z) € [0;1]

2. La fonction F'x est croissante.

3. lim Fx(z)=0et lirf Fx(z)=1

4. Va,b e R, Pla< X <b) =Fx(b) — Fx(a)

|Déﬁm’tion de la lot d’une variable finie :|

Soit X une var finie sur (2,,4,P). On appelle loi de probabilité de X (ou loi de X ou distribution
de X) la donnée de X(Q) = {z1;..;x,} ainsi que de toutes les probabilités p,, = P(X = xy) pour
ke [1,n]

Théoréme : .l

Un ensemble {z1;..; 2, } ainsi qu’une famille de réels (py,..,p,) définissent une loi de pro-
babilité si et seulement si

pr = OVEk € {1;.;n} et Zpk =1
k=1

— Proposition :

Soit X une var finie sur (2,4,P) dont la loi de probabilité est X () = {z1;..;2,} avec 1 < @2 < .. < xp, et
Vk € [1,n] P(X = xy) = pg. Alors,

1. PIX=2)=PX<z)-PX<z)=PX >22)— P(X > x).
2. Ve <z, Fx(z)=0etVie[ln—1], pour z; < & < ziy1[, Fx(z) = > pr et Vo > x,, Fx(z)=1.
k=1

3. Réciproquement, py = Fx(z1), Vk € [2,n], pr = Fx(21) — Fx(vx-1)

Soit X une var finie sur (£2,4,P) et f une fonction numérique d’une variable réelle. On note f(X)

lapplication définie par f(X) : { y ;—S?;XR%M))
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— Proposition :

Soit X une var finie sur (Q2,4,P) telle que X(Q) = {z1;..;2,}, f une fonction numérique et ¥ = f(X).
Y est une var finie sur (2,4,P) telle que

L Y(Q) = {f(@1),f(zn)}
2. pour tout y € Y(Q), P(Y =y) = > P(X = ;)

i tel que f(z;)=y

— Proposition :

Soit XY deux var finies sur (Q,.4,P) telles que X () = {z1;.;2,} et Y(Q) = {y1;.; ym }-
Soit Z = ¢g(X,Y’) une var dépendant uniquement de X et Y.
Alors Z(9) = {g(xk,y1), k € [I,n] et I € [1,m] et Vz € R on a

P(Z =z)= Z P((X =z)N (Y =u))

k et I tel que g(zk,yi1)==2

En particulier, si Z =X 4+Y

k et | tel que xp+y;=2

etsi Z=XY
P(Z =z)= Z P((X =z) N (Y =u))

k et | tel que zpy1=2

17.2 Moments d’une var finie

|Déﬁm’tion de l’espérance d’une variable finie :|

Soit X une var finie sur (2,,4,P). On appelle espérance mathématique (ou moyenne) de X le
nombre noté E(X) défini par E(X)= > 2P(X==z)= Zazkpk
z€X ()

— Proposition (Espérance d’une fonction de X) :

Soit X une var finie sur (2,.4,P) et f une fonction numérique alors E(f(X)) = . f(z)P(X =2)= > f(ak)pk-

En particulier, £(X?) = Y. 2?P(X =2x)= ) 2ipy
zeX(Q) k=1

— Proposition (linéarité de ’espérance) :

1. Soit X une var finie sur (2,,4,P) et a,b deux nombres réels alors on a E(aX + b) = aFE(X) + b. En particulier,
E(aX) = aF(X).
2. Si X et Y son deux var finies sur sur (Q,A4,P) alors E(X —Y) = E( )— E(Y).

3. Soient X;,..X,, n var finies sur (2,4,P). Alors on a la formule : (Z X)) = Z E(Xy)

Définition

I

1. On dit que X est centrée si E(X) =0
2. La variable X — F(X) est appelée var centrée associée a X
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— Proposition :

Soient X,Y deux var finies sur (2,,4,P) telles que X (Q) = {z1;..;2,} et Y(Q) = {y1;.;ym }. Soit Z = g(X,Y’) une
var dépendant uniquement de X et Y. Alors on a

E(Z)=> > gl@ry)P(X = z) N (Y =)
k=11=1
En particulier
E(XY) =) zmyP((X =2) N (Y = u))
k=11=1

|Déﬁnitz’on de la variance et de l’écart-type :l
Soit X une var finie sur (£2,4,P). On appelle

1. moment d’ordre 2 de X le nombre my(X) = E(X?)
2. variance de X le nombre V(X) = E[(X — E(X?))?] = E(X?) — [E(X)]?
3. écart-type de X le nombre o = /V(X)

|Déﬁnition de la covariance de deux variables finies :|

Soit X,Y deux var finies sur (2,,4,P). On a appelle covariance de X et Y le nombre

cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))] = E(XY) — E(X)E(Y).

— Proposition :

Soient X,Y,Z trois var finies sur (2,4,P) et a,b deux nombres réels. Alors on a:

V(aX +b) = a®?V(X) et 0(aX +b) = |a| o(X)
cov(aX + b,cY +d) = accov(X,Y).

cov(aX +bY,Z) = acov(X,Z) + beov(Y,Z)
cov(X,aY +0Z) = acov(X,Y) + beov(X,Z)

=W

Soit X une var finie sur (2,,4,P). On dit que X est réduite si o(X) = 1.

Si o(X) # 0 alors la var X =olX)

est appellée var réduite associée a X.
o(X)

— Proposition :

1. Soient XY deux var finies sur (€2,.4,P) alors on a
VIX+Y)=V(X)+ V() +2cov(X)Y), V(X-Y)=V(X)+V(Y)—-2cov(X,Y)
2. Plus généralement, soient X1,..X,, n var finies sur (Q,4,P). Alors on a la formule

VO X)) =) V(Xe)+2 > cov(XiX;)

n n
k=1 k=1 1<i<j<n
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Soit XY deux var finies sur (2,,4,P). On a appelle coefficient de corrélation linéaire de X et Y le

nombre
cov(X,Y)

M) = S X)e(v)

— Proposition :

_ w(X,Y) siac>0
L p(aX +beY +d) = { —u(X,Y)siac< 0
2. On a toujours |u(X,Y)| <1
3. [u(X,Y)| =1 ssi il existe deux nombres réels a et b tel que

P(Y =aX +b) =1

(Y = aX + b au sens du calcul des probabilité mais pas nécessairement au sens des applications)

17.3 Couple de variables aléatoires

|Déﬁnitz’on de la loi d’un couple de variables finies :l

Soient (X,Y) un couple de var finies sur (£2,.4,P) telles que
X(Q) =A{x1;.52,}1 et Y(Q) = {y1;-5ym}-
On appelle loi du couple (X,Y) (ou loi de (X,Y") ou loi conjointe de C' et Y) la donnée

1. de l'ensemble des valeurs possibles du couple (X,Y") c’est-dire des couples (xg,y;), k € [1,n]
et [ € [1,m]
2. de toutes les probabilités px; = P[(X = zx) N (Y =y)] k € [1,n] et I € [1,m].

|Déﬁnition des lois marginales d’un couple :l

Les variables X et Y sont appellées variables marginales du couple (X,Y).
La loi de la var X (resp. Y') s’appelle la loi marginale de X (resp. Y') du couple (X,Y).

— Proposition (recomposition des lois marginales & partir de la loi de couple) :

Pour tout couple (X,Y), on a

loi de X
VeeX(Q), PX=z)= » P(X=2z)n( =y)
YeY (Q)
ce que l'on peut encore écrire

Vk € {1;.in} p(X =ax) =) PI(X =) N (Y = w)).
loi de Y .
VyeY(Q), p(Y=y) =) P(X=2)n( =y)

ou encore

Vie[Lm], p(Y =y)=> P[X =)0 =y).

17.4 Indépendances de deux variables

|Déﬁm’tion indépendance de deux variables finies :|
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Soient X et Y deux var finies sur (Q2,.4,P) telles que X(Q) = {x1;..;2,} et Y(2) = {y1;.-;Ym }-
On dit que X et Y sont indépendantes si et seulement si Vk € {1;..;n} et Vi € {1;..;m} on a

P(X =zp)N(Y =y)) = P(X =2)P(Y = y1)

ce que l'on peut encore écrire

Vee X(Q)WyeY(Q), P(X=z)n(Y =y))=P(X =z)P(Y

— Proposition :

Soient X et Y deux var finies sur (12,.4,P) indépendantes et soient A,B deux intervalles de R. Alors on a

P((X € A)N(Y € B)) = P(X € A)P(Y € B)

— Proposition :

Soient X et Y deux var finies sur (Q2,.4,P) indépendantes et soient f,g deux fonctions numériques définies respec-
tivement sur X () et sur Y (Q2). Alors f(X) et g(Y) sont deux var définies sur (92,.4,P) indépendantes.

— Proposition (Indépendance et covariance) :

Soient X et Y deux var finies sur (€2,.4,P) indépendantes alors : E(XY) = E(X)E(Y).
En particulier, cov(X,Y) = 0 et par conséquent

VIX+Y)=V(X)+V(Y), V(X-Y)=V(X)+ V()
Plus généralement, si X;,..X,, sont deux & deux indépendantes alors

n

V(O Xi) =) V(Xp).
k=1

k=1

18 Lois discrétes finies usuelles

On dit qu’une var suit la loi uniforme sur [n,m] si et seulement si X(2) = [n,m] et tous les
événements P(X = k) k € [n,m] sont équiprobables, c’est-a~dire Vk € [n,m], P(X = k) =
1

—— (il y am — n+ 1 entiers entre n et m).
m—n+1

|Déﬁm’tion des variables de Bernouilli :|

Soit p € [0;1]. On dit qu’une var finie X sur (2,.4,P) suit le schéma de Bernouilli de paramétre p
(noté X ~ B(1,p)) si et seulement si

X(Q)={0;1} avec P(X =1)=pet P(X =0)=1—1p

Meéthode : Soit £ une épreuve aléatoire qui n’a comme aboutissement qu’un évévement A avec une probabilité

p ou que I'événement contraire A avec la probabilité 1 p. Dans ce cas, si X est le nombre de fois ol est réalisé
A alors X ~ B(1,p) fin de la méthode

— Proposition :

Si X ~ B(1,p) alors E(X) =pet V(X)=p(1l—p)

|Déﬁm’tion de la loi binémiale :|
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Soit n un entier naturel et p € [0;1]. On dit qu’'une var finie X sur (Q,4,P) suit le schéma de
Bernouilli de paramétre p (noté X ~ B(n,p)) si et seulement si

X(Q) = [0,n]) et VE € [0,n], P(X =k)=CFpF(1 —p)»=F

Meéthode : Soit £ une expérience aléatoire qui n’a comme aboutissement qu'un évévement A avec une pro-
babilité p ou que I’événement contraire A avec la probabilité 1 _p. Si on effectue n fois 'expérience £ dans des
conditions identiques (p est constant et les expériences étant deux a deux indépendantes) et si X est le nombre
de fois on est réalis¢ A alors X ~ B(n,p) fin de la méthode

Théoréme : .l

La somme de n variables de Bernouilli deux a deux indépendantes indépendantes de méme
espérance p suit la loi binomiale B(n,p)

— Proposition :

Si X suit la loi binomiale B(n,p) alors E(X) =p et V(X) = np(1 — p).

Méthode : Soit X} la variable de Bernouilli qui compte le nombre de fois oil est réalisé A a la k°™¢ épreuve
E alors Xj ~ B(1,p)

n
Par hypotheése si k # [ alors X}, et X; sont deux var indépendantes. La variable X s’écrit encore X = Y X.Par
k=1

" V(X)) =

E(Xy) = > p = np et li’indépendance des variables montre que V(X) =
k=1 k

fin de la méthode

NgE

conséquent, E(X) =
k

épu —p) =np(1—p

~ =

—— Proposition :

1. Soient X; et X5 deux var indépendantes qui suivent respectivement les lois de Bernouilli B(n1,p) et B(na,p) alors
X1 + X, suit la loi de bernouilli B(ny + na,p)

2. Plus généralement si Xi,..,X sont k& var mutuellement indépendantes qui suivent respectivement les lois de
Bernouilli B(n1,p),..,B(ng,p) alors X + .. + X}, suit la loi de bernouilli B(ny + .. + ng,p)

|Déﬁnition de la loi hypergéométrique :|
Soient N et M deux entiers tel que M < N. On dit qu'une var finie X sur (Q,.4,P) suit la loi

M M
hypergéométrique de paramétre n,M N (noté X ~ H(n,M 7W)) si et seulement si

= % vk e X(Q)

X(Q) = {max(0,n — N + M), min(M,n) et P(X = k) o
N

Méthode : Soit E un ensemble constitué de deux types d’éléments: M sont de type 1 et N — M sont de
type 2. On effectue n tirage sans remise dans F (donc n < N). Soit X la var égale au nombre d’élément de
type 1 piochés: 'événement (X = k) signifie que l'on choisit k éléments parmi les M type 1, les n — k autres
éléments sont sélectionnés parmi les N — M éléments de type 2 et 'on a sélectionné en tout n éléments dans

M
une population totale de N éléments. Dés lors, X suit la loi hypergéométrique H(n,N ’N) fin de la méthode

— Proposition :

e

M
Si X suit la loi hypergéométrique H(n,M,W) alors E(X)=n

Remarque

N représente la probabilité de choisir un élément de type 1 parmi tous les éléments de E. Bien qu’il n’y ait

pas remise, ’espérance de X est identique a ’espérance de la variable similaire ol I’on effectuerais les pioches
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M
avec remise, c¢’est-a-dire suivant la loi bindomiale B(n,—).
On ne doit pas retenir la formule donnant les valeurs possibles de X mais seulement la redécouvrir sur chaque

exemple concret. m
(Chapter head:)Espace probabilisé et var discréte infinie

19 Probabilités sur un ensemble discret dénombrable

Soit {2 un ensemble (non-nécessairement fini) et A une partie de P(€2). On dit que A est une tribu
(ou o-algebre) de € si et seulement si: Q € A, VA € A, A € A, Pour toutes famille (A,)nen

—+oo
tel que Vn € N, 4, € A, alors |J A, € A
n=0
Dans ce cas, on dit que le couple (2,.4) est un espace probabilisable. Les éléments de A sont appelés
éveénements.
Si en outre, A = P(Q) les singletons {w} (w € Q) sont appelés les événements élémentaires.

‘ Remarque :‘

N’avoir en téte comme type de tribu que ’ensemble P(€2) d’un ensemble Q avec Q2 de la forme N. m

Soit (£2,,4) un espace probabilisable. Soit I un ensemble fini d’entiers ou I = N et soit (An)ner
une famille de partie de A. On dit que cette famille est un systéme complet d’événements si et

seulement si: A;NA; =@ sii#jet Q= (J A,.

nel
Soit (£2,,4) un espace probabilisable. On appelle probabilté sur (£2,.4) toute application P de A
dans [0; 1] telle que : P(Q2) = 1 et pour toute famille (A, ),en de partie de A deux a deux disjointes,
“+o00 “+o0
onait P(J An) = >, P(4,).
n=0

n=0

Le triplet (2,.4,P) est appelé espace probabilsé fini et VA € A, P(A) s’appelle la probabilité de
A. Un événement A € A est dit négligeable si et seulement si P(A) = 0. Une propriété P est dite
presque surement vraie ssi 'ensemble Ap = {w € Q tel w vérifie P} a une probabilité égale a 1.

— Proposition :

Soit (£2,,4,P) un espace probabilsé et soient A,B deux événements. Alors on a

1. P(@)=0.

2. Si A et B sont incompatibles (c’est-a-dire disjoints) alors P(AU B) = P(A) + P(B)

3. Plus généralement, si Aj,..,A, sont n événements deux & deux incompatibles (=disjoints) alors P( |J

1<i<n

2. P(A)

1<i<n

P(A)=1-P(A)

P(A\B) = P(A) — P(ANB)

Si A C B alors P(A) < P(B)

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

La formule du crible rest valable

© NS e
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— Proposition :

Soit (£2,.4,P) un espace probabilsé

1. Soient I un ensemble fini d’entiers ou I = N et (A4, )ner un systéme complet d’événements alorsona Y, P(A,) =
nel
1

2. Si (Ayn)nen est une suite croissante d’événements de A (i.e. A, C A,11), la suite P(A,)nen est convergente et
+oo
P(U 4,) = lim P(A,)
n=0 n—-+0oo
3. Si (A,)nen est une suite décroissante d’événements de A (i.e. A,y C A,), la suite P(Ay,)nen est convergente

+oo
et P() Aa) = lim P(4,)
n=0 n—-—1+0oo

Théoréme (Formule des probabilités totales) :

Si (A, )nen un systéme complet d’événements de € et si B est un événement, alors on a

+oo +oo
P(B)=)» P(BNA,) =Y Pa,(B)P(A)
n=0 n=0

20 Variables et vecteurs aléatoires discrétes dénombrables

20.1 Geénéralités

|Déﬁnition d’une variable aléatoire discréte infinie : |

Une variable aléatoire réelle discréte infinie (var discréte infinie) X sur un espace probabilsable
(Q,A) .est une application de 2 dans R telle que

1. pour tout intervalle I de R {w € Q tel que X (w) € I} C A}
2. 1l existe une suite de nombres réels (z,)nen telle que X (2) = {x,, n € N}.

‘ Remarque : ‘
Dans la pratique, vous n’aurez jamais & vérifier la premiére condition. m

Un vecteur aléatoire réel discret infini X sur un espace probabilsable (£2,4) .est une application

de Q) dans R™
X { Q—R"
] we (X1 (w),. ., Xn(w))

telles que les n applications X; soient var discrétes infinies définies sur (£2,.4).
On note X = (X1,..,X,,) et si n =2, le vecteur (X1,X>) est appelé couple de vecteurs aléatoires

— Proposition :

Soient XY deux var discrétes infinies sur (£2,,4) et A un nombre réel. Alors X + Y, AX, XY, sup(X,Y), min(X,Y)
sont des var discrétes infinies sur (£2,.4).

|Déﬁnit’ion lot d’une var discréte infinie : |
Soit X une var discréte infinie sur (Q2,4,P) telle que X(Q) = {z,,n € N}. On appelle loi de
probabilité de X (ou loi de X ou distribution de X) la donnée de 'ensemble X (Q2) = {z,,n € N}
et des probabilités p, = P(X = z,)
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Théoréme : .l

Un ensemble {(zy,,pn), n € N} définie une loi de probabilité si et seulement si

+oo
2. la série > p, converge et Y. p, = 1.
n=0 n=1

Remarque : ‘
Ce théoréme justifie que l'on a pas & s’occuper de la convergence des séries intervenants dans le cas discret infini
puisqu’elle sont toutes convergente! m

20.2 Moments d’une var discréte infinie

|Déﬁnition de lespérance d’une var discréte infinie : |

Soit X une var discréte infinie sur (2,.4,P) de loi {(xn,pn), n € N}.

On dit X posséde une espérance si et seulement si la série > z,p, converge.
n=0
Dans ce cas, on appelle espérance mathématique (ou moyenne) de X le nombre noté E(X) défini

par

+o00
E(X) = Z TnPn
n=1

— Proposition (linéarité de I’espérance) :

1. Soit X une var discréte infinie sur (€2,.4,P) possédant une espérance et a,b deux nombres réels.
Alors la var discréte infinie aX + b posséde une espérance et E(aX +b) = aE(X) + b.

2. Si X et Y sont deux var discrétes infinies sur (£2,.4,P) possédant une espérance.
alors la var discréte infinie X — Y posséde une espérance et E(X —Y) = E(X) — E(Y).

3. Soient Xj,..X,, n var discrétes infinies sur (2,.4,P) possédant une espérance.

n n n
Alors la var discréte infinie > X}, posséde une espérance et F( Y. Xi) = > E(Xg).
k=1 k=1 k=1

On dit que X est centrée si E(X) = 0. La variable X — E(X) est appelée var centrée associée a
X.

|Déﬁm’tion de la variance :|

Soit X une var discréte infinie sur (Q2,.4,P). On dit que X posséde une variance si et seulement si
(X — E(X))? posséde une espérance.

—— Proposition (Caractérisation de I’existence de la variance) :

Soit X une var discréte infinie sur (€2,4,P). Alors X posséde une variance si et seulement si X et X? posséde une
espérance.

‘ Remarque
Pour justifier 'existence de la variance, on n’utilise jamais la définition! Par contre, on utilise systématique
cette caractérisation! Arf. m

Soit X une var discréte infinie sur (£2,.4,P) possédant une variance. On appelle

1. moment d’ordre 2 de X le nombre my(X) = E(X?)
2. variance de X le nombre V(X) = E[(X — E(X)?)] = B(X?) — (E(X))2.
3. écart-type de X le nombre o = /V(X)
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— Proposition :

Soit X,Y deux var discrétes infinies sur (2,.4,P) possédant une variance.
Alors la var (X — E(X))(Y — E(Y) posséde une espérance. Dans ce cas, on appelle covariance de X et Y le nombre

cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))]

— Proposition :

Soient X,Y,Z trois var discrétes infinies (£2,.4,P) possédant une variance et a,b deux nombres réels. Alors on a

V(X) = B(X?) — B(X)? et cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)
V(aX +b) = a®?V(X) et 0(aX +b) = |a| 0(X)

cov(aX + b,cY +d) = accov(X,Y)

cov(aX +bY,Z) = acov(X,Z) + beov(Y,2)

cov(X,aY +bZ) = acov(X,)Y) + beov(X,Z)

AN Rl

Soit X une var finie sur (Q2,4,P). On dit que X est réduite si o(X) = 1.

X —o(X
Si o(X) # 0 alors la var X = o(X)

est appellée var réduite associée a X.
o(X)

— Proposition :

1. Soient XY deux var discrétes infinies (£2,.4,P) possédant une variance.
Alors X +Y et X —Y posséde une variance et on a

VX +Y)=V(X)+ V(Y)+2cov(X)Y), V(X -Y)=V(X)+V(Y)-2cov(X,Y)

2. Plus généralement, soient X7,..X,, n var discrétes infinies (£2,.4,P) possédant une variance.
n
Alors Y X} possédant une variance et on a la formule
k=1

VO X)) =) V(X)) +2 > cov(XiX;)

n n
k=1 k=1 1<i<j<n

Soit XY deux var discrétes infinies (€,.4,P) possédant une variance. On a appelle coefficient de

cov(X,Y)
o(X)o(Y)

corrélation linéaire de X et Y le nombre p(X,Y) =

— Proposition :

_ w(X)Y) siac>0
b p(aX b +d) = { —u(X,Y) siac <0
2. On a toujours |u(X,Y)| <1
3. |u(X,Y)| =1 ssi il existe deux nombres réels a et b tel que

P(Y =aX +b) =1

(Y = aX + b au sens du calcul des probabilité mais pas nécessairement au sens des applications)

20.3 Loi d’un vecteur aléatoires discrets infinis

|Déﬁnition de la loi d’un couple de var discrétes infinies :|
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Soient (X,Y) un couple de var discrétes infinies sur (§2,.4,P) telles que
X(Q) ={zp,n € N} et Y(Q) = {y,,n € N}.

On appelle loi du couple (X,Y) (ou loi de (X,Y") ou loi conjointe de C' et Y') la donnée de I’ensemble
des valeurs possibles du couple (X,Y) c’est-a-dire de 'ensemble {(z,,ym), n € N et m € N} ainsi
que de toutes les probabilités py, m = P[(X = 2,) N (Y =yn)], n € Net m e N.

Théoréme :

Les variables X et Y sont appellées variables marginales du couple (X,Y). La loi de la var X
(resp. Y') s’appelle la loi marginale de X (resp. Y) du couple (X,Y"). Traditionnellement on note

P(X =xn) = Pne €t P(Y = ym) = Pem

—— Proposition (Reconstitution des lois marginales a partir de la loi conjointe) :

Pour tout couple (X,Y), on a
loi de X
“+oo
VieN, P(X =)= P(X=x)n( =y,)
3=0

loideY
“+oo

VieN, p(Y =y;) = P(X=z)n(Y =y,
1=0

20.4 Indépendances de deux var

Soient X et Y deux var discrétes infinies sur (2,4,P) telles que X (2) = {x,, n € N} et Y(Q) =

{yn,n € N}.
On dit que X et Y sont indépendantes ssi Vn € N et Vm € N on a

P(X =2,) N (Y =ym)) = P(X = 2,)P(Y = ym)

— Proposition :

Soient X et Y deux var discrétes infinies sur (2,.4,P) indépendantes et soient A,B deux intervalles de R. Alors on
a
P(XeA)Nn(YeB)=P(Xe AP €B)
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— Proposition (Indépendance et covariance) :

Soient X et Y deux var discrétes infinies sur (£2,.,4,P) indépendantes possédant une variance alors : E(XY) =
E(X)E(Y). En particulier, cov(X,Y) = 0 et par conséquent

VIX+Y)=V(X)+V(Y), V(X-Y)=V(X)+ V()
Plus généralement, si X;,..X,, sont deux & deux indépendantes possédants une variance alors
VIQ_Xi) = V(Xy)

k=1 k=1

21 Lois discrétes infinies usuelles

|Déﬁm’tion de la loi géométrique :|

Soit p €]0;1[. On dit qu’une var X suit la loi géométrique de paramétre p (noté X ~ G(p)) si et
seulement si

1. X(Q) =N~

2. Vne N, P(X =n)=p(l—p)!

Méthode : Soit £ une expérience aléatoire qui n’a comme aboutissement qu’'un évévement A avec une pro-

babilité p ou que I’événement contraire A avec la probabilité 1 — p.

Si X désigne le nombre de fois o I'on a répété 'expérience € (dans des conditions identiques i.e p est constant

et les épreuves sont indépendantes) pour que 'événement A se réalise alors X ~ G(p)

On dit que X est le temps d’attente du premier événement A ou encore X est le nombre d’expérience pour

obtenir ’événement A pour la premiére fois (la bouteille & moitié vide ou & moitié pleine). fin de la méthode
|Déﬁnition de la loi de Poisson :l

Soit A un nombre réel strictement positif. On dit que X suit la loi de Poisson de parameétre A (noté
X ~ P(A)) si et seulement si
1. X(Q)=N
A’ﬂ
2.¥neN, P(X=n)= e‘Am

— Proposition :

Si X suit la loi de Poisson P(\) alors E(X) = X et V(X) = A

Soit X et X5 deux var indépendantes suivant respectivement les lois de Poisson P(A1) et P(A2) alors X7 + X5 suit
la loi de Poisson P(A1 + A2).
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