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PROGRAMME

Les Fonctions :

- Fonctions trigonométriques.
- Fonctions ¢”.

- Fonction log x.

- Elasticité.

Les Intégrales simples :

- Par parties.

- Par changement de variables.
- Fractions rationnelles.

- Fractions irrationnelles.

- Intégrales impropres.

Les Intégrales doubles.

Extrémes de fonctions de deux variables.
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Chapitre 1 : FONCTIONS TRIGONOM2TRIQUES.

Définition : cercle trigopnométrique :

Sin tan
Tl./z A A
v
e
SinaI
s a 12w , Cos
-«
-1 cosa 1
3n
2
Rayon = 1.
-l<cosac<l
R=1= -1<sina <1
-oo<tgld <+ o
a 0 7z 7z 7z 7z
4 2 6 3
Cos a 1 Q 0 ﬁ i
2 2
Sin a 0 Q 1 1 ﬁ
2 2 2
Tga 0 | 0 ﬁ V3
3
Sin (- ) =-sina sin (TT- ®) = sin A
-a cos (- ) =cos O - a cos (Tt- ) =-cos A
tg (-a)=-tga tg (M-a)=-tga
©
-3-
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( sin (Tt+ ) =-sin A
i+ a < cos (TT+a)=-cos A
tg (Mm+a)=tga
s . n
sin (— +0a)=cos O
< 2
§+O( cos (g +0) =-sin

71 1
te(=+0)=- —=-cotg 0.
g(2 ) oo g

II-  Formules trigonométrigues:

Sin (a+b) =sina cos b+ cos a sin b.
Sin (a—b) =sinacos b—cos asinb.

Cos(a+b)=cosacosb—sinasinb.
Cos (a—b)=cosacosb+sinasinb.
Sin 2a =2 sin a cos a.

Cos 2a = cos” a—sin’ a.

Théoréeme de Pythagore :

B al o)

OA*= AB* + OB?
— 12 =sin’a + cos’ o
— cos’0 +cos =1

cos’a+sin‘a 1
= 5 = -
cos” a cos” a
1
= l+tgfa=—;
cos” a
sin 24 2sina.cosa 2tgx
{g2q = Sn2a _ 2sina.cosa - _dex
cos2a  cos @ -—sin“ a 1-tg°a
2sina.2cosa
_ cos’ a

cos’a —sin’ a

cos’ a
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lll-  Dérivées des fonctions trigonométriques :

f (x) f' x)

sin X Cos X

cos X - sin X

tg X 1 _ 2

cos (ax + b) cos’ X Lrigx

sin (ax + b) -a.sin(ax +b)
a.cos (ax +b)

V- Fonctions réciproques :

Y = cos X = X =arcosy
Y=sinx < x=arcsiny
Y =tgx e Xx=arctgy

V- Etude de la fonction (y = sin x) :

1- Domaine de définition :

2- Parité :
Si f(x)=f(x). = lafonction est paire.
Si f(-x)=-f(x) = lafonction est impaire.
Donc sin (-x) =-sin (x) = Yy est une fonction impaire.
3- Périodicité :

Une fonction est périodique de période T.

= f(x+T)=fX). sin
Y= sin (X) A
sin (O + 270 = sin Q. \
Sin (a0 + 4717 = sin Q.
Sin (a + k1) = sinq. Sin aI
» COS
a
Donc dans ce cas T = 2Tt cos a
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4- Dérivée :

I

y' =cosx e cosx 20

cosx<0 =

5- Tableau de variation :

X 0 g

2T

y' + -

’ 0/1\»-1

6- La courbe :

T=2rm

VI-  Etude de la fonction (y = cos X) :

La dérivée de cette fonction est la suivante :
y' =-sinX.

La table de variation se présente comme suit :

Ay
1
/ \ / x }
n 3n 2TT
2 2
-1
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X 0 T 211
y' N + -
y 1 1
\>_1 " T
Ay
1

A

VII- Etude de la fonction (y =tg x) :

1- Période :

Tg(a+m=tga = tga estpériodiqueet T=TL

2- Parité :
tg (-x) = -tg x = y=tgx estimpaire.
3- Dérivée :

y'= ! z 0.

cos’ X

4- Le tableau de variation :
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5- La courbe:

y =tg X

Remarque : les asymptotes :

VIlI- Exercices :

1/ Calculer le (sin x) et la (tg x), sachant que cosx=1- /2 .
2/ Résoudre dans RR les équations :
a- 2sin3x=1.

B3

b- COS2Xx=—
2

Solution :

1- On sait que sin’x + cos™x = 1
= sin’x = 1- cos’x.

On sait aussi que : cos x = 1- /2.
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= cos’x=(1- V2 ) =1-242 +2.
= sin’x = 1- (1- 242 +2).
= sin’x =22 -2=2(+2 - 1).

= SINX = £2(W2-1) = 21 X2

Mathématiques Economiques

[ ] tg:?
On sait que 1+ 1g* = 12 :
CcoS™ X
= tg’ x = — -1
coS™ X
1 _1-(-42)2 _ 2(2-))
= tg’ x = -l= — = .
s (1-+2) (1-+2)? (1-+2)?
2
= tg’x = - .
TN 73

Stglx= | 2 = x| 2
(1-+2) 2 -1)

2-a- 2sin(3x)=1

:>sin3x=%

) .7
—> sin 3x = sin —.
Observation: sin x=sind = {*X=a+2kn
*x=(T-a) + 2km
COS X =Cos 0 = *x =0+ 2kTt
*x =-0+ 2kt
. . Tl
Donc: sin3x=sin—.
=N 3x=§+2kn . (k02Z)

3x=(n-§)+2kn

- [ x=2+2 oz
18 3
X:5_77+ 2kn
18 3
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b-

B3

Cos 2x = —.
2

71
= COS 2X = COS "

=

F2x = g + 2kTL . (kOZ)
\2x=-g+2kn

~

2kn

x="+ . (k02)
J 12 2

X:_ﬂ —+ &
- 12 2

= Conseguences:

I1 existe quatre solutions :

71
°* X =—.
12
° X2:£+T[.
12
]
TR
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Chapitre 2 : FONCTION «y=¢€&»

- Définition :
e’ =1
e=2,718.

- Propriétés :
1- y' =¢"
2- P =¢¢"
3_ ea.b — (ea)b

e® _ ab

4- e e

Il I- Etude de la fonction f(x) = &:

1- ¢" est strictement croissante.
2- D=0 = ]— oo,+oo[

3- lime" =+,
+00
e" -1

lim =1.
0 h

lim " = 0.
= Exercice:

1- Simplifier les expressions suivantes:
a- e'.e™
b- (CZX)Z ‘ (6-3){)4‘
c- (ex + e-X)Z _ (ex - e-X)Z‘

2- Soit la fonction :  f(x) = e -l :
e’ +1
a- Calculer limf(x) et limf(x).
3- Calculer lim( e -l ).
0 3X

< Solution:

l-a- eeX=¢™
b- (CZX)Z (e-3X)4 — e4x e-le — e-8x
c- (e"+e)—(e"-e™)=4.
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2- On considére que : f(x) = e -1

e +1
limf(x) =-1.

x 1=V
lim f{x) = S_ [H?e ] =1.
eX

Car on sait que lim Y

Mathématiques Economiques

+00 ex
3oqim &0 =L &1
0 3X 3 0 X
_1
3

IV- Tableau de variation:
X -00 0 ~+o00
y il
y

Car on saitque : y’ =¢* £ 0.

< | a courbe :

/L

V- Autres limites :

X

. e
Iim —
+o00 X
limx e* =

—00

+00,

v
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VI- Equations et inéquations:

e’=¢e® = a=h.
a

%
*e?>e® = a>b. Care” est strictement croissante.

VII- Exercices :

I- Calculer limf(x) = lim (e"—x+1).

2- Etudier le sens de variation de la fonction : f(x) = (x — 2)e".

= Solution ;

1- 1im(e"—x+ 1) = lim(% -1+ §)=+oo,
2- D=0 = ]—oo,+oo[_

On sait qu’au regle générale : (f.g)’ =f.g+f.g’
Px)=¢e"+(x-2)" =¢e"(1 +x-2)

= e (x—1).
X -00 1 +o00
£(x) - D +
f(x) \ /o'o

-10 -
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Chapitre 3 : FONCTIONS LOGARITHMES.

|- Définition :

On appelle logarithmes de base « a » :
_ log(x)
log(a)
Cas particulier : quand a=e = y=log x (c’est le logarithme népérien).

_ _ !
y—logx—jl;dx. x> 0.
Dy = N
Pour: x =1 :>10g1—0—£;dx.
Pour:x=0" = logx = - .

1- Derivée :

, 1
y=logx = vy =5

2- Propriétés:
*log (a.b) =log a+logb.
*log % =loga—logh.
1
*log — =-loga.
og — oga
*loga"=n.loga

lI-  Etudier la fonction y =log x :

* Df: ]O,+OO[

sy =1Lz
y'=-#0.

<
+

<
8
\.
+
8

-11 -
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A

y
y =log x
el » X
1
= EXercices :
Etude des fonctions :
a- y=3logx+2.
b- y=log (x—2).
Solutions :
a- Df: ]0,+00[
Px) =2,
X
X 0" 1 ~+o00
£2(x) +
f(x) 2 +00
_00 +
b- Df: ]2,+00[
1
£(x) =
(%) o
X 2 3 400
£(x) +

f(x) ’+* +00

-12 -
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[1l-  Limites :

*

limln x = +o00,

*

lim In x = -0,
0+

lim 22X = ¢
+o00 X

lign XInx=0

*

*

mln—X =1
1ox-1
m In(x+1) _

0 X

*
—_

*

li 1

IV- Exercices:

1
1- Etude de la fonction : y=x"e*.

Et tracer le graphique.
2- Etude de la fonction : y =x logx — 3x.
1

3- Etude de la fonction : y=(x—2) e *.

= Solution :

1
1- Etude de la fonction : y = x” e*.

* Dy= 0= ]-00,0[ 0 ]0, +o0 carona(x #1).
1 1
¥y =2X. e* +X (-%) . e

1
= (2x—1). e*.

Ona: y=0 = 2x-1=0 ou e =0.

1 1 1

- X= - on sait que ex >0 donc: ex 0.

Donc le tableau de variation est le suivant :

+o0

'\<u
1
1
+

<
T
8
e

-13 -
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1
* 1im f(x) = lim (x". e*) = +o0
1
* lim f(x) = lim (x°. e*) = +o0
1
* lim f(x) = lim (x. e*) =0
0 0

1
*1im f(x) = lim (x>, e¥) =1

&
4
0 1 X
2
2- Etude de la fonction : y =x log x — 3x.
* Df: ]0,+00[ .
*y=(xlogx) —(3x)’ =logx+x(logx) —3
y’ =log x — 2.
Ona: y=0 < logx—-2=0.
e x=¢
* Tableau de variation :
X 0 e’ +o00
Yy - D +

|
\

* lim f(x) = lim X.(log x — 3) = 0o,

* lim f(x) = limX. logx—-3x=0

-14 -
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* Représentation graphique:

y =X log x — 3x.

X | =

3- Etude de la fonction: y=(x—2) e

* Dy = 0= |-0,0[0]0, 400

1 1
“P ()= er T (x—2). —.e*
X

12
Onaf(x)=0 o eqﬁigiﬁ)zo
1

Onsaitque e* 20 et x Z0.
Donc x*+x+2=0
A=9=3"

X1:1 et X2:-2.

* Tableau de variation :

X -00 -2 0 1 +o00
y’ + - +

0 \ /V-I-oo

\
é?'

15 - G-fahero.net
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L
* lim f(x) = lim(x —2) e * = -0,
1

* lim f(x) = lim (x-2) e *

+00,
* lim f(x) = lim (x - 2) e X =-00,

L
* 1i0r+nf(x)= 1i0r+n(x—2) ex=0.

* Asymptotes obliques:

1

X =
- limw = lim & =lim§.(1 _g) e x.
+00 X +o00 X +00 X X
= limw = 1.
+00 X

L
- lim [f(x) —x] = ligl(X— 2). e X -X.

L _t
=limxex-2ex*-X.
L _t
=lim x[e*x-1]-2e~x.
On met —-l.
X

Donc : lim- % [X—1]-2¢%=-3.

* Représentation graphique :

v

-16 -
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Chapitre 4 : INTEGRALES

- Principes :
1- 1% cas:

Un train roule a la vitesse de v =70 % Durant un temps de t= 15 secondes.

Quelle est la distance parcourue par le train ?
Onsaitque: d=v.t donc:d=70%*15=1050 m.

V(%) A
V1:70
%

ﬁ , t(secondes)
tl =15

d = v.t = aire du rectangle hachuré.
2- 2°™cas :
La vitesse du train n’est pas constante et varie en fonction du temps « t », donc v=v(t).

Onsaitque: d=v.t.
Donc : d(t) = v(t) . t.

v (%) A
V()
S
0 » t(secondes)
t1 =15

-17 -
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d=Ydi = jf(t) dt = S.

C’est la somme des aires des petits rectangles.

lI-  Intégrale d’'une fonction sur un intervalle :

1- Définition :
f(X) A
f(x)
vi=170 ’_\/\’_\/\v//_/ﬂ
S
0
a b

I=|f(x) dx =aire S.

D C— T

< Remarque:

L’intégrale (aire) peut étre positif ou négatif.

V(%) A

» t (secondes)

-18 -
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2- Propriétes :

b
Si « f» est constante = 1= J.kf(x) dx.
I=k(b-a).

3- Valeur moyenne d’une fonction f(x) :

(b‘ a)
lll-  Propriétés générales d’'une intégrale :
1- Theoreme :
Toute fonction continue sur un intervalle 1= [a,b] admet un intégrale.

2- Propriétés :

* J.f(x) dx=0
* Tf(x) dx —-ff(X) dx
: b
* Tf(x)dx + [0 dx = [f(x) dx
* Jb'kf(x)dx =kif(x)dx
* Tf(f+g)(x) dx—jf(x) dx+jg(><) dx.
‘ si fx)<gx) = [f0 < jg(x)-

V- Primitives d’'une fonction :
1- Théoréeme :

Soit f(x) une fonction continue sur 1= [a,b] .
L’application : F: x - F(x) = j f(t) dt est dérivable sur I, et la dérivé de F(x) est F’(x) =

f(x).

2- Propriétes :

-19 -
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Toute fonction f(x) continue sur I posseéde plusieurs primitives.

Si « f» admet une primitive « F » sur I, alors « G = F + k » est aussi primitive de « f».

Avec « k » constante.

L’intervalle « | »

Fonction « f »

« U » est dérivable sur v(I)

U'(V(x) * V'(X)

Primitive « F »
O a ax+b
O X
LIV
2
O x" ;nd0 1 n+1 +c
n+1
+ - 1
U, ou 0, — Lse
X X
D: ou [, L -1 +c
X" (n—=1)x""
a; 1 2x +¢
N
+ r. —
0 x5 ro(Q/{-1}) VI
r+1
O 1 Artan x + ¢
1+ x?
O Cos x Sinx+c
O Sin x -cosx+c
Tan x +
}I—T+kﬂ:7—T+kn[ 1+ tan®x = - a c
2 2 (cos)
- cotan x +
Jkrz, 7+ kn {1+ cotanx = cotan x + c
(sin)
« u » est dérivable sur | et uxu”; nOQ{-1}) Lty
strictement positive sur | n+1 ! ¢
« u » est dérivable sur | et u' 2u +¢
strictement positive sur | Ju
« U » est dérivable sur | u' Arctan (u) +c
1+u?
« v » est dérivable et ne V' N
s’annule pas sur | v v c
« u et v » sont dérivables u+v u+v+c
sur |
« U et v » sont dérivables uv+uv uv+c
sur |
« u et v » sont dérivables u'v-uv u
- — +cC
surl etvz0 v? Vv
« v » est dérivable sur | et

(UOV)(X) +C

N

Cos(ax+b);a#0

(%)sin (ax +Db) + ¢

N

sin(ax+b);a#0

—(%)cos (ax+b)+c

-20 -
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V- Intégration par partie :
fuv = UV- [uv.
= Exemples :

Calculer les intégrales suivantes :

V4
J.X.COS X
0

On pose: V= V=1
U’ =cos x U =sinx

m
I[=[x.sinx]T - J'sinx.dx
0

= [x. sin x]™ + [cos x]
= (Tt Sin Tt- 0) + (cos TT- cos 0).
~ 2.

2- I= J‘(x2 +2) dx.
X
I= szdx+ j% dx.

X3
I=?+210gx+k.

1,
2
2 4 3
I=1— Xl 4 dx. = L (X* +4)2.
2| 1, 3
. Um+l
Car on sait que: IU'.Um= :
m+1

4- I= ij3\/x4+l dx.

1
[= j5x3(x4 +1)2 dx.

-21 -
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4 %+1 3
A LD S
4 1, 16
3
5- IZJ-logX dx.
On pose : {U’Zl U=x
V =logx v=1
X
[= [xlogx] - jdx = [x log x —x]°.
1
I[=1.
6 I i ) d
- = [sin2x+-) dx.
E[sm( X+4) X

On sait que : jsin(ax+b) dx=-§cos (ax +b).
1 n 1 7l 7l
Donc: I =[-= 2x+ 5)] =- = m+ =) — =1
onc [2cos(x 4)] 2[cos( 4) cos4]

On sait que : cos (Tt+ g) = cos .

4
Donc: I=- 1 [-ﬂ-ﬂ] =l.\/§
2 2 2 2
7- [= j (2t-4)e' dt.
0
On pose : {U=(2t—4) U =2
V> =¢ V=e.

= [@t-4)e dt = [¢'2t—4)]'- [2¢ dt.

= [e(-2) - (-] -2 [T
= -4e + 6.

-22 -


Administrator
Texte tapé à la machine
www.tifawt.com

Administrator
Texte tapé à la machine


Professeur BENMOUSSA www.tifawt.com Mathématiques Economiques

tlog x
8- I= dx.
e o
Onpose: |V =logx v=_1
X
U=L u=-1L
X X

I= [—i Jog x]°; + J-Lz dx.
X ! X

:[_L,Loge+1.logl]—[eL-1]-

2tsint dt.

On pose : =2t =2
U =sint U= -cost.

= - [2t.cos ]y + [2cost dt.
0

\IO
o]
Il
Sty

= - [2 Ttcos Tt- 0] + 2 [sin t]".
=2T

VI- Deécomposition :

Décomposition de : R(x) =%.
R(x) = 1+X _ A n B n C

C(x+4)X(x=1)  (x+4)  (x+4)?  (x-1)°

* Calculer B : B=§
* Calculer C : C=i
25
A2

* Calculer A : >

3- Lorsque d° P(x)= d° Q(x) :

La méthode des calcules est la division euclidienne.

-23-
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P(x) Q(x)
p(x)
r(x)
PX) _ (X)) o o
avec d° r(x) <d X).
o =00+ o (9 <d° Q)
= Exemple :
Px) _ X o o
= P(x) > .
A XX+ D) On a d° P(x) > d° Q(x)
X (x+1)y7=xx+2x+1).
= x> +2x* + x.
x* x> +2x* +x
xt+2x3 + X
X-2
S2x7 - X7
2x° 4+ 4x% + 2x
3x% +2x
o _ooxr 3x% +2X
X(x+1)7 X +2x (x=2)+ X +2x% +x
3Xx+2
=(x-2)+ )
(x-2) xt 1)’
4
Calcul de I=I X :
X(X+1)
_ 3x+2
I= jx—z dx + I(x+1)2 dx.
On pose: I, = jx—z dx.
o 3x+2
I, = I(X+1)2 dx.
o 3x+2 _ 2
L= I(x+1)2 dx. = 3 J-(x+1)2 + I(x+1)2 dx.
_ 3 j 2X+1- 1 j 2 dx
X’ +2x+1 (x+1)°

Mathématiques Economiques
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Professeur BENMOUSSA
_o3pp2x+l o ]
2 [I(x+1)2 I(x+1)2
3 1 2
= =1 +1)+ —7- =
> llog (x+ 1)+ ——]- =
Donc: I+1I,+1L.
= Exercice :
Calculer : J‘zx—t} X
(X+1)(X* +1)
R(x) = P(X) _ 2x+1 _ A n Bx+C.
Q(X)  (x+D(X*+1) x+1 (x> +1)
* Calculer A :
= [R() X (D)1 =+ 5
* Calculer B :
2 2
XA B _A+B=0
X X X
—B=-A=1,
2

* Calculer C :

Ondonnea x=0. Donc1=A+% =A+C=1.

[=[222 4

L,

(x+1) (x* +1)
—-—10g|x+1|+12
1 3
(2“2) I o x+3
I, = dx = =
g I(x2+1) 2Ix2+1
S R S I N P S
2 I x4 24 %241
l 2X +§ dx dx
4 x>+ 29x2+1

% log (x*+1) + % artang X.

=-— log|x+1| +—log(x +1) + %artangx
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