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Exercice 1 : [2 pts]

On consideére la fonction réelle f définie par : f(z) =

1. Déterminer Dy, le domaine de définition de f;

2. la fonction f est-elle prolongeable par continuité a ’origine ? Si oui, donner son prolongement sur D U{0}.

Exercice 2 : [10 pts]

On considere la fonction réelle g définie sur R par : g(z) = e~ *.

T

1. Montrer que 'équation g(z) = 2 — x admet une solution unique sur [-21n(2), —In(2)] (on a In(2) ~ 0.7) ;

2. Soit un réel z < 0.

(a) Appliquer le Théoreme des Accroissements Finis a g sur [z,0];

(b) Déterminer le(s) point(s) le vérifiant ;

(c) Comparer les trois termes

3. La fonction réelle h définie par h(

z, l1l—e™ et xe®;

z) = (1 +z)e”™ est de classe C* sur R.

(a) Par un raisonnement par récurrence, montrer qu'’il existe deux suites réelles de termes généraux

an = (—1)" et b, = (—1)"(1 — n) telles que la dérivée d’ordre n € N de la fonction h s’écrit :

R (2) = (ana + by)e ™ ;

(b) Quelle est la valeur de ¢(2097)(0)?

4. En utilisant la regle de ’'HOSPITAL, calculer la limite suivante :

20 x
lim ln(e e +1)

r——+00 €T

Tournez la page S.V.P.
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Exercice 3 : [4 pts}

Déterminer le Développement Limité au voisinage de ’origine et a 'ordre 4 de la fonction réelle définie par :

=

flx) = (" +a)3.
Indication : Au voisinage de 'origine,

1 1 1
u L2, 43 L4 4
et = 1+u—|—2!u +3!u —1—4!u + o(u”)

1 1
1+ U~ §u2 + o(u?)

Wl
|

(1+u)

Exercice 4 : [4 pts]

Soit une fonction réelle f de classe C°° sur son domaine de définition et C; sa courbe représentative. Etant

donné son Développement Limité & I'ordre 3 au voisinage du point d’abscisse 2 :

flx) = 1+ %(m— 2)% — %(:c —2)% +o((z—2)%)

étudier localement la fonction f en ce point :
v’ f est-elle continue ou prolongeable par continuité au point 2 (on notera aussi par f son prolongement) ?
Déterminer un équivalent de f au voisinage du point d’abscisse 2,
Déterminer ’équation de la tangente au point d’abscisse 2,
Déterminer la position de Cy par rapport a la tangente au point d’abscisse 2,
Déterminer les 3 premieres dérivées de f au point 2,
Cr présente t-elle un extremum local au point d’abscisse 27

Cy présente t-elle un point d’inflexion au point d’abscisse 27

NN N N NN

Etudier la convexité de f au voisinage du point d’abscisse 2.

Bonne Chance
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Exercice 1

On considere la fonction réelle f définie par :

P e s

z + ||

1. Déterminer Dy, le domaine de définition de f;

2. la fonction f est-elle prolongeable par continuité a

lorigine ? Si oui, donner son prolongement sur DU {0}.

Exercice 2 :

On considere la fonction réelle g définie sur R par :

g(x) =e”
1. Montrer que ’équation g(z) = 2—x admet une solu-
tion unique sur [—21n(2), — In(2)] (on a In(2) ~ 0.7) ;

2. Soit un réel x < 0.

(a) Appliquer le Théoréeme des Accroissements Fi-
nis & g sur [x,0];

(b) Déterminer le(s) point(s) le vérifiant ;
(¢) Comparer les trois termes :

x, 1—e* et xe ©
3. La fonction réelle h définie par

hz)=(14+z)e™™

est de classe C* sur R.

(a) Par un raisonnement par récurrence, montrer

qu’il existe deux suites réelles de termes généraux :

ap=(-1)" et b,=(-1)"(1—-n)

telles que la dérivée d’ordre n € N de la fonction
h s’écrit :

K (2) = (anz + by)e ™" ;

(b) Quelle est la valeur de g(2°97)(0) ?

4. En utilisant la regle de 'HOSPITAL, calculer la limite
suivante :
. In (629” —e® + 1)
lim

r——400 X

Exercice 3 :

Déterminer le Développement Limité au voisinage de ’ori-
gine et a 'ordre 4 de la fonction réelle définie par :

f@) = (e + ).

Indication : Au voisinage de 'origine
)

ol

u Lo 15 14 4
et = 1+u+ﬁu —&—iu —|—Iu + o(u?)
z 1 L o 2
(14+uw)s = 14 -u—-u®+o(u)
3 9
Exercice 4 :

Soit une fonction réelle f de classe C*° sur son domaine de
définition et Cy sa courbe représentative. Etant donné son
Développement Limité a 'ordre 3 au voisinage du point
d’abscisse 2 :

flz) = 1+ %(m—2)2 — é(x —2)3 +0((x — 2)3)

étudier localement la fonction f en ce point :

v’ f est-elle continue ou prolongeable par continuité au
point 2 (on notera aussi par f son prolongement) ?

v Déterminer un équivalent de f au voisinage du point
d’abscisse 2,

v' Déterminer I’équation de la tangente au point d’abs-
cisse 2,

v" Déterminer la position de C; par rapport a la tan-
gente au point d’abscisse 2,

v Déterminer les 3 premieres dérivées de f au point 2,

v' Cy présente t-elle un extremum local au point d’abs-
cisse 27

v' Cy présente t-elle un point d’inflexion au point d’abs-
cisse 27

v Etudier la convexité de f au voisinage du point d’abs-
cisse 2.

Réponse

Exercice 1

Considérons la fonction réelle f définie par :

1 1
f(x):\/x”‘\/x‘x_

 + ||

1. Déterminons le domaine de définition de f.

Soit & € R. On remarque que si x < 0, alors ¢ + || = 0 et
par conséquent Dy C R . Ainsi, pour > 0 on a :

tes
—+trx—\—-——x
T T

2x

fz) =
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Donc,
1
reDy <= x>0, —+x=20 et ;—x}O
1
<— x>0 et ——x2>0
T
— >0 e 1—-22>0
— >0 e (Q—-z)(1+z)20
<— >0 et 1—2>0
<~ 1z €]0,1]
Ainsi, Dy =0, 1].

2. Etudions la continuité & droite de Porigine.

La fonction f est continue sur U'intervalle Dy =|0, 1] puisque
c’est la composée de fonctions continues sur cet intervalle.

lim f(x) = lim
$H0+f() z—0+ 2x
1 1
—+r— -+
= lim z z
20T 9 (\/%—l—x-i-\/f—x)
1
= lim
xﬁ0+\/%+x+\/lfx
1

|

o
m
e

donc, la fonction f est prolongeable par continuité & droite
au point d’abscisse 0 et son prolongement sur [0,1] est

donné par :
1 1
\/f—|—z—\/f—9:
~ x x
f(:L‘): Y 0<zx<l1
0 =0
Exercice 2

Considérons la fonction réelle g définie sur R par :

g(z)=e

1. Montrons que ’équation g(x) = 2 — 2 admet une solu-
tion unique sur le segment [—21n(2), —In(2)].

Posons la fonction :
flz)=glx)—2+x=¢"—-2+u.

Cette fonction est continue sur le segment [—21n(2), — In(2)]
et vérifie en plus,

{ F(-2mn(2) =
F-l(2) =

Alors, d’apres le Théoréeme des Valeurs Intermédiaires, il
existe au moins ¢ €] — 21n(2), — In(2)[ tel que

fle)=0 ie.,

2(1—-1n2) >0
—In(2) <0

e “=2—c.

Ceci veut dire que ’équation

e t=2—x

admet au moins une solution dans Uintervalle |—2In(2), — In(2)].

Or,

fl)=1-¢e"7" <0, Va<0

et par suite f est strictement décroissante sur [—-21n(2), — In(2)].

x

Ainsi, la solution trouvée de I'équation e™* = 2 — x est

unique sur | — 21n(2), — In(2)[.
2. Soit un réel z < 0.

(a). Appliquons le Théoréme des Accroissements Finis
(T.A.F.) a g sur [,0].

La fonction g est continue sur [z,0] pour tout x < 0 et
dérivable sur |z, 0[ avec, ¢'(z) = —e™ 7.

D’apres T.A.F., il existe au moins ¢ €]z, 0] tel que :

9(0) — g(x) = (0 — z)g'(c)

i.e.,

1—e® =zxe “.

(b). Déterminons le(s) point(s) vérifiant le T.A.F. On a
D’apres la question (a) : ¢ €] — 21In(2), — In(2)] et

1—e™®
l—e =z <= e ‘=
x
<~ c=—-In
x
(¢). Comparons les trois termes z, 1—e ™ et ze ”.

D’apres la question (a), le point ¢ vérifiant le T.A.F. est
tel que :

r<ce<l = 1l<e “<e™®

= ze “<ze ‘<z (carxz <0)

= ze *<l-e" <z
On remarque qu’on a 1’égalité des trois termes au point 0.
D’ou,

V<0, re P <l—-e*<zx
3. Soit la fonction réelle h définie par :
h(z) = (1+z)e™™.

(a). Par un raisonnement par récurrence, montrons qu’il
existe deux suites réelles de termes généraux

an=(=1)" et b, =(-1)"(1-n)
telles que la dérivée d’ordre n de la fonction h s’écrit :
R (z) = (apx + by)e™"
Vérifiation : Pour n = 0
RO (z) = (agz + bo)e ™™ = (z + 1)e™® = h(x)

(vraie)

Hypothése de récurrence : On suppose que la propriété est
vraie a 'ordre n :

h(")(m) =(apx +bp)e " =((-)"z+ (-1)"(1—n))e™®

Page 2
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Démonstration :
Pordre (n+1) :

(@) = (ang12 + buyr)e””
= [(71)"+1:E + (=)™ - (n+ 1)] e
= [(-D)"z+ (-1)"n]e"
{ Apt1 = ( )n+1
=DM A - (n+1)) = (-1)"n
En effet,
h(”+1) (.’L‘) [h(n)(;ﬂ)}/
ane” " — (anr +by)e™™
= (—apx+a, —by)e”
= (an417+bpy1)e”

{ Ap+1
bn+1 = Qpn — bn - (_1)n - (_1)71(1 - n) = (_1)nn

Conclusion :

A (2) = (anx + bp)e” Yn e N
avec
ap, = (=1)"
{ by = (~1)"(1 - )
(b). Calculons la valeur de h(2°°7)(0).
R2907)(0) = (—1)2°97(1 — 2007) = 2006

4. En utilisant la regle de 'HOSPITAL, calculons la limite

suivante :
In (621 —e® + 1)

lim
T—400 T
Cette limite est une Forme Indéterminée ig
. [In (e2* —e® + 1)}/ 2e% — ¢
lim ; = lim S PE—
@—+00 [x] z—too €27 — % 41

Posons le changement de variable X = e”, ainsisi x — +o00
alors X — +oo et

(e —er+1)] 2X2 — X
lim ; = m ———
z—+00 [:L’] X—do0o X2 - X +1
_ 2X?
o X—l»r—l;—loo X2
= 2
Ainsi,
1 2z
i 2T
r——+00 X
Exercice 3

Déterminer le Développement Limité au voisinage de 1’ori-
. A . ) _ 1
gine et a 'ordre 4 de la fonction réelle x — (e™* + z)3.

On montre que la propriété est vraie a

On sait que :

. 22 g3 gt
e = 1_$+§—§+7+( )
. 22 23 gt
e +x = 1+<2 F—i_ﬂ—"_o( ))
Posons X = %f%Jr24,quandzHOalorsXﬂOet
(€™ +2)7 = (1+X)5
1
= 1+-X--X*+0(X?
T3 9 + o(X7)
(e
B 3\ 2 6 24
1 /22 23 2%\? n
_9<2_6+24> + o)
B 1+x2 x> xt
B 6 18 72
1 [(22\? x 2
o= 1— 2 42 4
9<2>< 3+12> + o)
2 3 4 4
R O A A AN A
(e™* +x) +6 18+72 364—0(37)
22 23 2t
= 14+ - = 4
TR SR
Ainsi,
2 3 4
—x 1 T € € 4
=14+ - - .
(7 +a)s =145 — 5~ 75 Tol@)
Exercice 4

Etudions localement la fonction définie par son Développement

Limité au voisinage du point d’abscisse 2 :

1 1
flz) = 1‘*'6(33—2)2 - 6(5’3_2)3"'0((37—2)3)
~+ 51 2 € Dy alors la fonction f est continue au point 2 et

F(2) = 1.

~+ 5i 0 ¢ Dy alors la fonction f est prolongeable par conti-
nuité au point 2 et son prolongement est donné par :

o ={ {12

(Dans ce cas, on notera dans toute la suite le prolongement
de f par tout simplement f au lieu de f).

~~ On peut déterminer un équivalent de f au voisinage de
2: 1

F@) =1~ 52 =22,
~» L’équation de la tangente au point d’abscisse 2 est

donnée par y = 1.

~+ Comme

. 1 , 1
lim (f(2)—y) = lim =(2-2)*= < (2-2)"+0 (2 -

alors la courbe représentative de f est au dessus de la tan-
gente y = 1 au point (0, 1).

2)%) = 0"

Page 3
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~> f est trois fois dérivable au point 2 et on a :

1'2)=0
O vy 1
a6 =3

~» Comme f’(2) = 0 alors le point (2, 1) est un point cri-
tique de f,

~» Comme f’(2) = 0 et le premier exposant de ’équivalence
susmentionnée est paire ((x —2)?), alors f présente un ex-
tremum en ce point et comme en plus le coefficient de cet
exposant est % > 0, alors la courbe représentative de f
présente un minimum relatif au point (2, 1),

~~ Comme la courbe représentative de f présente un mini-
mum relatif au point (2, 1) alors f est convexe au voisinage
de ce point.
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Exercice 1 : [ 3 points]

Soient p et ¢ deux propositions simples. En utilisant les regles logiques, simplifier la proposition composée :
AV (pAG)V(PAQ).

Exercice 2 : [ 3 points}

Via un raisonnement par récurrence, montrer que (4" — 1) est divisible par 3 pour tout n € N.

Exercice 3 : [ 2 points}

La relation binaire suivante est-elle une relation d’équivalence dans N7

a,beN aRb <— dneN a—b=3n.

Exercice 4 : [ 0 points]
Soit I'intervalle I, de R défini par : I, ={x € R/ |z —1] <m?} ou m € R.
1. Ecrire en extension l'intervalle I
Expliciter les intervalles I_1, Iy, I1 et Io;
En déduire I’ensemble Is NN ;

Déterminer les valeurs de m pour que I,,, C [—3,2];

g WM

Existe-il m tel que I, N [—3,2] = 0.

Exercice ) : [ 6 points]
Soit le polynéme :  P(z) = 2° — 2* — 923 4 1322 4 82 — 12.

—_

. Calculer P(—1) et P(1), puis conclure;

2. Déterminer Q(z) le quotient de la division Euclidienne de P(z) par (22 —1);

3. Vérifier que 2 est racine de Q(z), puis factoriser Q(x) via la méthode des coefficients indéterminés;
4. En déduire une factorisation en éléments simples de P(x).

Bonne Chance
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Exercice 1 : Soient p et ¢ deux propositions simples.
En utilisant les regles logiques, simplifier la proposi-
tion composée :

PADV @AV (DAG.

Exercice 2 : Via un raisonnement par récurrence, mon-
trer que (4™ — 1) est divisible par 3 pour tout n € N.

Exercice 3 : La relation binaire suivante est-elle une
relation d’équivalence dans N 7?7

a,beN aRb <= dneN a—b=3n.

Exercice 4 : Soit 'intervalle I,,, de R défini par: I, =

{xeR/ |z—1] <m?} ou meR.

1. Ecrire en extension l'intervalle I

2. Expliciter les intervalles I_1, Iy, I1 et I ;
3. En déduire ’ensemble Is "N ;
4

. Déterminer les valeurs de m pour que I,, C
[_37 2] ;
5. Existe-il m tel que I, N [—3,2] = 0.

Exercice 5 : Soit le polynoéme :
P(x) = 2° — 2% — 923 + 132% + 82 — 12.

1. Calculer P(—

2. Déterminer Q(x) le quotient de la division Eu-
clidienne de P(z) par (22 —1);

3. Vérifier que 2 est racine de Q(x), puis factoriser

1) et P(1), puis conclure;

Q(x) via la méthode des coefficients indéterminés ;

4. En déduire une factorisation en éléments simples
de P(x).

Réponse

Solution 1 : Simplifions ’expression suivante :

AV (pAg)V(PAG)

A VPNV (HAG)

[(pAG)V(PAQ]V(PAG) (car V associative)
[PA(GVq)]V(pAG) (A distributive par rapport a V)
(pANO)V (pAG) (car ¢V q = 6 tautologie)

pV (pAG) (car p A6 =p, 0 neutre pour A)
(pVP)A(pVq) (V distributive par rapport a A)
OA(pVq) (car pVp=90)

pV G (car 6 neutre pour A)

D’ou, la proposition

AV (PN VEAD=pPVQ

Solution 2 : Montrons par récurrence que :

Yn e N, 4" —1 est divisible par 3.

c’est-a-dire,
VneN, dkeZ 4" —1=3k.

Vérification : Pour n =0on a 4% —1=0 = 3(0).
La propriété est donc vraie pour n = 0.

Hypothése de récurrence : Supossons que la propriété
est vraie a 'ordre n, c’est-a-dire,
Jk € Z tel que 4" —1 = 3k.

Démonstration : Montrons que la propriété est vraie
a lordre (n+ 1), c’est-a-dire,

3k € Z tel que 4"t —1 =3k
gl —1 = 4471
= 4(3k + 1) -1
= 3(4k) +
= 3(4k: + 1)

avec k' =4k +1€Z

Conclusion : Vn € N, 4™ — 1 est divisible par 3. =

Solution 3 : Soit la relation binaire :

a,beN aRb <— dneN a—b=3n.

R n’est pas une relation symétrique dans N est par
suite, elle n’est pas une relation d’équivalence dans
N. En effet, si pour a,b € N, aRb alors dn € N tel
que a — b = 3n, et par suite b — a = 3(—n).Ce qui

implique qu’on a pas b R a puisque (—n) ¢ N. [ |
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Solution 4 Soit I'intervalle I,,, de R défini par : Donc,
_ 3 2
In={zcR/ |z—1 <m?} ou m € R. Qz) =a" — 2" — 8z +12
1. Ecrivons en extension l'intervalle Iy - Ainsi,
I, = {zeR/ |z—1]<m?} P(x) = (2® —1)(2® — 2® — 8z + 12).
= {zeR/ —-m?<z—-1<m?}
= {zeR/ 1-m?<z<1+m?} 3.
= [1-m214+m?. Q(2)=2-22-8(2)+12=0
2. Explicitons les intervalles I_1, Iy, I; et I : Donc, 2 est bien une racine de Q(x).
Ly o= [I=L1+1] = [0.2] Factorisons Q(x) via la méthode des coefficients indéterminés :
Iy = [1-0,140 = {1}
1(1) B n— 1’ 141) B 0,2] on remarque que deg(Q(z) = 3 et et Q(x) est divi-
B ’ - ibl —-2). A di
L = [1-41+4 = [-3,5] sible par (z — 2). Autrement dit,
3. LNN=[-3,5NN=/{0,1,2,3,4,5}. 3Qi1(z) € R[X], Qi(z) = ax’+bz+c(a,b,c €R et a #0)
4. Déterminer les valeurs de m pour que : tel que,
Q(r) = (= 2)Q1 ().
I, C[-3,2] o
Ainsi,
I,C[-3,2] & -3<1l-m’etl+m?2<2
& m2<detm?<1 23 — 2% — 8z +12 = (z — 2)(az® 4 bz + ¢).
= m2<l
& m| <1 De facon directe, on peut montrer que
& —1<m<1
& mel-1,1]. a=1 e c¢c=—6.
5. Il n’existe aucune valeur de m telle que Reste & déterminer b.
InN[=3,2] = 0. 23— -8z +12 = (r—2)(ax?®+br+c)
En effet, = (v —2)(2® + bx — 6)
= 234+ (b—2)2% - 2b)z + 12
I,N[-3,2]=0 < 1+m?< —3oubien?2<1—m? z° +( )27 = (6 + 2b)a +
« m? < —4 oubien m® < -1 Par identification des coefficients des deux polynomes,
et dans les deux cas c’est impossible. [ | on trouve :
Solution 5 : Soit le polynéme { g;;b:_;l . b1
P(z) = 2° — 2% — 923 + 1322 + 82 — 12. -
1. Ona: Ainsi, Q1(x) = 22+ — 6 et par suite,
P(-1) = -1-14+9+13-8-12 = 0 - 2
P1) = 1-1-9+13+8-12 = 0 Q) =(z-2)(@" +z-6).
P(z) est divisible par (z + 1) et par (z — 1). Donc, En calculant le discriminant de Q1(x) = 0 (A = 52),
P(z) est divisible par (2 — 1) = (z + 1)(x — 1). on trouve que 1 = —3 et 9 = 2 sont deux racines

de Q1(x). D’ou,
2. Déterminons Q(z), le quotient de la division Eu-
clidienne de P(z) par (2% —1) : Qi(z) = (z —2)(z +3)

et par suite,

25— 2% — 923 + 1322 + 8z — 12 2 -1
—a5 + a3 P22 —8x+12 Q)= (x—2)(z+3)(z—2) = (z—2)*z+3).
—z* — 823 + 13227 + 82 — 12
x4 — 2 4. On déduit que :

3 2
89683w_48—;2$ + 8x — 12 Plz) = (x2 ~ Q@)

2

92— 12 = (z-D(+1)(z—2)(x+3)m
—122% 4 12

0
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Exercice 1 : [5 pts}

Soit la fonction réelle définie par :

)= (153

1. Déterminer Dy, le domaine de définition de f;
2. Montrer que la fonction f est bijective en précisant son ensemble de départ et son ensemble d’arrivée ;

3. Déterminer sa fonction réciproque.

Exercice 2 : [6 pts]
Soit la fonction réelle définie sur R par :
f(x)=In (62:5 —e"+1)
1. Déterminer les éventuels points extremums et points d’inflexion de la fonction f;

2. En déduire le domaine de convexité de f.

Exercice 3 : [3 pts]

Déterminer le Développement Limité, a 'ordre 2 et au voisinage de 1, de la fonction définie par :

fo) = 1)

en effectuant dans une étape intermédiaire la division selon les puissances croissantes & un ordre bien déterminé.

Exercice 4 [6 pts]

Soit la fonction réelle définie sur R\{1} par :

@) = (& —2)emT.
1. Déterminer le Développement Généralisé de f au voisinage de 'infini et a ordre 1;
2. Déterminer les équations des asymptotes a Cy, la courbe représentative de f, au voisinage de I'infini ;
3. Préciser la position de Cy par rapport a ses asymptotes.

Bonne Chance
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Exercice 1

Soit la fonction réelle définie par :

1. Déterminer Dy, le domaine de définition de f;

2. Montrer que la fonction f est bijective en précisant
son ensemble de départ et son ensemble d’arrivée ;

3. Déterminer sa fonction réciproque.
Exercice 2

Soit la fonction réelle définie sur R par :
f(z)=In(e* —e” +1)

1. Déterminer les éventuels points extremums et points
d’inflexion de la fonction f;

2. En déduire le domaine de convexité de f.
Exercice 3

Déterminer le Développement Limité, a l'ordre 2 et au
voisinage de 1, de la fonction définie par :

In(x)

f@)=1ye

en effectuant dans une étape intermédiaire la division se-
lon les puissances croissantes a un ordre bien déterminé.

Exercice 4
Soit la fonction réelle définie sur R\{1} par :

f(z) = (v —2)e7T.
1. Déterminer le Développement Généralisé de f au
voisinage de l'infini et a I'ordre 1,

2. Déterminer les équations des asymptotes a Cy, la
courbe représentative de f, au voisinage de I'infini,

3. Préciser la position de Cy par rapport a ses asymp-
totes.

Réponse

Exercice 1

Soit la fonction réelle définie par :

= (1)

1. Déterminons le domaine de définition de f.

La fonction f est la composée de deux fonctions : z — %

qui n’est définie que si 142 # 0 (i.e., x # —1) et la fonction
X — In(X) qui est bien définie pour tout X > 0. Alors,

1
Df{:vGR,/ x#letlﬂc>0}.
=

, 1—
Etudions le signe de < :
1+
T —00 —1 1 +o00
1—x + | + 0 -
L+ - 0+ |+
T1—=z
1+ - -
on constate donc que :
1
TTo0 o ze-1+1]
11—z

Par suite,
Dy =]—1,+1].

2. Montrons que la fonction f est bijective en précisant
son ensemble de départ et son ensemble d’arrivée.

D’une part, la fonction f est continue sur son domaine de
définition puisque c’est la composée de fonctions continues
sur | — 1, 1] et d’autre part, f est strictement décroissante
sur cet intervalle ; en effet, par un calcul simple on montre

que :
—2
/ —
fi(z) = e < 0.
D’ou, la fonction f est bijective de | —1,1[ vers f(] —1,1][).
Or,

F-11) = | tm f@). dm g
= }70074’00[

3. Déterminons la fonction réciproque de f.

Comme f est bijective de | — 1,1[ vers R, alors sa fonction
réciproque 1 existe et est définie de R vers ] — 1, 1[. Soit

y €R,
1—=x
= <= =1
y=f(x) y n(1+x)
— =177
1+«
1—e¥
= =
1+ev
= z=f"'y)

Soit donc,



m (2 1+1
= n _—— =

4 2

3
- 1“(4)

Donc le point (fln(Q), %) est un point critique de f et
c’est le seul.

Appliquons maintenant les conditions suffisantes du se-
cond ordre : tout calcul fait on obtient,

e’ (—

€% 4 4e® — 1)

1
T =
7(@) >
Etudions le signe de f”(z) : posons X = e”. Ainsi,
f'(2) =0 <= —e*+4e*—-1=0
= -X’+4X-1=0

Le discriminant est A’ = 3, donc I'équation —X?2 + 4X —
1 = 0 admet deux racines & savoir 2—+/3 > 0 et 24+1/3 > 0.
D’otl, les racines de I'équation f”(z) = 0 sont In(2 — v/3)
et In(2 + /3)

points alors les points (In(2 — v/3),1n(3) 4+ In(2 — v/3)) et
(In(2 + v/3),1In(3) + In(2 + v/3)) sont deux points d’inflexion
de f.

2. Déterminons le domaine de convexité de f.

~ Six €] —o00,In(2 — v3)] U [In(2 4+ v/3), +oo| alors f est

concave,

~ Six € [In(2 — v/3),In(2 + v/3)] alors f est convexe.

Exercice 3

Déterminons le Développement Limité, a l'ordre 2 et au

voisinage de 1, de la fonction définie par :

In(x)
1+ 22

fz) =

Posons le changement de variable x = 1+ h, quand x — 1
alors h — 0 et on a:

In(z)

14 a2
In(1+h)
1+ (1+h)?
In(1+ h)
2+ 2h + h?

fl@) =

Or le Développement Limité, a 'ordre 2 et au voisinage de
0, de In(1 + h) est donné par :

h2
In(l1+h)=h-— 5 + o(h?)

Prof. Amale LAHLOU Corrigé du Controle de Rattrapage /l\flathématiques I / MQ I / M 6 S?2 / Session : Printemps Eté 2006-2007 Page 2
7 R — ]-1,1] Calculons f(In(2 — v/3)) et f(In(2 +v/3)) :
B 1—eY
r — f )= o F(In(2 — \/g)) — In (62111(2—\/§)) _n(2-vE) | 1)
Exercice 2 = In ((2 —V3)2 - (2-V3) + 1)
Soit la fonction réelle définie sur R par : = In (3(2 - \/3))
f(z)=In(e* —e” +1) = In(3) +1n(2 - V3)
o , ' , fn(2+V3) = o (e20HVE) - @V )
1 Déterminons les éventuels points extremums et points
d’inflexion de la fonction f. — In ( (2+V3)2-(2+V3)+ 1)
La fonction f est de classe C* sur R. Déterminons tout = In (3 (2 + \f )
d’abord les points critiques de f, i.e., les racines de ’équation
= In(3) +In(2 + V3)
/
=0
fi@) Dressons le tableau de variation de f” :
on parle de la condtion nécessaire du premier ordre. N @) In@— V) In(2 + ng)
flz)=0 < el f@) - 0 a 0 -
e —e’ +1 f(xz) | concave convexe concave
= 2"-1=0
1
= €= 3
1 ~ Comme f”(—1In(2)) < 0 alors, la fonction f présente
< z=I <2> un maximum relatif au point (—1In(2),2).
= r=-In(2) ~» Comme l’équation f”(z) = 0 admet deux racines &
Savoir :
Calculons f(—1n(2)) : m2-v3) et In@2+v3)
f(-In2) = In (6—2111(2) e~ 4 1) et en plus f” change de signe de part et d’autre de ces
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Comme la valuation du dénominateur est nulle, on peut ef-
2

fectuer la division selon les puissances croissantes de h— -

par 2 4+ 2h + h2 & lordre 2 :

ook 2+ 2h + h?
2 R h _ 3h?
—h =h =% 3~ %
_ 3w K
2 2

Il vient donc,

In(1+h) h 3R 9
sronin 2 4 o)
En remplacant h par (z — 1) on obtient :
1 3
flz) = 5(33— 1) - Z(m_ 1)? +o((x—1)?)

Exercice 4

Soit la fonction réelle définie sur R\{1} par :

1

f(@) = (@ = 2)e7

et Cy sa courbe représentative.

1. Déterminons le Développement Généralisé de f au voi-
sinage de l'infini et a 'ordre 1.

Posons z = +, si ¢ — oo alors h — 0 et
(@) = (z-2exp(—
z) = (z—2)exp|——

P z—1

- (i) (i)

on sait qu’au voisinage de 0 :

1

1—-h

~

—~ 1+h+o(h)
e

1—-h
Posons X = h + h? 4+ o(h?), quand h — 0 alors X — 0 et

h _ X
exp (1—h> = €

1
= 1+X+ X% +0(X?)

= h+h%+o(h?)

1

= 1+h+h2+§(h+h2)2+0(h2)
1

= 1+h+h2+§h2+o(h2)

3
= 1+h+§h2+o(h2)

|

et par suite,

(72) e (53)

S =

— 2) (1 +h+ gh2 + 0(h2))

En remplacant h par % il vient,

f(x):x—1—1+0<1)

2x T

2. Déterminons les équations des asymptotes a Cy au voi-
sinage de I'infini.

La droite d’équation y = z — 1 est une asymptote oblique
a Cy au voisinage de I'infini puisque,

lim (f(z) —y) = 0.

|z]—+o00

3. Précisons la position de C; par rapport a I’asymptote
y=x—1.

~> au voisinage de —oo on a :

Jim (f(z) —y) = lim (—21$+o<alj>):0+.

Ainsi, la courbe Cy est au dessus de ’asymptote au voisi-
nage de —oo.

~» au voisinage de +oco on a :

Jim (f@)-y) = lm_ (;x o (;)) o

Ainsi, la courbe Cy est au dessous de I'asymptote au voi-
sinage de +o0.



