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Pro gramime

1. Espaces vectoriels et systemes linéaires :
a. Espaces vectoriels. Sous espaces vectoriels .
b. Independence linéaire. Base et dimension, Combinaison linéaire, Somme directe.
Coordonnés.
c. Résolution des systémes linéaires.

2. Application linéaire :
a. Type de matrice important. Rang, déterminant, matrice inverse.
b. Application linéaire. Application linéaire et indépendance linéaire.
c. Isomorphismes et coordonnés. Représentation matricielle d’'une application linéaire,
changement de base.

3. Espace muni d’un produit scalaire

o

Produit scalaire, Norme, Orthogonalité.

b. Projection orthogonal.

c. Base orthonormale, Méthode de Gram Schmidt changement de base orthonormales.
d. Diagonalisation orthogonal. Matrice symétrique.
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Chapitre 1: Espace vectoriels et systemes linéaires.

I - Espaces vectoriels. Sous espaces vectoriels

A) Espace vectoriel

1 —Définition

Soit V un ensemble muni de deux lois : +, .

D Loiinterne+: YV,WeV,ona V+WeV,
2) Loiexterne.: VveV,Vke R, ona kveV,

Exemple
V=R R=RxR={Xxy):x,yeR |
V est un espace vectoriel muni des lois +, .
+: (% y)+(z,w)=(x+2z,y+w)
k.(x,y)= (k.x,k.y)
De plus, I'espace vectoriel vérifie une série de propriétés.

39 U+v=v+U VYu,veV

vy 30eV; O0+u=u+0=u YueV .

59 VueV, I3weV (onlanoteaussi—U), telque U+w=0
&) (U+V)+w=u+(v+w) vu,v,weV

7 (a*b)v=a.bv) Va,beR;veV
8 a(u+v)=au+av Vae®R ,uveV

9 (a+b)u=au+bu Va,beR, ueV

|o)1.U =U YueV
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Exemple :

2 ' . .. pe . . .
l. (SR y ,.) munis des lois interne et externe définis a continuation, est-il un
espace vectoriel ?

(%, y)+ (z.w)=(x=2,y +w)

a.(x,y)=(ax,ay )

- Vérifiez les autres propriétés.

[I. On définit 'ensemble

b
Mzz{(a ):a,b,c,deiﬁ }
c d '

On vérifie que (M T ) est un espace vectoriel.
a b e f a+e b+ f
c d g h c+g d+h
" a b) (ka kb
2-le d) ke kd
- Vérifions les autres propriétés :

pU+V=V+U?
a b . e f _[(a+e b+ f
c d) \g h) lc+g d+h
_(e+a f+b (e f N a b
“lg+c h+d) (g h c d
Y) Existe t —il 'élément neutre (3?7 0 )telque O+u=u+0
0 0 a b a b 00
+ = +
0 0 c d c d 0 0

syU+(-u)=0
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a b s -a -b) (0 O
c d) (-¢c -d) (0 0O
&) (U+V)+wW=U+(V+W)
a+e b+f+i L b+e+i b+
c+g d+h) \j I) lc d) lg+k h+l

_(at+e+i b+f+]
lc+g+k d+h+l
n(axb)v=a.(b.v)

5 a, b)) ((axb)a, (axb)b ) (a(ba) a(bb)
PP d ) l@axbye, (axb)d, ) la(bc) a.(b.dl)j
(b.al b.le
= a.
bc, b.d,
(&G o)
& & + =a. +a.
c d) \lg h c d g h
b, b, b,
9)(a+b).[2 dj a.(‘: djm{‘: dj
N a b _(a b
103 '(c dJ_(c dJ
Exercice :

' 1 b

s M. =
On considere I'ensemble V'2 {C d
1 b) (1 f)_(2 bf
g h) lcg hd

+ .
par (C d

:b,c,d eR } et on définit la loi interne
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!

Vérifiez que ( M, + ’-) est un espace vectoriel

B) Sous espaces vectoriels

Définition
Soit V un espace vectoriel. W Un ensemble inclus dansE (W V).

W est un sous espace vectoriel de V si seulementsi:

Yu,veW, u+veW
YaeR,veW, aveW

Remarque
Les propriétés 3-10 sont satisfaites du fait que W <V

Exemple: U+V=V+U car u,veW V.

Exemple

1) V=%R% W={x1}:xeR)

W est un sous espace vectoriel.

) V=R W ={x1):xeR}
(X,1)+ (y,l) = (X + y,2) ¢W W n’est pas un sous espace vectoriel.

3) M :{(2 2]:a,b,CEiR}

Vérifiez que (M ,+,-) est un sous espace vectoriel
a 0 e O a+e 0
+: + =
b ¢ f g b+f c+g
a 0 a’> o0
.a =
b ¢ a® a°
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II - Independence linéaire. Base et dimension

A) Combinaison linéaire

Définition

Soient U;,U,,...., U, €V et a,8,,...,8, €R,

On appelle V= aqU;, a,U,,......,a,U, combinaison linéaire deU;,U,,......, U .
Exemple 1:

Le vecteur (1,2,4) Est-il une combinaison linéaire de (11,1) et (0,1,3) ?
On doit trouver a;,a, € N tel que :
(1,2,4)=a,(111)+a,(0,1,3).

c-ad.: (a,a,a)+(0,a,,3a,)=(1,24)

a =1
=
a+a,=2=>a,=1

Exemple 2 :

Le vecteur (1,2,4) Est-il une combinaison linéaire de (0,11)et (0,1,3) ?

Non, En effet supposons le contraire, c.a.d. que (1,2,4) = 81(0,1,1)+ a, (0,1,3) et par
suiteonal=a,.0+ a,.0 = 0 (absurde).

B) Independence linéaire
Définition

O Lesvecteurs U, U,,...... , U, €V sont linéairement indépendants si

seulement si :

la,u, + a,u, +........ +al =0=a =a,=..... —a, =0]
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O Lesvecteurs U, Uy,...... ,U, €V sont linéairement dépendants s’ils existent
A, Ay, , &, € N non tous nul (au moins un scalaire différent de zéro),
tel que : U, a,U,,......,a,u, =0
Exemple :

D (L,1) est (1,0) sont-ils linéairement indépendant. ?
,(11)+ ,(10) = (0,0)= {al 0 a0
=

Et par suite (a,,a,) = (0,0).

2 a,(4,0)+a,(01)+a,(2,3)=0= (4a, + 2a,,a, +3a,)=0

_ 2 1
N {4a1+2a3 —O:> a =——a, =——a,

4 2
a,+3a,=0 a, = 3a,

a, =2
a =-1
a, =-3

Ainsi, on a trouvé (al, a,, 33) = (— 1,—3,2)tel que
a,(4,0)+a,(01)+a,(2,3)=0
Donc (4,0),(0,1), (2,3) sont linéairement dépendant.

C) Systeme générateur.

Définition

On dit que {Ul, Usyenrs Un}est un systéme générateur de V , si pour tout

élément VeV ona V=aU +a,U, +..+ U, aveca,,a,,....a, € R.
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Exemple :

D) (X, Y) = X(1,0) + Y(O,l) Donc {@ ,0 ) (0 ,1 )} estunsysteme

générateur.

2) {(1,0),(01),(L1) } est un systeme générateur de R? car
(x,y)=x(@10)+y(01)+z(1,1)

3) {(1,0) } n’est pas un systeme générateur.

D) Base.

Définition :

Une base est un systeme générateur linéairement indépendant.

Théoréme :
Tout espace vectoriel admet une base.

E) Dimension

Définition :
La dimension de I'espace vectoriel V est le nombre de vecteurs que contient
une base.

Exemple :
a
C

b
d
1 0 0 1 0 0 0 O
=a +b +C +d
o o)to oy oo 3]

0O 1)(0 0)Y(O O
o oll1 ollo 1 est un systeme générateur de |\/|2,

On considere |'espace vectoriel M, = {( 1 a,b,c,d e ER} .

b
d

1 0
o
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1 0 0 1 0 0
o X +y +7 +t
(O O] (O Oj (1 OJ

Il
© O o o

f'_b ~ < ><\
I

1 0 _ 0 1 _ 0 0_ 0 0
Donc o olo ofl1 oflo 1 sont linéairement indépendants.

1 0)(0 1)(0 0)(0 0
Finalement, o olo o/l1 oflo 1 alors est une basede M, eton

adim(M,)=4.
Définition
Soit B = {Ul, Ug,----Ug} une base de V. donc YV €V telon a

V= XU, + XUy + e+ X U

Xy X5,.... X, s’appellent les coordonnés du vecteur V dans la base B.

Exemple :

On considére le systéme {(1,1), (1,—1)}. ona (x,y)=a(l1)+b(L,—1), et par suite

a+b=x 2a=X+Y 2
3 =3 =
a-b=y 2b=x-y h=X=

Ainsi, (x,y)= X; J @1)+ X; J 1-1).

Conclusion :

{@.,1 ) @,- 1)} estunsystéme générateur.

10
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On suppose que a(l1)+b(1,-1)=(0,0)= {a _b=0

Parsuite (1,1 ), (@ ,- 1) sontlinéairement indépendants.

Finalement, {(1.,1), (@, 1 )}est une base de R :

Exemple :

a b
Considérons M, :{[C dJ:a’b’C’d EER}

= oo o)fo o)y o)els 2

a b
Les coordonnés de ( c q j dans la base

o ollo oJ2 o}E 7))
sont (a,b,c,d ).

Remarque :

. . . s . N n
Tout espace vectoriel de dimension n est « équivalent » 3R .

Exemple 1:
. 2
Dim R° = 2.

Soit V un espace vectoriel de dimension n, donc il admet une base

VveV,Vv=XxuU + XU, +..+XU

n—n-

On considere R" ety un vecteur X € R".

x =%(L0,..,0)+ x,(01,....0)+..... + x,(0,0,.....,1)

11
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Donc on peut identifier V avecR".

Exemple 2 :
,_(a b)_(10) (01) (00) (00
o V=M, V=l 4/ % o/ ™Mo o/ 11 0/ lo 1
oXEiR4

x = (a,b,c,d) =a(1,0,0,0)+b(0,1,0,0)+¢(0,01,0)+d(0,0,0,1)

2a 2b
2V =
2c 2d

oy 2a 2b
2x=2(a, b,c,d)=(2a,2b,2¢,2d) < <V 7| 5. oy

Définition :

Soient W, W, deux sous espaces vectoriels de V. la somme directe :

W, ®W, ={veV:v=V,+V,/v, e W;V, eW,}

Exemple :
V =R’
W, = {(X,0,0)e 9%3}; W, = {(0,0, Z)e 933};

W @W, plan xz = {(x,O, 2)e R X,z ¢ ER}
Remargue :
W OW, #W W,

Définition :

12
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On considere un ensemble des vecteurs {u 1 Uy Uy } c V .Onappellele

rang de {U 1 Up e Uy } au nombre maximal de vecteurs indépendants
dans{u,, U, ... u, }.

Exemple :

{@€,0)(01)(@1)}cV =R?

0 (1,0), (0,1) sont deux vecteurs indépendants

o (1,0),(0,1), (1,1) sont dépendants.

Rang {(1,0), (O ,1), (1,1)} =2

Exemple :

s _ 1 0 0 1 1 1 2 2
- 0 1 )L o 1)1 0o )’ 2 1

On peut vérifier que rang(S)=3.

Remarque :

Définition :
soitAe M n.m - On appelle le rang de A égale au nombre maximal de ligne ou

. s . . , . n
colonne linéairement indépendant. (Les lignes sont vues comme n-vecteurs de ‘R )

m
et (Les colonnes sont vues comme m-vecteurs de R ™ ).

Exemple :
1 0
A = 0 1
1 1

3 2
3 vecteur de R~ ; 2 vecteur de R

Rang A < min {n,m}: 2

13
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Rang (A)=2

2-
1 0

A=|0 0 Rang (A)=1.
0 0

A, = | - u, - |~ A, = u, + a, xUu, ’
- u, - - U, +a,xu,

C) Résolution des systemes linéaires.

Un systeme de n-équations et m-variables inconnues, est un ensemble des équations

de la forme
A X+ AHXy e +a,. X, =0
Ay Xy 85Xy F e, +a,. X, =D,
<
\anlxl + an2X2 T + anme = bn

aij € R sont les coefficients du systeme linéaire, X sont lesinconnues et les bi sont

les termes indépendants.

Résoudre le systéme, c’est trouver les valeurs de X, X5,.....X\,, vérifiant les

équations antérieurs.

Les systemes sont classifiés de la maniere suivante :
- Systeme incompatible : s’il n"admet pas de solution.

- Systémes compatible : s’il admet au moins une solution.

14
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® Compatible déterminé : s’il admet un nombre fini de solution.

® Compatible indéterminé : s’il admet un nombre infini de solution.

Exprimons le systeme sous sa forme matricielle:

Le systeme antérieur peut étre écrit sous la forme matricielle suivante :

A1 G e A | [ % b,
Ay Ay e a X b
2 22 em | 172l |2 | Ay _B
ay A, e a.. ) (X, \D,
bl 8 A e by
A est dite matrice du systéme (NB): & D= a?l a,zz a?'“ b,
bn . . . . ,
anl an2 """" anm bn

Théoréeme de Rouche-Frobenius :

Le systéme AX=B est compatible <> Rg (A )= Rg (A[B)

De plus si le systéme est compatible, et soientr = Rg (A )= Rg (A |B ), m le

nombre de variable inconnues, alors
1- Si r=m — le systéme est compatible et déterminé.

2- Si r<m = le systéme est compatible et indéterminé, c.-a-d. qu’il admet un
nombre infini de solutions dépendant de (m-r) parametres.

Méthode de Gauss :

Si dans un systeme des équations linéaire,
- Oninter change I'ordre des équations,

- On multiplie une équation par un scalaire non-nul,

15
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- On ajoute a une équation une combinaison linéaire des équations restante ;
alors on obtient un systéeme équivalent au systéeme initial (les deux systemes
ont les mémes solutions). Sur ces propriétés se base la méthode de Gauss.

Exemple 1:
X+ Yy +2Z=3 1 1 13 1 1 1 3
2X -y -72=0 - 2 -1-10|~|0-3-3|-6
- X+2y+27=2 -12 1|2 0 3 2 5
1 1 1 3 X+Yy+2z=3 X =1
~l0 -3 -3-6| ><¢-3y-3z=-6->4y=1
0 -1-1 -z=-1 z =1
Exemple 2 :
X+ Vy+z=1 1 -1 1 1 1-1 1 1
X -2 =20 01 -2 |-1 o1 -2 |-1
- -
2X + 2y -7 =3 0 4 -3 1|1 0 0 1 1
X+ Yy + az =3 0 2 a-1|2 0 0 a+ 3
11 -1 1
01-2| -1
_>
00 1 1
00 1 - a

i) Si a=1(r = Rg (A)= Rg (A|B )= 3 ) le systtme admet une seule

solution.

: g (A) =3 X , : .
i) Si a = 1 — le systeme est incompatible et il
rq (B ) 4

n’admet pas de solution.

16
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Chapitre 2 Application linéaire

I- Type de matrice

[ O ] ] : matrice triangulaire supérieure.
AN
: matrice triangulaire inférieure.

10 .. e
: matrice identité.
01

1 2
Si A=A": Aestsymétrique. ExempIe:A=(2 3}.

I 0 1
Si A=-AT :Aest antisymétrique. Exemple : A= ( . Oj

1

1 _
Si A*AT:1 : Aorthogonal. Exemple : A=——
| gonal. Exemp ﬁ[l J

A est une matrice nilpotente d’indicen si A#0,A? #0,....., A" #0, A" =0.

01
Exemple A=
0 0

Rangde A :
Rang(A) : le nombre maximal de ligne ou colonnes linéairement indépendants.
Déterminant :

Pour calculer le déterminant,

a11 a12
- det( =a,,a, —aya,
a21 a'22

Reglement de Sarrus :

a11 a‘12 a13

det aZl a22 a23 = alla'22a33 + a'13a'21a32 + a12a23a31 - alla23a32
a‘Sl a32 a33

Développer selon une ligne ou une colonne.

En utilisant la regle de Gauss

17
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Propriété 1
Si deux lignes ou colonnes sont égaux ou proportionnels donc det(A)=0.

Propriété 2.

U, +U U, U
U, U, U,
det . =det] . |+det
Un Un Un
Exemples :
2 3 3 5
a) det + det = det =1
2 1 2 1 2
Ul Ul
U, U, +aU,
b) det| . |[=det
U U

Proposition 3.

det CN = det &) =Produit des éléments de la diagonal.

Exemple :

-123) (-1 2 3 -1 2 3 .

2 1 1|~/ 0 -3 -5|=|0 -3 -5 =(—1).(—3)(_?j=4
1 01/ (0 -2 -2) (0 O ?6

Si Ae M | ;

e Rg(A)=n< det(A)=0
® Rg(A)Xn < det(A)=0

18
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Il- Application linéaire

> f(v)

Définition :

Soient V et W deux espaces vectoriels. L'application

f:vVoW .. . .
est une application linéaire si :
vow=f(w)
{Vaeﬂ%, fa.v)=a.f(v)
Vv, v, eV, flv,+v,)= f(v,)+ f(v,)
Exemple :
V =R? W =R*
f: N>R

(X, y) = (y, % x+y)= F(x,Y)

f est une application linéaire.
En effet,

fa(x,y))= f(ax.ay)=(ay,ax,ax+ay) = aly,x,x+y)=of (x,y)
f((x,y)+(z,w)= f(x+2,y+W)=(y +W,u+2,X+2,y+W)
=(y, %, x+y)+(z,w,z+w)= f(x,y)+ f(z,w)

Exemple 2 :
V =R?, W =%R?

N> > R°
(x,y) = (yx, %, y)= f(x,y)
f(ax,ay )= (a?xy,ay,ax )= af (x,y)=a(xy,y,x)= (axy ,ay,ax )

g n’est pas une application linéaire .

19
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Définition (Kerf)
Définition

Ker(f) ={veV : f(v)=0}

\Y w

Définition
Im(f)={weW,3veV;f(v)=w}

Proposition

Ker(f) est un sous espace vectoriel de W.

Démonstration

sive Ker(f)=aveKer(f).?
veKer(f)= f(v)=0=a.f(v)=0= f(av)=0

Si Vet V, € Ker(f)=v, +v, e Ker(f).?
v,,V, € Kerf = f(v,)= f(v,)=0= f(v,)+ f(v,)=f(v, +v,)=0
=V, +V, € Ker(f)

Exemple

R >R’
f:
(X,y,2) > (x+y,y+2,2-X)

ker (F)={(x,y,2)e R :(x+y,y+z,2-x)=(0,0,0)}

20
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X+ y =20 X
y+z=0-> y = —X
z-x=20 Z = X

Ker(f)=1{(x—xx)=x{1-11)x e R} Dim(Kerf) =1
Exemple

R > R?
(% y,2)> (x+y,0)

Im (f)={u,v)e®R?:@U,v)=( x+vy,0 )(x,y,z2)e R }

f

={(u,0):u e R}

Proposition

f :V —W est une application linéaire

= f(0)=0
Démonstration

f(v)= f(v+0)=f(v)+ f(0)= f(0)=0

Proposition

Si f(v,)et f(v,)sont linéairement indépendants

= v,et v,sont linéairement indépendants.

|

Démonstration

Si V,et V, sont linéairement dépendantes =V, =aV,

0="F\V,-aV,)=f\V,)-af (V,)= f(V,)=af (V,)

21
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Remarque 1

v,,v, linéairement indépendants @Zé> f(v,) Et f(v,)sont linéairement
indépendants

Exemple :

R > R?

f :(x,y,z)—>(0,x+zy)

1 0
0 |et | 1 [sont linéairement indépendants. Cependant,
0 0

f(1,0,0)=(0,1)
f(0,1,0)= (0,2)

sont linéairement dépendants.

Remarque 2

f(v,) Et f(v,) sont linéairement dépendants @Xé> v, Et v, sont linéairement
dépendantes

Définition : Application injective

Définition (Application Injective)

f :V - W est une application injective si seulement si f(u)= f(v)=u=v

Définition (Application Surjective)

f :V — W Est une application surjective <> YweW,3veV: f(v)=w

22
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Définition (Application Bijective)

f:V >W Est bijective < f est injective et surjective

Exemple 1:

R> >R’
(X y Z) — (O X + zy) f n’est pas injective

f(1,0,1)=(0,1)
f(1,0,0)=(0,1)

Exemple 2 :
R> > R
(X' y) - (_ X’_y) f est une application bijective.

Théoreme :

F est une application injective < Ker(f)=1{0}

Lemme1:
: / §
Si DimV =n et u,U,,......... ,u, sont linéairement indépendants. = {u,,u,,...u, } est une
base de V.
Lemme 2 :

une base de V.
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Définition Si f :V — U est une application linéaire bijective, donc elle est dite
isomorphisme.

Isomorphisme et coordonnées :

Soit f:V —W est une application linéaire

Vv W

/

f(V,)= a,W, +a,W, + ... +a,W,

f(V,)=a,W+a,W, + .o, +a, W,

f(v)= f(XVy + X,V, + e, X, V)= X, F(v,)+ . + x, f(v,)
= x, (@ W, +ay W, +a,,W, )+ . +x, (@, ,w, +..+a,w,
= (X, + 8y Xporo + 8, X W, + o, +(a,, X, + 8y, Xy F e + 8, X, W,
= YW, + Y, W, + e, + YW,
On rappelle que :
Xy yeeeerenns ..X, sont les coordonnés de Ven B, o Y1 o Yy, sont les

coordonnés de f(v)en B,

24


Administrator
Texte tapé à la machine
www.tifawt.com

Administrator
Texte tapé à la machine


www.titawt.com

Expression matricielle

Y1 ayn aj, aq, X1

y2 _ aZl a22 aZn * X2

: ) ) . ) X.
_ym_ _aml a‘m2 amn_ _X4_
Coord. de Coord.deven B,
f(v) En B,

Y = AX = A: matrice associée a f sur les bases B, et B,

Fixer B,, Et B,

Définir T <
et donner A.
Exemple :
f_iR3—>ERZ
“(x,y,z)> f(x,y,2)=(x+y,y+1z)
1 0 0
B , :Basecanoniquede ® * : B A6 = 0 1
0 0 1
. 1 0
B, :Basecanoniquede ® ? :B , = {(0}(1}}
f@,0,0)= @.,0) 1
£ (.1,0 )= @.1) A= 1
f (0,0,1)= «(0,1)
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Vérification :

f@11)=(2,2)
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Chapitre 3 Espace Vectoriel et Produit Scalaire

3.1. Produit scalaire, Norme, Orthogonalité
Nous considérons un espace vectoriel (V +,), et on rappelle le produit scalaire *
définit par :
Définition :

VxV >R

*

(v, W) > v*w

Tel que :

i) usw=w=*u

i) vE(Uu+w)=(vEu)+(vEw)

iii) viv=0<v=0

iv) ve(lew)=1e(vw)
Exemple :

1) R3xR® >R

Soient v=(x,y,z)e R*;w=(a,b,c)e R* et
a

(v,w) >v*w=(xy,z)| b |[=ax+by+czeR
c

2) RoxR° >N

(oY@ b) = v ) > usv=(x y{j v =(x y>.[1 ‘j}@ ~ax+ by

b 0

3) MIxR2 SN

((x,y)(a,b)) > uxv=(x, y)@ ij[?} = 2ax + 2by + 2ay + 4by

Vérifier que c’est un produit scalaire !!
En effet,
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2 2
uxu=(x,y [* =2x* +4xy +4y®
2 4)\y

=(x+2y)+x*=0= x=0
Xx+2y=0=x=y=0=u=(0,0)

ii)

Remarque :

e Lanorme |v|=|(x y,z)|= X2 +y% +22 =\v-v' est appellé norme euclidienne de

V.
Définition
Dans un espace vectoriel (V,+,), on introduit

V >R

H: =V ERA
Cette opération est appelée la norme de v.

Proposition

i) |v|=0<v=0-]v|:longueur

i) v = 21|
i) v+ wi < V] + w]
u
a v cos(a) = uxv.
Julliv]
Remarque :

u et v sont deux vecteurs orthogonaux si seulement si :

cos(@)=0= a=",=uxv' =0

Exemple :

1) (produit scalaire euclidien)
u=(20) v=(02)
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y *v:uT.v:(l,O).[gJ o

2) (autre produit scalaire)

u=(1-1); v=(10)

el 3

u et v sont deux vecteurs orthogonaux par rapport a ce produit scalaire, mais
pas par rapport au produit scalaire euclidien.

3) ®R" usxv=u"y; |u|=+uTu
Définition :

Exemple
{(2,0),(0,3)}Est une base orthogonale dans %?

Définition
Une base ortho normale {u,,u,,...u, }de ®", est une base orthogonale, de plus

lu|=1 Vi=1..n

Exemple :
La base canonique de R".

4.2 Projection Orthogonale.

D Projection d’un vecteur sur une droite
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ROl=TFr
P LV
MM
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( u.v
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Exemple :

B)Projection d’un vecteur sur un plan

Soient {v,,v, } une base orthogonale du plan =

v2
vl P/r

P (u)=Py(u)+ Py (u) =W Ve U Y2y

P
ol I

Exemple :
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[P, )| _

P,(u)=

ol

t

R ()=

o

uv,

Iva|f

COS

oV,

T

||U|| M

. Projection sur vl

2

: Projection sur v2
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Z
u=(1,1,2)
/ vl=(1,0,0) v2=(0,1,0)
1 v2 Y
X
1))(1 0))O
P.(u)=|@22) o|l{o|+|@L2) 1] 1
1 1 o/lo
1 1
=10(+)f1|=|1
0 0

3.2 Projection d’un vecteur sur un HIPER PLAN de R"

Donc la projection de u sur H est :
P, (u)= (u v, ). v, + (u v, )o Vy + e, + (u v, )o v,

On prend u = (X, X,....X, ) et v=(y,, y,....y,)avec |v| =1

Y1 Y1
P (u)=(uv')ev =] (X, + - + X, y:Z . y:Z -
i Yo )| Ya
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(XY, + X, ¥y +-+ X Y)Y, VY Y, oYY, (X
R e O N I DTS AR B RS PP
(XY + %Yo XY )Yn ) LY Yo+ Y, Y, +t Y, o)
5 Y
Définition :
P, =v.v'

v est une matrice de projection sur v (v est un vecteur uniatire).

Propriétés :

PTP =) .(vv') =vv vy =vv' =P

Ve
=1

PT.=(vv) w' =P

V"

Définition :
PT =P

Toute matrice P quiverifie | p2 — p  s’appelle matrice de projection.

En générale, si on a une base ViV, V0 | d’un sous espace vectoriel de R"
(V = (v, vy, V) avec V]| = Vol =+ =|val et viv,' =0,Vi # j cad. que {v,,v,,--,V, | est

une base orthonormale de V', alors la matrice

T T T
V, VAV, VetV

est une matrice de projection, et projete sur I'espace vectoriel (V = <V1,Vz,“me>).

Exemple :

v =1.

1 V=( )
V2 27

La matrice de projection sur v ou sur la droite {(x,x)/ x e R} est
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1 1
oo (uN2),1 1 |
Pev ‘[ufz]'(ﬁ’ﬁ)‘ i
2 2
1 1 }
B E E 1 B 1/2
RW=1 1(0]‘(1/2}
2 2

2.- On consideére I'espace vectoriel R® et soit {V;.V,} = {(1.0.0),(0.1.0)} une base

orthonormale du pIan(H = (v, v,)).

1 0 1 00) (000 (100
P,=v, v, +Vv,' v, =01 0 0)+|/1|0 1 0)=/0 0 0[+/0 1 0|=[0 1 0
0 0 000/ (000 (000O
1 0 0Y1
P,(uW=|0 1 0|1]|=
0 0 0)2
Définition :

La meilleure approximation d’un vecteur ueR"3 un sous espace vectoriel S < R", est

la projection de U sur S : Ps(U) ; c.a.d. si V1.V, | est une base orthonormale de

S alors

Po=V, V4V, V,+--+V 'V

m m

3.3 Bases orthonormales : Méthode de Gram-Schmidt

Théoréeme :
Detoutebase B = {u,, U, -~ ,U, } de R" on peut obtenir une autre base
B'= {v,,V,, ,V, }orthonormale.

Démonstration :

B - - - B'

{u1’u2"”1un} - {Wl!Wzi'”1Wn} - {V1!V2’"’1Vn}
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2 ViU > Wo Sy - Py () 5 v, =
2
vV, = u. (VlT'Vl)uz
[w, |
3. Vi, Vo Uy > Wy = Uy = Pp(ug) > vy = ||x3”
3
\,3_Us—(V1T.v1)u3 (v, v,)u,
[
ViV, Voo Uy, —
m), W =Uu, — (viv,)u, — (v,v,)u, — (vl _v. )u.
V, = W o
(W o ]
Exemple :
u, =(@11); ;u, =(@12)
B - - N B

upu, b > dwaw, b oo v, g

L _ap-1L

w, = (11); v, =
' SN TT 2

LD).
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GO P RN H R R N ey

LW 1 (—1/2]_ 1 (—1}
Cow| V2l w2 ) 2\t
3.4 Diagonalisation orthogonale. Matrices symétriques

A= P D.P?, AeR™

(S}
les colones: vecteurs propre de A

Si ces vecteurs forment une base orthonormale de R" , alors P.PT =P"P=1.

Toujours, on peut prendre les vecteurs propres V et tels que
IM[=1=>P*=P" = A=PDP

Théoréme :

. T T N
Si A=A"et 4 # 4, sont les valeurs propre de A= V..V, ol Vi, Vv, sont les vecteurs

propre associéesa 4 €t 4,.
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