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ANALYSE

Contenu du cours :
A. Fonctions a une variable réelle

B. Fonctions a deux variables réelles



Séance n° 1
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A. Fonctions a une variable reelle

1.Introduction

Notion de fonction

Notion d’injection

Notion de surjection

Notion de bijection

Bijection et bijection réciproque

Q

DO O



www.tifawt.com

a) Notion de fonction

Définition
Une fonction est une relation entre deux
ensembles E et F telle que :

Chaque élement de E (ensemble des
antécedents) a au plus une image dans F
(ensemble des images)
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. E = ensemble de départ, contient ‘n’ éléments :
XiiXo 3 Xg b oo b Xy
Ce sont les antécédents

. F =ensemble d’arrivée, contient ‘m’ éléments :
Yo Yo Yo voiy T
Ce sont les images

Nous avons : 1 (Xl) =Y, ,'f(Xz) =Y, f(X3) =Y,
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Y, est Iimage de X, ; X, est ‘antecedent de Y,
Yyest [image de X, ; X, est [‘antecedent de Y,

Y., est/image de X, ; X, est | antecedent de Y,

Pour que f soit une fonction,
chaque elément de E doit avoir
au plus une image dans F
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Exemple

f est une fonction car :

XIR , X auneimage et une seule, sauf « 0 » qui
n'a pas dimage
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Ainsi, par une fonction, un
element de E ne peut jamais avoir
olus d'une image dans F



Exemp|e 1 S

o ¢

f est une fonction car:

f(Xl) :yl : f(Xz) ZY2§ f(X3) :y2




Exemp|e D e

o ¢

f est une fonction car:

f(xl):y1 ;f(Xz):yl; X3 n'a pas d'image

Chaque élément de E a au plus une image



Exemp|e F et

f F

f n’est pas une fonction car :

X1 a deux images Y1 et Y2
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Remarque Importante

Fonction et Application

Une application est une fonction particuliere.
C’est une fonction telle que chague antécedent
a exactement une image (s’il y a un antécedent
qui n’as pas d'image alors c’est simplement une
fonction et non une application)



Exemple 1 ettt com
f e

Chaque antécédent a une image et une seul, f est
donc mieux qu'une fonction, c’est une application



Exemple 2 ettt com
f e

X3 n'a pas d'image dans F, donc f n’est pas une
application, mais simplement une fonction
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Exemple 3

IR ! -IR

X: >l

X

f est simplement une fonction car et non une application
car 0 n'as pas d'image
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Exemple 4

f est une application car chaque élément de IR admet
une image et une seule « exactement une image »




b) Notion d’injectiofi™

« fonction injective »

Deéefinition
f est une fonction de E vers F. f est dite

injective lorsque chaque élement de F a au

plus un antécedent dans E : un antécédent ou
rien



Exemple 1 ettt com
f e

Chaqgue élement de F a au plus un antécédent, f est
donc une fonction injective



Exemple 2 ettt com
f e

Chaqgue élement de F a au plus un antécédent, f est
donc une fonction injective



Exemple 3 o s com
f e

f n’est pas une fonction injective car :

Y1 a deux antécédents : X1 et X2
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Exemple 4
IR f . IR

X . X2

f n'est pas injective car :
par exemple 1 a deux antécédents +1 et -1

IR f - IR
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Par contre
[RT 9 . IR

X . X2

g est injective car :
Si Y est négatif (Y <0), alors Y n’a pas d’antécédent

Si'Y est positif (Y =0),Y a un seul antécédent : /Y
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A retenir

f est une fonction de E vers F. f est injective si
elle vérifie :

XX, E f(X1)=f(X2)<:> X1:X

2

C’est-a-dire : deux antéecédents ont la méme
Image si et seulement si ils sont égaux



Remarq ue S

f est une fonction de E vers F. Si f est
injective alors : CardE < Card F

Card E = nombre des éléments de E

- CardE=n
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Remarque

Méthode de la regle : Voir TD



c) Notion de surjectitGii™

« fonction surjective »

Deéefinition
f est une fonction de E vers F. f est dite
sujective lorsque chaque élément de F a au

moins un antécédent dans E : un antécédent
ou plusieurs antécédents
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« fonction surjective »

f est surjective si et seulement si :

y

F

X

E/

t(x)=y




Exemple 1 ettt com
f e

Chague élement de F a au moins un antécédent, f
est donc une fonction surjective



Exemple 2 ettt com
f e

Chague élement de F a au moins un antécédent, f
est donc une fonction surjective



E)(emple 3 o s com
f e

f n'est:
ni injective : yl a deux antécédents X1 et X 4

ni surjective : ¥4 n'a pas d’antécédent



Remarq ue S——

f est une fonction de E vers F. Si f est
surjective alors : Card E > Card F

Card E = nombre des éléeéments de E
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Remarque

Méthode de la regle : Voir TD



d) Notion de bijectioH™"

« fonction bijective »

Définition
f est une fonction bijective (ou une bijection) de

E vers F si et seulement f est une application
qui est a la fois injective et surjective

C’est-a-dire chaque élément de E a une image
et une seule et chaque élement de F a un
antécédent et un seul



Exemple 1 ettt com
f e

f est une bijection de E vers F :
f est injective
f est surjective



Exemple 2 ettt com
f e

f n’est pas bijective de E vers F :

f n'est pas surjective car Yz n'a pas d'antécédent



Exemple 3 o s com
f e

f n’est pas une bijection de E vers F :
f n'est pas injective
f n'est pas surjective



Exemple 4 ettt com
f e

f n’est pas une bijection de E vers F car :

f n‘est pas une application : X5 n’a pas d'image
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Remarque

f est une fonction de E vers F.
Si f est bijective alors :

CardE =Card F
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e) bijection et bijection reciproque
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bijection et bijection réciproque

Comment passer de f a f1 et inversement :

f(x)=y = t-1(y)=x
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AiInsi Si:
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alors:
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Relation fondamentale entre f et

E . F
T 1 \
f
X ( £-1
xUE:f-1of (x)=x| et F:tot-1(y)=y




Exemp|e —

IRt f JRA
X | . X2
IRt #  JR+
X : > *\/ X
Ona:[xOIR™* f_10f(x):\/x2 =|X|=X

et: OxOIR™ fOf_l(X):(ﬁ)zzx




Exemp|e —

IR*+ f=In R
X! Inx
IR_f'=exp JR*+
X | .eX

Ona: OxOIR™ f‘lof(x):elnX:x

ot: LixLIR fOf_l(X):lneX:X




Séance n° 2
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Relation entre
la courbe de f et la courbe de sa réciproque f

A retenir : La courbe de f «C;» et la courbe
de sa fonction réciproque f1 «Cp1»  sont

symetriques par rapport & la 1 bissectrice
(la droite d’équation y = x)
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Exemple S

la courbe de In « logarithme népérien » et la
courbe de sa reciproque exp « exponentielle »

sont symeétriques par rapport a la droite y = x
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A. Fonctions a une variable reel

2. Domaine de définition

IR .IR
X | 1 (X)

IR\ X admetuneimage r
[

IR\ f(X) est définie « onpeut ¢

la calculer » U

1
TR




Exemples o

1. Fonctions polynomiales :

p— 1
f(x)=a,x t..faxta

fonction polynomiale (ou polynome) de degré n

Df =1IR
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Fonctions polynémiales

Exemples :
. f(x)=3x2+x-5 .
. f(x)=7x3-x2+x+15 .
. f(x)=Tx>—x4+x2-24

Pour toutes ces fonctions :

Df =]R =]—o00;+00|



Exemples
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2. Fonctions rationnelles :

f(x)=

P(x)
Q(X)

P(x) et Q(x) sont deux polynébmes

D

f

X
:

IR\ QX)# O@




Fonctions rationnellegmser
Exemple :

f(x)=

2x+1

(x*=D)(x*+1)
Q(x)=0 = (x2-1)(x2+1)=0 = x2-1=0

Car x2+120 _ainsi :

Qx)=0 < x2=] = x=%1

D_=IR—:t1"
f =HE

D, =J=oo;-1]

=11

J1;+00]




Exemples o

3. Fonctions racines (némes) :

f(X) :Q/u(x) , N est un entier naturel non nul

A retenir :

« Sinestpair: D :éx IR\ u(x)ZO%

f
« Sinestimpair: D =D




Fonctions racines (nemesy

Exemples :

« racine carrée » :

On doit avoir :

2x+120 = x=-1/2 Df =[—1/2;+o0|

« racine cubique » :

f(x)=+/2x+1

f(x)=2/2x+1

u(x)=2x+1 définie quelque soit X donc

D, =Dy, =IR =]~co; o[



Exemples o

4. Fonctions puissances :

f(X):u(X)(x ;O estun nombre rationnel

Od=m/n
m et n sont deux entiers naturels non nuls

Onécrit: f(x)=u(x)M/Nn=(y(x)m)l/n

£(x)=Rux)™




Fonctions Quissances fffffff -

Exemples :

1. f(X)=2x+D*¥5 ici a=4/5

Ona: f(X):%/(QX +1)4 ; racine impaire,

on regarde alors le domaine de définition de
2x +1)4 :

(2x+1)% est une fonction polynémiale définie
sur IR donc : Df =IR



Fonctions Quissances fffffff m
Exemples :
2. f(x)=2x+1)-3/4
1

Ona: f(X)=  racine paire,
42x+1)°
on doit avoir : (2x+1)3=0 et (2x+1)3Z0

2x+1)3>0 = 2x+1>0 = x>-1/2
Df =|—1/2;+o0]




Exemples o

5. Fonctions logarithmiques :

f(X)=In(u(x)) ; In désigne le logarithme népérien

Df ZEX IR\ u(x) >OE

Exemple : f(X)=In(1—x2)

D, = IR\1-x? >0§;

or 1—-x2=(1—-x)(1+x), tableau des signes

DDEEI:I
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Fonctions logarithmiques

Exemple : f(x)=In(1—x32)

1+X -

1-x2 -

Ainsi : Df =|-1;+]]




Exemple 2 : f(x)=In(2x+7)(x=5))

D, =xOIR\  (2x+7)(x=5)>0;

Tableau des signes :

_x 72 5

2x+7 - 0 + +
X-5 0 +
Produit + 0 0 +

Donc :

D =[=o0;=7/2{LI]5;+0q




Exemples o

6. Fonctions exponentielles :

f(X):eu(X) . alors Df =D,

« |'exponentielle est toujours définie »

Exemples :

2
. f(x)=eX” +x+2 D, =IR
. f(x)=evX [ D, =IR+

f

. f(x)=el/(x=2) D, :IR—éag
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A. Fonctions a une variable reel

3. Continuité

[0OIR .IR
X | 1 (X)

f est une fonction définie sur un intervalle | de IR
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3. Continuité

a) Continuité en un point a:

~

|
|
|
|
|
|
|
: & 3 droite de a

a gauche de a NE—) .

d

A
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3. Continuité

a) Continuité en un point a:

Définition : f est continue au point a lorsque :

lim_l_f(X): lm f(x)=f(a)
X - d X —-d

limite a droite = limite a gauche = image de a



Exemples
. f(x)—@‘/i;SI x L[0:1]

— O : . continuité en 1
W2-x;si xO)1;2]

Ona: lim f(x)= lim_ V2—x =4/1=1
X—>1 X—>1
lim f(x)= lim JX=+1=I
X - 1 X - 1

et f(1)=+/1=1 ; f est donc continue au point 1
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x+1;s1 xU[O:[
o f(x)=R-x:si  xJI:2] : continuité en 1

éf(l):3/2
ona f(0= lim 2-x=2-1=1
Xel Xal
Im f(x)= lm x+1=1+1=2
X—>1 X—>1
ot T(1)=3/2

f est donc discontinue au point 1
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3. Continuité

b) Continuité sur un intervalle :
Définition :

f est continue sur l'intervalle I =[a;b] lorsque f
est continue en tout point de l'intervalle ouvert

]Ja;b[ ; continue a gauche de b et continue a
droite de a.
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« festcontinue a gauche de b lorsque :
lim f(x)=f(b)
X > b
« festcontinue a droite de a lorsque :

) l_i)n;_l_f(x):f(a)
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Continuité sur un intervalle [a ; b]

= =

| adrotedea | a gauchede b

a X b
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Exemples

n f(X):é\/i;Si x LJO:1]
V2-x;si xOJI;2]

f est continue sur l'intervalle [0 ; 2] car :
« festcontinue en tout point de l'intervalle
10 ; 2[ (en particulier au point 1),
» f est continue a droite de 0 et a gauche de 2.
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Exemples

x+1;s1  xU[O[
o f(x)=R-x;si  x[I;2]
éf(l):B/z

f n’est pas continue sur l'intervalle [0 ; 2] car
elle discontinue au point 1



Séance n° 3
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Propriétés des fonctions continues

Si f et g sont deux fonctions continues sur
un intervalle | alors :

f +g estcontinue sur |

of estcontinue surl (0LIR)

f Xg est continue sur |

t/g estcontinuesur!l (g#0surl)
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Conséequences

Les fonctions polynomiales sont continues
sur IR

Les fonctions rationnelles ; racines nemes ;
puissances ; logarithmiques et
exponentielles sont continues sur leurs
domaines de definition
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bijection et bijection reciproque

| f . J
T f

f est une fonction bijective de | vers J. Si f est
continue sur I intervalle | alors sa fonction
réciproque f1 est continue sur lintervalle J
(car les courbes de f et {1 sont symétriques par
rapport a la droite d’équation y = x)
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Remarque

f est continue sur | intervalle |
sa courbe C; est continue

« Ne presente aucune coupure »
Voir TD (Exercice 2)



Théoréme des Valeurs Intermédiaires
« T.V.l »

T.V.l : Si f est continue sur l'intervalle [a; b]

et f(a)xf(b)<O alors f s’annule sur ]a ; bJ[ ;

Cest-a-dire : LclLlasb[ tel que : T(c)=0
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Interprétation geometrique

A




Ou

www.tifawt.com

—t= )
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Exemple

Montrer que la fonction f(x)=x3+x—3
s'annule (au moins une fois) sur [0 ; 2]

La fonction f est une fonction polynomiale
donc définie et continue sur IR, en particulier
sur l'intervalle [0 ; 2]. De plus :

£(0)=—3<0 et £(2)=7>0

Donc d’aprés le T.V.l : Lel]0:2]
tel que f(c)=0
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A. Fonctions a une variable reel

4. Derivabilité

[0OIR .IR
X | 1 (X)

f est une fonction définie sur un intervalle |

| | | >
a Xg b
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a) Derivabilite en un point x,

Deéfinition

On dit que la fonction f est dérivable en X, si :

Iim
X —» X

0

f(X)—f(XO)

X—X
0

existe.

Cette limite « quand elle existe » est appelée :
dérivée de f au point x, et on la note f’(x,)
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Ainsi

f(x)—f
f'(x,)= lim ()7Hx)

— X—X
X XO 0

A retenir :
toutes les formules de dérivation qu'on
utilise sont une consequence directe de
cette definition.
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Exemples

1. Pourquoi la dérivée d’'une constante est
égalea 0 ?

On pose : £(x)=C, soit X, IR

IR
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f(x)—f(x
f'(x,)= lim o’
X — X X—X
0
— 111

X - x X—X
0

=0

0
Ou encore (en notant x au lieu de xg) :

xUIR, f'(x)=0

Ainsi @ [Ix IR, f'(XO):()
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Exemples

2. Pourquoi: (ax?+bx+c)'=2ax+b

On pose : f(x)=ax?2+bx +c, soit x,LIR

} >
X0

f(x)—f
f'(x,)= lim B)~Hx)

X — X X—X
0
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Donc :

(aX2+bX+C)—(aX2+bX +C)
= lim 0 0

. X —X
X XO O
2 2
. a(xX“—x7)+b(x—x )
= lim O 0
. X —X
X XO O
= lim a(X+XO)+b:a(XO+XO)+b

X — X

=2aXO+b



Ainsr
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0

xoOIR, f'(x,)=2ax,+b

Ou encore (en notant x au lieu de x) :

finalement :

xUIR, f'(x)=2ax+b

f(x)=ax2+bx+c

f'(x)=2ax+b
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Exemples

L1 ]
-

IEI
|
I
\

1

X

3. Pourquoi :

LT 1]

On pose : f(X):l , SOit X IR™
X

f(x)—f
f'(x,)= lim )~Hx)

X — X X—X
0

0
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X —X
1_1 0
X , XX
O = lim 0
. —(X—X ) .
= Iim 0" = Jim ——




finalement :
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X

0

IR™ f'(XO)——

1

X

2
0

Ou encore (en notant x au lieu de x,) :

X

Les formules qui

conséqguence

préecédente :

directe

X

suivront
de

IR*, f'(x)=— 12

la

sont aussi
définition
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b) Memento du petit deriveur

__fonction _ fonction dérivée_
ax+b a
Xa (adQ) oxa-1
JX 1/24/X

InXx 1/X
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eX eX
Sin x Cos X
Cos X -Sin X

tanx 1+tan2x
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Plus genéral : (U désigne une fonction)

au+b au’
ua (aQ) olu'xua -1
JU u'/2u

Inu u'/u
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el u'xeu
Sinu uxCos u
Cosu -uxSin u

tanu (1+tan2u)xu'’



www.tifgwt.c

Sans oublier, lorsque la fonction se presente
sous forme de « blocs », quon a :

___fonction __ fonction dérivée

u+v u'+v'
UXV u'v+uv'
u/v (u'v—uv')/v2

uov (U'ov)xv'
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Exercice

Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

2X
1. fX =X2_1
f(x

ok~ DN
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c) Derivabilite sur un intervalle

Deéfinition

Une fonction f est dérivable sur l'intervalle
[a ; b] si elle est dérivable en tout point
de [a ; b]
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Exemples

1. [(X)=+/X définie et continue sur [0;+oo]

f'(x)= I définie pour XLIJO;+oo]
2JX

Donc la fonction f n'est pas dérivable sur

|0;+00[ car f n’est pas dérivable en 0, mais
dérivable seulement sur l'intervalle J0;+o9|
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2. f(X):ﬂ/X—l définie et continue IR

Question :
f est-elle derivable sur I'intervalle [0 ;2] ?

f(x)=3/x-1=(x=1)!/3

f'(X):;(X_l)—ZB

1

C'est-a-dire : I (X)=

33/(x-1)2
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1
3%/ (X —1)2

donc f n'est pas dérivable en x = 1, et par
consequent f n'est pas derivable sur l'intervalle
[0; 2]

f'(x)=




Re m a rq u e Swww.ﬁfawt.com

1. fest dérivable en x, || festcontinue en X,

2. f est dérivable sur[a;b] LI festcontinue
sur [a ; D]
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Donc « contraposée »

3. festdiscontinueenx, | | fn'estpas
dérivable en x,

4. f est discontinue surfa;b] | | fnestpas
déerivable sur [a ; b]

Contraposee : PLI g © nongl! nonp
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la fonction f n'est pas dérivable en x,
car elle est discontinue en x,




Séance n° 4
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Exercice « Corrige »

Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

2
1. f(x) = f(X)_
(X) x2—1 (X2—1)2
2. f(x) = In(x2+x-3)[ f'x)= 22x+1
X“+x-—3

3. f(x) = ~/XeS1NX

t'(x)= L eSinx +./XCosxe>d1nx

2Jx
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Exercice « Corrige »

4. f(x) = Y(x+1)3 =(x +1)3/5

f'(x)= 3
5%/()( +1)2

5. f(x) = (X2+1)2/15

f'(x)=

4x
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Theoreme de Rolle

Théoreme :

Si f est une fonction continue sur lintervalle
[a ; b] ; dérivable sur l'intervalle ouvert ]a ; b|

et: f(a)=1f(b) alors:

clLlla;b] telque 1'(c)=0
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Interprétation geometrique

P(c) =0

Il y a au moins un point de la courbe
ou la tangente est horizontale
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Remarque

Les hypotheses du Théoreme de Rolle :

a) fest continue sur [a ; b]
b) f est dérivable sur Ja ; b
c) f(a) = 1(b)

sont nécessaires.
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Exemple

Peut-on appliguer le Théoreme de Rolle
a la fonction :

£(x)=1-3/(x 1)

sur I'intervalle [0 ; 2] ?
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Réponse

a) f(X):l—%/(X —1)* :la racine cubique
« racine impaire » est definie sur IR, donc

Df — IR
 festlasomme d'une fonction constante

«1» et d'une fonction racine « —%/(X—l)2 »
donc continue sur son domaine de définition IR,
en particulier f est continue sur l'intervalle [0 ; 2]




Réponse

D) £0)=1-3/(0-1)2 =1-¥1=0

£(2)=1-32-12 =1-31 =0

ainsi  f(0) = f(2)




Réponse —

c) Dérivabilité de f sur I'intervalle 10 ; 2[

f(x)=1-3/(x=1)% =1-(x—1)2/3
2

x—1

t'(x)=—

33

f n'est pas dérivable en x =1 « f(1) n’est
pas définie », donc f n’est pas dérivable
sur I'intervalle 10 ; 2|
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Conclusion

On ne peut pas appliquer le Théoreme de

Rolle a la fonction f (X) :1—%/()( —1)2

sur I'intervalle [0 ; 2] car 'hypothese de
derivabilité n'est pas verifiee !!!

Voir Exercice 5, Série de TD




www.ti

Théoréme des accroissementstinis
« I.A.F»

Théoreme : Si f est une fonction

a) continue sur [a ; D]
b) dérivable sur ]a ; b|

alors : [ clja;b[ tel que :

f(b)—f(a)=(b—a)t'(c)
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2¢eme yarsion « T.A.F »

Théoreme : Si f est une fonction

a) continue sur [a ; D]
b) dérivable sur ]a ; b|

alors :

C

a:b| tel que:

t(b)—f(a) =f'(c)

b—a



3eme yarsion « T.A.F s~

..premier developpement limite

Théoreme : Si f est une fonction

a) continue sur [a ; D]
b) dérivable sur ]a ; b|

alors :Lclla;b] tel que :

f(b)=t(a)+(b—a)t'(c)



JJJJJJ

accroissements finis ?

Comme f(b)—f(a)=(b—a)f'(c)

« 1€ yersion »

Si la dérivée premiere « ' » est une fonction

bornée :

f'(X)‘SM sur I'intervalle considéré,

alors on a : ‘f(b)—f(a)‘SM(b—a)
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Ainsi, si 'ordre de grandeur de f’ est fixé,
les accroissements de la fonction f « f(b)-
f(a) » sont bornes « finis »
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Interprétation géométrique

clila;bl tel que f(b)_f(a)—f'(c)
b—a

Veut dire : Il y a au moins un point de la courbe
ou la tangente est parallele au segment AB
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Interprétation geometrique

A

Il y a au moins un point de la courbe
ou la tangente est parallele au segment
AB




Conséequences
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f est une fonction continue et dérivable sur

I'intervalle [a ;

« Si f'(x)=0 (X

. Si £(x)=0 ( Ox

. Si £(x)<0 (X

b] :

[a;b]) alors f est constante

[a;b]) alors f est croissante

[a;b]) alors f est décroissante

... sur l'intervalle [a ; b]



Preuve  —-

C y b

I I | >

Soient x et y deux nombres quelconques
de l'intervalle [a ; b] tels que : XSy

* Si f(x)=0 (

X

[a;b]), dans ce cas ; TA.F :

t(y)—1(xX)=(y—x)t'(c)=(y—x)*0=0

f(y)=f(x) :festdonc constante sur

'intervalle [a ; b]



Preuve  —-

 Si f(x)20 (Ux[a;b] ), dans ce cas ; T.A.F :
t(y)—t(x)=(y—x)t'(c)=20

y—x=0 f'(c)=0 f(y)=1(x)

f est donc croissante sur l'intervalle [a ; b]



Preuve  —-

 Si f(x)<0 (Ux[a;b] ), dans ce cas ; T.A.F :
t(y)—t(x)=(y—x)t'(c)<0

y—x=0 f'(c)<0 f(y)<t(x)

f est donc décroissante sur l'intervalle [a ; b]
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A. Fonctions a une variable reel

5. Calcul de limites
« Regle de ’THOSPITAL »

lim S1NX =9
X -0 A

Exemple :

Probleme : lorsque X - 0O :

Sinx -0 et x -0
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La forme indéterminée 8 =7

Exemples :

1 lim X?= lim x =0
X—)OX X—>O ,

2. lim X —hml_i‘x’;

X—)OX X—>O
3. lim 9X=5.
X—)O X
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La forme indetermineée

Nous avons une forme Iindéterminée
lorsqu'on ne peut pas préevoir le résultat
d’avance.

| es formes indéterminées :

8:? ; gg:? - 00—00=" ; )Xoo="
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La forme indéterminée 8:?

0

Pour la forme indéterminée =—"2 , on peut

0

utiliser la Regle de 'Hospital :

R-H: Si Xlll)naf(x):thlag(x)Z()

f(x)_ lim f'(x)
g(x) *74g'(x)

alors Xhina



Exemples

1. lim SINX =9
X — 0 A

Regle de I'Hospital :

lim SINX = [im CosX =Cops0=1
X — O X X — O 1




Exemples

> lim InX =9
X —>1X_1

Regle de I'Hospital :

lim InX = 1im I/x=1/1=1
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Exemples

3 lim €X~1=9

X -0t X2
Regle de I'Hospital :
lim €X~l=
X -0t X2
Iim eX:e():1:+oo
X —»0*t2x O+ ()+
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Remarque

La regle de I'Hospital est un outil
puissant pour le calcul des limites.
Elle peut étre utilisée plusieurs fois

de suite.
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Exemples ™

lim X —X—1=9
X -0 X2
Regle de I'Hospital « 1¢re fois »:
. hm eX—1
2X

Regle de I’ Hospltal « 28Me fois »:
0
= lim €X=°_ :l
X-02 2 2
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Exemples

5. l1m SinX—X—X3=?
X — Ot X4

Regle de I'Hospital « 1¢re fois »:

= Iim Cosx—1—3x2
X —» 07 4x3
Regle de I'Hospital « 2eMe fois »:

— 13 —S1inx —6Xx
Xlin(l)"' 12x2
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Exemples ™

Régle de I'Hospital « 3Me fois »:

— —Cosx—6—="7—_
Xll»n(l) 24x ()—+ >




Séance n° 5
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A. Fonctions a une variable reel

6. Dérivéees d’'ordre supérieur;
Formule de Taylor
Développements limités



..........

Dérivées d’ordre supérieur

La dérivee d'ordre n (on dit aussi : la

dérivée ne™e) s’obtient en dérivant f n
fois :

f_on f_on _  §’__on §B)
derive  dérive dérive

on on , f(n)
dérive dérive




Exemples ~
1. 1(x)=Inx
. I'(xX)=1/x:
T'(x)=—1/x2.
. FO(x)=2/x3 S
. f M (x)=(=Dn+l(n—1)1/xn



Exemples ™
2. f(x)=eX
- F'(x)=ex ;
. I"(x)=eX
o f(n)(X) —eX
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Utilisation de la dérivée
seconde « 7 »

Convexite & Concavité

f_on_ f_on  §
dérive dérive
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Convexite

Deéefinition
Jne fonction f est dite convexe sur
intervalle [a ; b] lorsque sa courbe C; sur

'Intervalle [a ; b] est au dessus de toutes ses
fangentes
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Interprétation geometrique

A

fonction convexe :
la courbe est au dessus de ses tangentes
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Concavite

Deéefinition
Jne fonction f est dite concave sur
intervalle [a ; b] lorsque sa courbe C; sur

'Intervalle [a ; b] est au dessous de toutes
ses tangentes
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Interprétation geometrique

A

fonction concave :
la courbe est au dessous de ses tangentes
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Convexite

Theoreme
Si 1"(X)=20 ceci [Ix[Ja;b]. alors

la fonction f est convexe sur l'intervalle [a ;
D]
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Concavite

Theoreme
Si 1"(X)<0 ceci [Ix[Ja;b]. alors

la fonction f est concave sur l'intervalle [a ;
D]
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Exemples

Etudier Ia convexité des fonction
suivantes sur leurs domaines age
aéefinition :

7. T (X)=Inx/,

2 f(x)=eX




f(X)=Inx

f(X)=Inx

f'(x)=1/x

f"(x)=—1/x2 avec

amsi || Ix

D

f

X

=R *+
Df IR

ona [f"(x)<0

La fonction « In » est concave sur IR™+
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Interprétation geometrique

A
INnx

La courbe de « In » est concave
sur IR™




2. fT(x)=eX

www.tifawt.com

f"'"(x)=eX>0 cec/

Df =IR

La fonction « exp » est convexe sur IR
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Interprétation geometrique

t |exp

La courbe de « exp »
est convexe sur IR
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Exercice

Etudier la convexité des fonctions suivantes
sur leurs domaines de adéefinition :

1 E(X)=VX
2 T(x)=1/JX;
3 f(X)=3/X ;
4. f(x)=x3-3x2+x-5
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Dérivées d’'ordre superieur
Formule de Taylor

Question fondamentale en Analyse :
Connaissant la valeur de f au point a, peut-on

donner une estimation de f(b) ?7?
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Exemple « Metéo »

240 .......................................................................

e

Mardi Dimanche

Connaissant la température enregistrée Mardi,
peut-on prévoir la temperature de Dimanche

prochain 7?7
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Réponse « Taylor »

A
) ——
{E)] T— 1'
a 5 >

On peut donner une valeur approchée de f(b),
a condition de connaitre f(a)...mais aussi :

f(a) ; f’(a) ;f®a); f@@a) ;....;fMa); ...
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A savoir :

Notre estimation de f(b) est meilleure lorsque
n est granco

b est proche de a

proches
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Exemple « Metéo »

22°

21°

>

Mardi Mercredi Dimanche

Connaissant la température de Mardi, il est
plus simple de prévoir la température de
Mercredi « proche de Mardi » que celle de
Dimanche « loin de Mardi »



La
« f
am
eu
se
»
Formul
e de
ewai:ifawi:
ayl
or

Thé

\ eore

al >

ord ogh

re n+1 a.loSi e
rs : *
| une fon
ctio
n dé
eriv
able

(b—a)3 b—a)™
3 fO)(a +
)_|_.”_|_( a).
' f(n)

(b(—a)n+1
o f(n+1)
(c) avec
C
. a;b|

a
C b
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Développements limités: a= 0 et b=x

Théoreme : Si f est une fonction dérivable

a l'ordre n+1 alors :
2

f(x)=f(0)+xf" (O)+2f"(0)+ 5 f<3>(())+

n—+1

.+X_f<n>(0)+ 2 D)
n! (n+1)!

avec |cLIO; x| c X
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Notation de Young
Formule de Taylor-Young

2
f(x)=1(0)+xt’ (0)+2f "0)+ 3 (3)(0)+

...+X'f(n)(0)+xn€(x)
n!

avec E(x)=_~  f™*D(e)
(n+1)!
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Remarque

1. E€x) - 0 lorsque x - 0

2. €(X) n'est pas une fonction, c’est une
maniere symbolique d’écrire : quantité qui
tend vers 0 avec x. Donc :

La différence de deux €(X) n’est pas 0
mais un €(X), prendre par exemple x2
et x3

Le produit de deux €(X) est un E(x)
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Développementslimitésimportants

1. t(X)=eX ; La formule de Taylor-Young
donne :

2 n

eX =e0+xe0+" 0+  +* e0+xng(x)

Ainsi :

(D1)

2! n!

x 2 x"
eX=]+x+—" + +7 +xNE(X)
2! n!
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c’est-a-dire : pour x proche de 0

2 n

~1+x+> + +>

2! n!
Exemple :
0,01,

2
001

2

0.1

W01 <
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o f(x)= 1 =(1-x)1"

1—x

La formule de Taylor-Young donne :
- 1(0)=1 ;

F'(x)=—1x(1-x)"2x(=1) [ £'(0)=1 -

£'(x)=—2x(1-x)"3x(-1) 0 £"(0)=2! :

+ fO=-6x1-x)~4x-n0 fO(0)=3

.FM@©O)=n! on obtient ainsi -
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(D2) I =1+x+x2+x3+.. . +xD+xNg((X)

1—x

En remplagant x par —x on obtient : |(D3)
1

=1—x+x2—x3+...+(—Dnxn +xNg(x)

1+x

En intégrant D3 on obtient :|(D4)

2 3
X X

!
In(J+x)=x-"_+ +...+( ) xn+14xn+lgx)
2 3 (n+1)!
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Application : calcul de limites
Exemple :

1

Calculer | Ilm (1+Xx)x
X — ()

1 L 1
“In(d+x) —(X+XE&(X))

(1+X)X —eX —eX

Développement limité| (D4) |a I'ordre 1




limites

Calcul de
AiInsi :
1
lim (14x)x = lim e 780D _ 1 ¢

X — 0

X —» 0

car €X) -0
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Calcul de limites -
« Exercice »

Calculer :

1 | Iim X(e—(1+1)X)
X — +00 X

Ilim (1+
X — +00

X
%)
X




Im (d+= 1y3x

X o +o0 X

lim (XCOSX—SINX)

2
X

2

X — 0 X_I_X_

www.tifawt.com



corrigé

1. lim x(e—(1+1)%)=9
X — +00 X
| x  xlna+h
Ona: (1+2)" =e X
X
1

Or lorsque X — +00| alors

>

X
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1.1 1 1 .1
In(+2)="- + ~ g()
or X X 2x° x° X

Développement limité |(D4) | a I'ordre 2 !

Remarque
C’est l qui joue le rble de x ici, car
1~ 1

~ — () donc — estprochede 0
X X
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Or pour t proche de 0 (t — ) ona:

e =1+ +te(t)

Développement limité [(D1) |al'ordre 1 !!

Donc : (t=—1/2x)

Ly Tgdy

e X X X 1 1y

2X X X




Par consequent :

A+ % =e'xqa=1 +Lgly)
X

2X X X

:e—i +1£(1)

finalement :

x(e—(1+ )X)— (—+ Lecly)

2X X X




C’est-a-dire :
x(e—(1+1yx)=C1e(ly)
X 2 X
Conclusion
lim X(e—(1+1)X):e
X — +00 X

car | lim &)= lim £(0)=0
X — +o0o X { - O




2 lim (1+2)~
X

X — +00
. xIn(1+2>)
Ona: (1+2) = X
X

Or: In(1+ )—_+ 8( )
X X X

Développement limité |(D4) | a I'ordre 1




5

Car =~ -0 lorsque X — 00
X
. x(X+Le(ly)
onc : (1_|_5)X:e X X X
X




s+g(1)

X

X
C’est-a-dire : (1+5) =c
X

Ainsi : Iim (1+
X — +00

Oy X _3
X

cor | lim &(1)= lim &(t)=0

X »>+00 X t—>()




3. lim (1_,_1) 3x
X

X — +00
1
3xIn(1+2)
On a: (1+1)3X . .
X
or: In+ =1 +1gcd)
X X X X

Développement limité |(D4) | a I'ordre 1




1

Car ~— - 0 lorsque X — +oo

Donc :

X

1+

3X
1)

3x (1+1g(

X X

)
X




AInsi :

; 3+e(—)
C’est-a-dire :(1+1) A =c A
X
lim (1+1)7% =3
X — +00 X

Car

lim e(1)= lim £0)=0
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Remarque

Refaire le calcul des 3 limites
precédente en posant « au debut » :

t=1

X



4.

Iim

(XCOSX—SInX)

www.tifawt.com

X—)O X

_1_X_

2
X

2

Nous avons besoin des développements
limités de Cos x et Sin x a l'ordre 3, car
le dénominateur montre gu'’il faut
développer la fonction eX a l'ordre 3
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Développementslimitesa l'ordre 3
de Cos x et Sin x

1.1(x)=CosXx La formule de Taylor-Young &

'ordre 3 donne :
2

Cosx :COSO+XCOS'O+X2'COS"O

3 3
+X3'Cos( )O+X3£(X)
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Or: CosO=1 ;
Cos0=—-S1n0=0
Cos"0=—CosO0=—1
Cos®0=Sin0=0

2
Donc : Cosx=14+0x =S +(0x3 +X38(X)

2
C’est-a-dire : Cosx :l—X_+X3E(X)
2
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De méme pour la fonction Sinus

1. £(X)=S1nXx La formule de Taylor-Young &
'ordre 3 donne :
2
Sinx =Sin0+xSin'0+> Sin"0
2!
3 (3)
+2 Sin  0+x3&(x)
3!
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Or : S1n0=0 ;
S1in'0=Cos0=1
Sin"0==-Sin0=0
Sin®0=—Cos0=-1

Donc :
x 2 x°
Sinx =0+xX1+2 X0+ x—1+x3&(x)
2 6
3

C'est-a-dire : Sinx :X—X_+X3£(x)
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XCOSX —SINX _
Par consequent : 2
X X
e” —1—Xx—
2

X(l—X2/2)—(X—X3/6)+X3£(X)

X3/6+X38(X)

Nous avons utiliser le D. L. de eX al'ordre 3



_ —X3 /3+X3€(X) _—1/3+&(x)

x2/6+x°8(x) 1/6+EX)

AInsi :
(XCOSX—SINnX) —_9

I1im




2¢me Partie du Cours

B. Fonctions a deux
variables reelles




Exemples introductifs

l. Une entreprise commercialise 3 produits :
A, B et C. Le prix de vente unitaire du
produit A est 12 DH, celui du produit B est
15 DH et celui du produit C est 22 DH.

On vend une quantité x du produit A, une
quantité y du produit B et une quantité z du
produit C. La recette R(x ; y ; z) est donnée
par :

R(X;y;z)=12x+ 15y + 22 z

La recette de cet exemple est une fonction

de 3 variables x, y et z




Exemples introductifs

Il. Une entreprise fabrique 2 produits A et B.
Si x désigne la quantité fabriquée de A et
y celle de B, la recette escomptée lors de
la vente de x articles de A et de y articles

de B est donnée par :
R(x, y) = -3x2-2y? +220x +140y

Le cout d'une unite de A (respectivement
de B) qu'on note C, (respectivement Cg)
depend des quantités x et y comme suit :

Ca=2x+y et Cg=x +3y
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Exemples introductifs

a. Exprimer en fonction de x et de y le coUt
c(x , y) de fabrication de x unités de A et
de y unités de B.

C(va)=XCA+yCB
=X (2X +Y) + Y (X +3y)
= 2x2 +3y? +2xy
On obtient une fonction de 2 variables x et y
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Exemples introductifs

b. Exprimer le bénéfice B(x , y) réalisé lors de
la vente de x articles de A et de y articles de
B.

B(x,y) =R(x,y)—c(x,y)
= (- 3x2 2y +220x +140y) (2x2 +3y? +2Xxy)

= -5x2 -5y? -2xy +220x +140y

le benefice est une fonction ade 2 variables x et y
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Exemples de fonction5'&d™
plusieurs variables

y X

c. f(X,y)=x3+y3-3xy

a. f(X,y) =xeY +yeX - 2 variables

b. f(X,y):§+X+1()O : 2 variables

- 2 variables



Exemples de fonction5'&d™
plusieurs variables

d. f(x,y,z):xyz—x+5y+3z > 3 var

e f (%, y,2)=In(x?+ y2—4z) 3 var

f f(x,y,z,t)=x3+y2—z+«/? 4 var
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Remarque

1. Dans le cas de n variables ([n=5|), on
peut noter les variables :

Xy, Xo, Xg s oor s X

la fonction f est notée dans ce cas :

f(Xy, Xp, Xg oor , Xp,)
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Remarque

2. On s’intéresse dans le cadre de ce cours
aux fonctions de deux variables x ety

(x,y)OIRXIR = f(x,y)
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1. Domaine de définition
Df IRXIR f IR
(X,_Y)I ’f(xay)

Le domaine de définition est
un domaine du plan IR?

(IR?= IR x IR)
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Interprétation géométrique

////
S

///
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Interprétation géométrique

A




Exemples

(X, y)=x2+y2—xy—2Xx+y :

x[IR et LIYLI/R on a:

f (X,y) est définie (on peut la calculer)

Donc Df :ITRXIB =]R .
| |

X Y




Interprétation géométrique”

Df =IRXIR

le plan tout
entier /

\

\
\\\\



Exemples

(X, y)=xIn(y)+y2+3:

on doit avolr y>0 pour que f(X,Y)

soit définie, donc
D _=IRX]0,+oo]
f 4 4

| |
Xy




www.tifawt.com

Interprétation géométrique

.y J '
%7,

la moitie
Supérieure
du plan
Sans I'axe Ox




Exemples

F(,y)=In(x)+In(y)+1

On doit avoir : x>0 et y>()

pour que f(X,y) soit définie

Donc D » =]0,+00| X]0,+o00|
i\ i\

| |
X y
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Interprétation géométrique

/4 du plan
Sans les axes
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Remarque

a réviser :
Equation d’une droite dans le plan IR? :

Une droite partage le plan en 3 zones.....
Equation d’un cercle dans le plan IR?2 :

Un cercle partage le plan en 3 zones.....

mmmm) Voir TD
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Exercice

Voir Exercice 1
« [D, Partie 2 »




WWW.

2. Courbes de niveauX & ™
Sections

a) Courbes de niveaux :

Ce sont des sous ensembles du
domaines de définition D.

Elles correspondent a des coupes
horizontales de la surface z = f(x , y)

projetées sur le domaine de définition
D.
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a) Courbes de niveaux

Définition

La courbe de niveau K, notée Gy ou N,
est I'ensemble des points du domaine de

définition D tels que leur image f(x , y) est
égale a K :

— —kz:
Ck éKX,Y) D/t(x,y) kg




Exem le S

- f(X,y)=y—x2

2
Df =IR

La Courbe de niveau k : On cherche les
couples (x , y) du domaine de définition IR?

tels que : f(X,y):k
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f(x,y)=k < y—x2=k < y=x2+k

La Courbe de niveau k est la parabole
d’équation y=x2+K :

C, : (k=0) parabole d’équation y =X2

Cq:(k=1) /7 o y=x2+1
C_q i(k=-1) // o y=x2-1
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b) Sections ou « abaques »

Elles correspondent a des coupes
verticales de la surface z = f(x , y)



www.tifawt.com

g Sections selon x

Onfixex:(x=Kk) etontrace la
courbe z = f(k , y) dans le plan Oyz

rZ
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q Sections selony™

Onfixey:(y=Kk)etontrace la
courbe z = f(x , k) dans le plan Oxz

rZ




Exemple

- f(X,y)=In(xy)| :
Domaine de définition :

Xy>0 < x>0 et y>0ou x<Oet y<O

Df —]—00,0[*}]—00,0[ L_|]O,+00[x]O,+0o[




|
n
i
e
rp
r
é
i
a
i
ion
9
é
0
m
é
i
r
Iq
u

-




Section selon x =17

Onfixex:(x=1)etontrace la
courbe : z=11,y)=Iny (y>0)
dans le plan Oyz

A
‘ Zz=Iny

>y
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Section selon y = -1

Onfixey:(y=-1)etontrace la
courbe : z=1(x,-1)=In-x (x<0)
dans le plan Oxz

r7
Z=In -X

>X
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3. Derivées partielles premieres

1ere notation :

f(x,y)
SeI‘on/ w} y
Py (X,y) Ty(x,y)

Deux derivees partielles premieres



2eme notation

a : Se prononce « d rond »

f(x, y)
Seloy \
of of
aX(X,y) ay(x,y)
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Regle de base

Les premiers pas...dans le calcul difféerentiel

Lorsqu’on dérive par rapport a
une variable, 'autre variable
est supposée constante




Dérivées partielle premiéré™™

par rapport a X

‘ (. 3)= lim f(x, yo)—f (xo,yo)
X — XO x_xO

X est variable et tend vers X,,
alors que y est fixe 1y =y,




Dérivées partielle premiéré™™

par rapportay

f'y (3= lim f (xo,y)-f (xo,yo)
vy, YT

x est fixe : X = Xq alors que y est
variable et tend vers y,




www.tifawt.com

Remarque

Lorsqu’on calcule une dérivee
partielle, on utilise les regles de
dérivation d’'une fonction d’'une
variable réelle
« car une des deux variable est fixée »




Exemples

1 f(X,y)=x2+xy+y4+3

Seloy wilon y

f;((x,y):2x+y

f'y(X,y) =x+4y3




Exemples

2. f(x,y)=xe¥Y+x2y| :

Seloy

wélon y

f;((x,y)—ey +2Xy

fy(X,y) =xe¥+x2




Exemples

3. f(X,y)=x3+y3—-3xy|:

Seloy

wélon y

f ;((X,Y) =3x2—-3y

f 'y(X,y) =3y2-3x
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Dérivées partielles premieres

f(x,y)
SeV w y
Ty (x,y) 'y (x,y)

=
~ -7
~ -
~ -
~ -’
~ -

fonctions de 2 variables
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Une dérivee partielle est une
fonction de deux variables x et v,
on peut alors la dériver a son tour!



Scheme de dérivation

FXXW F (X,Y)

Py Ty Ty T

qualtre derivees partielles secondes



Derivees partielles secdridés

ou dorare 2
f” 1 Ondérive f 2 fois par rapport & x
£ . On dérive T par rapport a x ensuite

*¥' parrapport 4y « dérivée croisée »
£ : On dérive T par rapport a y ensuite
YyX par rapport a X « dérivée croisee »

yy On dérive f 2 fois par rapport &'y
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Exercice

Calculer les dérivées partielles
premieres et secondes des
fonctions suivantes :

1.
2.

3.

f(x,y)=3x2y—xy3—Xx—y

f(x,y)=xIny+ylnx|;

f(X,y)=\/X2+Y2 ?




www. tifawt.

1.f(x,y)=3x2y—xy3-x—y :

2

Fr(uy)=6xy=y3=1  fy(x.y)=3x2=3xy2 -1

N

Froy (o )= [y (x,y) =6x=3y2

Frx (%, 3) =6 fyy (% ¥)==6xy

Remarque : fry=fyx
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o f(x,y)=xlny+ylnx

/N

f)'c(x,y):my"'y/x f;;(xa)’):x/yﬂnx

/ N

f)'(;y(xay):f;,x(X,y)zl/x+1/y

f)'(i‘x(xa )’) :—y/x2 fyy(x, y) =—x/ y2

Remarque . fxy=fyx



S pen= (e
/ &;

fr(x,y)= =x/x%+y? f'y(x =yl +y?

Y
/fxy_fyx —xy/\/(x +y )

fxx:yz/\/(-x +y ) fyy:xz/\/(x +y2)3
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Remarque

a) Theoreme de Schwartz

Si f est une fonction «de classe C2»
alors les dérivées secondes croisees

sont égales : f)'éy: f;x

Joutes les fonctions economiques

considéerees adans ce cours verifient le
Théoreme de Schwartz
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Remarque

b) Une fonction de deux variables
admet :

7. 2 dérivées partielles d’ordre 1 « premiéres »
2. 4 dérivées partielles d’ordre 2

3. 8 dérivées partielles d’ordre 3
4. 16 dérivées partielles d’ordre 4 ... etc
n. 2" dérivées partielles d’ordre n




4. Quelques définitions

a) Les fonctions homogenes .

f est homogéne de degré k lorsque :

(xX,y)

P

el

a>()

f(ax,ay)=ak f(x,y)




Exemples
L f(x,y)=5x2y—xy2

Soit @>() ,ona:

[ (ax,ay)=5(ax)*(ay)—(ax)(ay)-
flax,ay)=5a3x2y—a3xy2

=a3(5x2y—xy2)=a’ f(x,y)

f est homogeéne de degré 3
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— XY
X )Y

Soit @>(),ona:

(ax)(ay) _ xy

22
a2x2—a?y? xP-y

fax,ay)=

flax,ay)=f(x,y)=aVf(x,y)

f est homogéne de degré 0
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3. fa)= o
X Ty

Soit @>(),ona:

flax.ay)=— say 550t 50
a x ta 'y X~ +y

fax,ay)=a—4f(x,y)

f est homogéne de degré -4




4 F(x,y)=xy+x+y+17

Soit @>( ,ona:
f(ax,ay)=a?*xy+ax+ay+1

Si on prend par exemple @ =2 et X =],y=1
On obtient : f(2%X1,2%X1)= f(2,2)=9

F,H=4

F(2x1,2x1)22x £(1.1)

I n'est pas une fonction homogéne
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Regle Pratique

Pour montrer que I est homogeéene (ou non
homogene), on peut utiliser .

La definition
ou
Le Theoreme d’Euler
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f est homogéne de degré k

—

xf;(x,y)+yf'y(x,y):k><f (X, )



Exemple

f(x,y)=5x2y—xy?
/ N‘

f;c(x,y):ley—yZ f;;(x,y):5x2_2xy
On a :xf)'C(x,y)+yf'y(x,y):15x2y_3xy2
xf)'c(xa y)+yf;;(xa y)=3f(x,y)

f est homogeéne de degré 3




4. Quelques définitions

b) Elasticites

/. Cas dune fonction dune variable .

L’élasticité de T est par définition :
X/ (X
=e(f,x)= f ' (x)
J (%)




Exemple

f(x)=x2+x-2
Ona:

o foy=" ) = ¥2x+D) 2x” +x

) x7H+x—2 x*+x—2

Exemple . e(f,2) :;
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2. Cas dune fonction de deux var/ab/es

f(x,y)
— T
Fy (. y) Ty (x, )
¥ 4
Xf (X, ) yf (X y)

e(f,x)= e(f,y)=—2
f(xy) f(x,y)
Elasticite partielle Elasticité partielle

par rapport a x par rapport a y



Exemples
. f (6, y)=5x2y—xy? ;
f(x,y)=10xy—y2
|

xfx(xay) _lezy—_xyz

e(f,x)=
Flry) Sx7y—xy’



xy2
2 y—

S5x

V)=

(x,

f

y
2x
y"l—sz

L (s y)‘

f)’

2
2xy
2
X
Y) 5
| (x,
Y

2 2
'{, y
x
Sx
)
y
(
(f
e
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f(x,y)=5x2y=xy2

/\k

1()xzy—)cy2 5x2y—2xy2

e(f,x)= e(f,y)=

S5x%y—xy* 5x°y=xy”

~ -
~ -
~ -
~ -
~ -

<\ &

Exemple: x=1; y=1
e(f,x)=9/4 et e(f,y)=3/4
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2 f(x, )7) :X()’O 1y0,99 :

g
£, ) =0,01x099,,0.99
\ 4

Xfx (x,y) _0,0 1)60’0 1 )70’99

0,01 099

= ~0.01
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 (x,3)=x001,,099

|

£y (% y)=0,99x0:01,=001
8

yfy (x,y) - O,99x0’01 y0’99

F(x,y) x(),Ol 0,99 =099

e(f,y)=

Y



Ainsi
f (,y) = 1001099

— X\

e(f,x)=0,01 e(f,y)=0,99



D’une maniere générale

£ (x,y)=kxd yP

S

e(f.,.x)=a e(f,y)=0
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4. Quelques définitions

c) Differentielle folale
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La différentielle totale de f au point

(Xo , Vo) @vec les accroissements dx et dy
est la quantité :

f(x y)_f( ,yO)XdX'l'f( 9y0)xdy
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fOuy)=x2y+xy2=xy(x+y)

Calculer la différentielle totale de f au
point (20,30) avec les accroissements
dx =1etdy = -1



Réponse

df 5030, f,(20,30)x1+ f'y(20,30)><(—1)

Or ;

Fi(x,y)=2xy+y20 £.(2030)=2100

[y =x2+2xy0 f,(2030)=1600

df (20,30)

=2100x1+1600x(—1)=500
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Interprétation

(Xg+dX,Yo+dy)

dx

>

XoYo)  Question
Lorsque X subit une l|égere variation dx
«ou Ax» (on passe de x, a x, +dx) et y subit
une légére variation dy «oulAy» (on passe de
Yo @ Yo +dy) , de combien varie la fonction

f <<Af Py P




Réponse

1. Calcul direct :
Of =1 (xyFdx, y, +dy)= [ (X5, 5,)

2. Valeur approchée :

ANf Lidf (XO’ yo)




Exe m p | e ———

Soit la fonction U (appelée fonction d’utilité)
donnée par :

U(x,y)=x1/3y2/3
Calculer U(x,y) pour x=8 et y=1

De combien varie la fonction d'utilité U
si X augmente de dx=0,1 et y diminue de
dy=0,01

(Utiliser deux methoaes)



Réponse

1. Calcul direct :
Ona:

X, =8 5 Y,=13 dx=0,1 5dy=—-0,01
AU =U (x, +dx;y, +dy)=U(x,;¥,)
=U(8,1;0,99)-U (8;1)

=3/81x3/0992 ~2=-0,00511..




Réponse

2. Valeur approchée :

AU [dU ¢
avec les accroissements de =0l
dy=—0,01

dU & =UBDx01+U |, 81)x(-0,01)



_ ' 1
U (x,y)= 3x 2/3y2/31] U, 8 H)=—
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12

U',(x,y) =2 1/3—1/3 U, 8) —4
3 3

Donc : dU &)

=1/12x(0,1)+4/3x(—0,01)

C’est-a-dire : dU _ .. =—0,005

3,1
On obtient ainsi : AU

—0,005



Quelques Interprétations
Economiques

Variation &
Variation relative



Exemple

Le salaire S d’'un employé a éte
augmenté de 1300 DF
On parle ici de variation du Salaire :

AS=1300

Le nouveau salaire est :
S'=S+AS=S5+1300




Exemple

Le salaire S d’'un employé a éte
augmente de 5% : [] AS =5%xS
On parle ici de variation relative du
Salaire :

AS —50y,
S

Le nouveau salaire est :
S'=S+AS =S5 +0,05x5 =1,05%S
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A. Cas d'une fonction
« @conomique » d’'une variable

q lVariationdef:
On rappelle que :

)= fx))
f'(xo): lim 0

> X—X
X xo 0
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Lorsque X — X, 5 f(x) - f(x,) (festcontinue)
On note : df :f(x)—f(xo) et dx=x—x0

gue I'on appelle respectivement differentielle
de f et différentielle de x, on a donc :

f'(x):?;]; ou encore df = f'(x)Xdx

Exemples : 1
. f(x)=vxU df =——dx.
2Jx

: f(x):)lc df ==L dx

X




dx

df

of
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Notations

. Variation infiniment petite de x
. Variation infiniment petite de f
. Variation tres petite « faible» de x

. Variation tres petite « faible» de f



En pratique

si la variation /Ax que subit x est faible :
la variation subit par la fonction f est faible

etona: Af f'(x)xAx

Remarque : dans la formule df = f'(x)Xdx
nous avons remplacé :

dx parAX et df par Af
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Exemple

Le cout global de la fabrication d'un
bien en quantité x est donnée par la

formule : C(x) =750 2

Pour une quantité x=10 (par exemple) :

C(10)=250-100=150
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Calculons I'écart (de 2 facons différentes)
résultant d’'une augmentation Ax =1

1) Calcul direct :
C(11)=250-112=250-121=129

donc

AC=C(11)-C10)=129-150=-21



2) Valeur approchée : en appliquant la
formule :

AC LUC'(x)xAx

On obtient :
C'(x)=—2x1 AC Li(-20)x(1)

AC =20
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A retenir

« Si x subit une faible variation Ax, une
valeur approchée de la variation &f de f
est donnee par la formule :

Af Lif(x)xAx




q \lVariation relative

Ona:4f Uf (x)xAx < f'(x)

of

Ax

L’élasticité de f au point x est :

e(f.2) =

J(x)

el
Ax

J(x)

e(f,x)

of

o

Ax
X
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Elasticité de f au point’X :

of
e(f 00 o AJ{Ie(f,x)xAx
X

X

of

—— représente la variation relative de f

Ax

— représente la variation relative de X
X
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Exemple

f(x) représente une fonction économique
dépendant de la quantité x d’'un bien
distribué.

On suppose connaitre la valeur de f pour
une quantité x=1000 et que l'élasticité en
X=1000 est : e(f,1000) = 5.
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Exemple

La quantité distribuee a baissé de 2%
(980 unités ont été distribuées au lieu de 1000),

cela entrainera une variation relative de f :

AJ{ Te( £,x)x2Y =5x2%=—10%
X

f a baissé d’environ 10%
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A retenir

- Si x subit une faible variation relative
Ax/x , une valeur approchée de la
variation relative de f est donnée par

la formule : A_f je(f x)xAx
f X

e( f ,x) désigne I'élasticité de f au point x
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B. Cas d’'une fonction
« @conomique » de deux
variables

q Variation def :

Nous avons vu que : Af df(x v)
0’70

C’est-a-dire :
Af Of (X, yo)xdx+ f 1, (X, o) <y
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En pratique : si la variation Ax que subit
x est faible et la variation Ay que subit
y est faible : la variation subit par la

fonction f est faible et on a :

of

f.;C(xO’yO)XAx-I-f;}(xoayo)xAy

Voir exemple precedent

« paragraphe 4 c) : differentielle totale >



A rete n i r S

- Si x subit une faible variation /\x
et y subit une faible variation Ay

une valeur approchée de la variation
de f est donnée par la formule :

O Of (X, Y < Dx + f 1, (X, ¥ ) <Dy




g

Ona: Af
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Variation relative

e y)Dx+ £ (x, y)xAy

En divisant par f(x,y) :

of

fx(X,y)xAx+fy(x,Y)xAy

f

F(xy) f(x,y)



On

fait
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apparaitre les variations

relatives de x etde y :

of

xf);(x,y)xAx_l_ ny'(xa)’)xAy

f fxy) x  fxy Yy

af

f

e(f 0P e f,y)x
b y
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Variation relatlve de T

Y Ce(f 0B +e( £,y
f X y

of représente la variation relative de f

f
Ax Ay

— et —= représentent les variations relatives
X Y de xetdey

e(f,x)et e(f,y) representent les elasticités
partielles par rapportax etay
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Exemple

f(x,y) représente une  fonction
économique dépendant de deux
guantités x et y de deux biens fabrigues.

On suppose connaitre la valeur de f pour
une quantité x=1000 et y=500. Supposons
aussi que les elasticités partielles en x=1000
ety=500sont:e(f,x)=5 ete(f,y) =3
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Exemple

Suite a un incident technique, la fabrication
des deux biens a legerement varie : X a
diminué de 4% et y a augmentée de 5%.
Quelle variation cela entrainera sur la fonction

économique f ?

B 05x(~4%)+3x5% =—5%
f

la fonction économique f subira une baisse
d'environ 5%




A rete n i r S

» Si X subit une faible variation relative
[\x/ x et y subit une faible variation
relative Ay/ vy, une valeur approchée

de la variation relative de f est donnée
par la formule :

Y De(f0xBE +e(f,y) >
A X y




Fin de

I'interprétation
Economique

Surte du Cours
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4. Quelques définitions

d) Hessien de f

Rappel : déterminant d’ordre 2

a «C

b d

=ad —bc
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Le Hessien de f au point (x , V)
est la quantité :

Hf(x,y):

) fry(xy)
NER) I NER)
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Exemple

Soit la fonction f(x,y)=x2y—xy3

Calculer le Hessien de f aux points (0;0),
(1;2) et (-2;1)



fOon)=a2y=—xyT
/ N
f;c(x,y):2xy—y3 f;}(x,y):XZ—gxyZ

N

Fry )= f (6, ) =2x=3y2

Frx (6 3) =2y fyy (6 y) ==6xy
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Donc Le Hessien de f au point (x , y) est
donne par :

2y 2x—3y2

H (x,y)=
J 2x—3y2  —b6xy
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Ainsy/

H (0,0 :O 0 =0—-0=0

/ 0 0
H (12)= 4 10 g 100=-148
f -10 -12

H (-2])= 2 T4 49="25
/ -7 12




5. Optimisation
Ou
Recherche d' Extrema



Remarque

Extrema
Ou

Extrémums

Maximum
<< MAX >

Ou

Minimum
<< |\/||N >
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Probleme

Soit f(x , y) une fonction de deux variables
définie sur un domaine D
((x,»)UD U IR?)

On cherche les couples (x, y)
gui rendent f maximale ou minimale




Extremum local ou gityal

Plus grand
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Un maximum global (s’il existe) est
un point (Xq,Yo) du domaine D qui vérifie :

(x,y)

D :f(xay)gf(xoayo)

Un minimum global (s'il existe) est
un point (Xq,Ye) du domaine D qui vérifie :

(x,y)

D : f(xy)2f(x,)
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a) Extremums "locaux” libres

On checrche les extrémums “locaux”

de la fonction f sachant qu’il n y a aucune
contrainte sur les variables x et y :
on dit que les variables x et y sont
indépendantes ou libres
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On parle alors d’éxtremums libres
de la fonction f sur le domaine D
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Methode a suivre

|.  Etape 1 : Recherche des candidats

Remarque : On dit aussi points critiques ou
points stationnaires

Ce sont les couples (x , y) solutions au
systeme :

. gf)'c(x,y)=0

' fy&»=0

O
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On doit résouare le systeme S “ étape un
peu difficile I” et donner ses solutions :

(Xol yO) ; (Xfl yf) ; (XZJ yz) ; elc...

Les COU,U/QS (XO s yO) ; (Xi s yi) ; (XZJ
V,) ... sont les candidats ( ...pour étre

extremums), ou les points critigues ae la
fonction f

(on dit aussi : points stationnaires de f)



Il. Etape 2
Nature des candidats

Min



“ Et ape 2 www.tifawt.com
Nature des candidats

Ni Max

Point-selle NI Min




1. E’[ape 2 ———
Nature des candidats

NI Max

~0) Ni Min
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Etape 2 : Nature des Candldats

On calcule le Hessien de f pour chaque
candidat.

Soit (X , Yo) Un candidat issu de |'étape 1 :

P

H »yo>—fxx( xy) FayE )
FixGigyy) Sy
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Etape 2 : Nature des Candldats

q Si Hs (Xg , Y0)<O

pas d’extrémum en (X, , Yo)

« NI Max ni Min »

Il s'agit d'un Col ou un point-selle en (x, , y,)

q Si H; (X, Yo) >()

f présente un extrémum
en (Xq , Yo)
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Pour savoir s'if s agit d'un Max ou d'un Min, on
regarae le signe de la derivee seconde par
rapport a x (ou par rapport a y) :

Si f (x5 <0:
f présente un Maximum en (x, , y,)

Sifxx(xo, yo) >() -
f présente un Minimum en (x, , y,)
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3¢me cas : On ne peut pas conclure

q SiHf (X 5 Yo) =0
Dans ce cas, on ne peut rien conclure

Remarque : Dans ce cas, on peut faire appel a
d’autres méthodes : Des estimations locales

de la fonction au voisinage du point (Xq , Yo)
par exemple. Voir « ID  Partie 2 - Exercice 3~
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Exemple 1

Soit la fonction :
f(x,y)=—3x2—4y2-3xy+69x+93y

Trouver les extrémums « locaux » de
la fonction f
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Réponse

|.  Etape 1 : Recherche des candidats
On qoit resouadre le systeme .

S - EL][X(X,)?):O - 5‘6x—3y+6920
Fiomo oo
o 6x+3y=69 _, x=T7
3x+8y=93  y=9

Nous avons un seul candidat . le couple (7, 9)



Réponse

Il. Etape 2 : Nature des candidats

On calcule le Hessien de f au point (7, 9) :

Hf(x,y):

Hf(x,y):

—6
—3

—3
—3

fraxy)  fro(y)
Foxey)  fryny)

=39
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Réponse

Le Hessien de f ne dépend ici de (x, y), hous
avons alors au point (7, 9) :

Hf(7,9):39 >()

f présente donc un extrémum au point (7 , 9)

Pour savoir s’il s'agit d'un Max ou d'un Min, on
regarde le signe de la derivee seconde par
rapport a X :



Réponse

f)'c'x(xa y):_6 f)'c'x(7’9):_6<0

f présente donc un Maximum « local » au
point (7 , 9)

La valeur de ce maximum est :

£(7.9)=660
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Exemple 2

Soit la fonction :
f(x,y)=3xy—x3—y3

Trouver les extrémums « locaux » de
la fonction f
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|.  Etape 1 : Recherche des candidats

On doit resouadre le systeme .

Y x(x =0 _ 33-x2)=0
| y(x)=0 3(x-y2)=0
o =2 gy:xz
x=y?2 éx:(x2)2:x4
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Etape 1 : Recherche des candidats

s _ 2
A

U
U

g.x(l—x3)=O

n

0
Jo
IS
il

0

\O

[]

= %xfg..ou..gx fll
x=0.0ux=1 ¥~ e

0
DD\D@]DD
[

S

Nous avons ici deux candidats (0, 0) et (1, 1)
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Etape 2 : Nature des candidats

On calcule le Hessien de f aux points (0,0), (1,1) :

Hf(x,y)=

H P (0,0)=

H P (L) =

—6
3

3
—6

—6x 3
3 —06y
—9<0LI| pas dextrémum
en (0,0)
=36—9=27>0

Extremum en (1,7)



Réponse
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On regarde le signe de la dérivée seconde de f
par rapport a x au point (1, 1) :

f)'c'x(xa y) =—0x

fr(LH==6<0

f présente donc un Maximum « local » au
point(1,1)

La valeur de ce maximum est :

JADH=1



Séance n° 11
« Derniere Séance »
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b) Extremums "locaux” liés

On checrche les extrémums “locaux”

de la fonction f sachant que les variables
X et y sont liees par une équation
appelée “contrainte”

Contrainte : g(x,y)=0
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On parle alors d’éxtrémums de

la fonction f sur le domaine D liés par la
contrainte g(x,y)=0

Le probleme est plus simple que
celui des extrémums libres :
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Yy (x , y) verifiant la contrainte
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Deux méthodes :

. Meéthode de substitution
Ou

IIl. Methode du multiplicateur
de Lagrange
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. Methode de substltutlon

A partir de la contrainte g(x,y)=0,
on exprime y en fonction de x (ou x en
fonction de y) et on remplace dans /la

fonction f(x , y)

On obtient alors une fonction dune
variable reelle :
on cherche ses extremums
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Exemple

Chercher les extrémums de la fonction :
f(x,y)=3xy—x2—y2

Sous la contrainte x+y =2



Réponse

On pose :

g(x,y)=x+y—2

« contrainte »
gx,y)=0 = y=2—x

on remplace y par sa valeur dans f (x, y) :



Réponse

f(xy)=f(x2-x)
=3x(2—x)—x2—(2—x)2
=—5x2+10x—4=h(x)

On obtient une fonction d’'une variable : h(x)



www.tifawt.com

Réponse

On cherche les extrémums de la fonction h(x) :

h'(x)=—10x+10=10(1—x)




Réponse
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La fonction h présente un extrémum en x-=1

X —

1

y=2—x=1

Conclusion

x=1
L] :1

=

La fonction f présente un seul extrémum sous
la contrainte x+y=2 - un Maximum en (1, 1)

La valeur de ce maximum est : f(1,1)=1
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Remarque

On utilise la meéthode de substitution
lorsque la contrainte g permet d’exprimer
facilement y en fonction de x (ou x en
fonction de vy)
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II. Methode de Lagrange

On Integre la contrainte dans le
probleme en considéerant la fonction de
Lagrange « a 3 variables » suivante :

L(x,y,A)=f(x,y)+Ag(x,y)

1

Aestle multiplicateur de Lagrange
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Il. Methode de Lagrange

On cherche alors les extremums « [ibres »
de la fonction L :

q Deux élapes :

v Recherche des candidarts
v Nature des candidarts

Probleme a 3 variables !/
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Etape 1 : Recherche des candidats

On commence par resouadre le systeme .
L (xy,A)=0
S L (x,y,4)=0
uL (2, y,4)=0

Les solutions (X;, V1,A. )7 (Xo, VoA, ) ---
du systeme S sont les candidats
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Etape 2 : Nature des candidats

On calcule le Hessien de L pour chaque
candidat.

Soit (Xq , ¥4 ,4, ) un candidat issu de I'étape 1

H (xq,y; =/]1 )



www.tifawt.com

H, (yA)=L, L L

Calculé au point (X , Y1, )
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q SiHL (x1,y1,4) >0

f présente un Maximum en (x, , y,)

g S|HL(X1=Y1= ) <O

f présente un Minimum en (x, , y,)
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3¢me cas : On ne peut pas conclure

q SiHp (Xq,Yq,4 )—O

Dans ce cas, on ne peut rien conclure
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Exemple

Soit la fonction :
fx,y)=x+y+5

Chercher les extrémums de f sous la
contrainte : x2 + y2 =1



Réponse

Onpose: g(x,y)=x2+y2—1

La fonction de Lagrange est donnée par

L(x,y,A)=f(x,y)+Ag(x,y)
=x+y+5+A(x2+y2-1)
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Etape 1 : Recherche des candidats

On doit resouadre le systeme .

EL (x yaA)_O 51+2AX—O
S - DL y(6Y,A)=0 §1+2/\y—0
DL . (x,y.1)=0 cx2+y2—1 0
A=—1/2x
= D/l——1/2y
Dx2+y2—1 0
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Egalite des deux premieres equations .
A==1/2x==1/2y[] x=y

On remplace dans la 3°7¢ équation :

xX2+y2=] & 2x2=] = x=i\/§

2



V2

y="" car x=y et A =1

2
2

y— €

2

2Xx

1 _\2

fA=—— =7

2x 2

V2
2
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Nous avons donc adeux candiaats :
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Etape 2 : Nature des candidats

Calcul du Hessien de L

2A 0 2x
HL(x, yvAD)=0 24 2y
2x 2y O

En développant suivant la 1¢ ligne par exemple :
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On obtient .

H, (x,y,A)=2] A0
L 2y 0 214 2y
=—8Ay2 —8Ax2

=—8A(x2+y?2)
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Ainsi :

II _8vV2 .
Lz 2 p)

Maximum en(x2/2.:/212)
H (—\/i,—ﬁ) = —8\/5 <0
L 2" 2
Minimum en(—J2/2,-2/2)
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Conclusion

La fonction T présente deux extrémums sous
la contrainte x2+ y2=1 :

\/2\/2
2 2
J_ J_

2 2

Un Maximum en(

Un Minimum en (—



6. Fonction composée
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Cas simple
« Une variable »

Exemple
On considere la fonction a deux variables
suivante : f(x,y)=3xy—x2—y2

Onpose : F(t)= f(t+1,t2-2)

Calculer F'(t)



Réponse

1)  Methode directe :

On calcule F'(¥) puis on dérive :
F()=f(t+1,2-2)
=3(t+1D)(12—2)—(t+1)2—(t2—2)2

=—t4+3t3+612-8r—11
F'(t)=—4t3+9¢2+12¢ -8




2) Formule de dérivation

On pose : [F(1)=f (u(t),v(?))
avec U(t)=t+1 et V(t)=t2-2

On a alors :

F'(6)= f (@) < (0) + f , (®),v(0)) V' (¢)
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Celte formule de dérivation fait intervenir
les dérivées partielles de f :

f(xy)=3xy—x2—y2
S

Fre=3y=2x  fy(x,y)=3x=2y
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Ainsr :
f @), v(0)=3v(t)—2u(t) =32 =2t -8,
f'y (). (@) =3u(t) =2v(t) = =22 +3t +7 .
On applique la formule .
F'(6)= f (@) (@) <t (0)+ f , (®),v(0)) V' (¢)
=(3t2 =2t —8)x1+ (=22 +3r +7)x 2t
=—4t3+9¢2+12¢—8
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A retenir

On considere la fonction a une variable

definie par : F'(£)= f (u(t),v(t))

ou f est une fonction de deux variables
notées x ety : (x,y) >T(x,y)

On a alors :

F'(6)= f (@) (@) < (0) + f  @(®),v(0) v/ (¢)



« Fin du Cours »
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