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1- Calcul Différentiel

Introduction

Nous commengons par des rappels sur la notion de dérivée, et tout d’abord dans le cas le plus simple des
fonctions & variables et valeurs réelles (le cas des fonctions & variables et valeurs complexes est plus spécifiquement
traité dans le cours de variable complexe.)

Définition (fonction réelle dérivable). Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — R une fonction réelle.
f(x) = f(a)
r—a
I\ {a}. Cette limite, comme toute limite de fonction si elle existe est alors unique; on la note f’(a). Il s’agit
d’un nombre réel. On dit que f'(a) est la dérivée de f en a. Si f est dérivable en tout point a de I, on en

déduit une fonction I 3 a — f'(a) € R, appelée la fonction dérivée de f.

On dit que f est dérivable en a € I ssi le rapport , admet une limite lorsque z tend vers a dans

Remarquons que dire que f est dérivable en a équivaut & dire qu’il existe un réel f’(a) (qui s’avére étre
1
unique en tant que limite), tel que la fonction I\ {a} 3 z +— ﬁ[f(x) — f(a) = f'(a)(z — a)] € R tende vers
T —a

0 lorsque z tend vers a. Ceci revient encore a dire qu’il existe un réel f'(a) (qui s’aveére étre unique) et une
fonction €, : I — R qui tend vers 0 lorsque = tend vers a tels que :

pour tout € I : f(z) — f(a) — f(a)(x —a) = (x — a)eq(x) ().

Dans cette introduction, on se concentre sur 'aspect géométrique de la définition de la dérivabilité: le

graphe de Papplication I 3 = — f(a) + f'(a)(z — a) est la partie de la droite A de R? (au-dessus des abscisses

x € I) de pente f'(a) et passant par (a, f(a)). Ce que nous apprend 1’égalité (x) sur la géométrie du graphe

I’ de f au voisinage de (a, f(a)) est que la distance 4, représentée sur la figure ci-dessous est de l'ordre de

|(x — a)eq ()|, et donc tend vers 0 plus vite que |z — a| (). Autrement dit le graphe I" vient “s’écraser” sur la
droite A au point (a, f(a)).

|-
fa)+f (a)(x-a} - -

f(a)

=x=ag ()|

(1) Soient up et uy deux fonctions définies sur un intervalle I, a € I et supposons que us ne s’annule pas
sur I\ {a} et que limO ui(x) = lin}) uz(x) = 0. On dit alors que uy tend vers 0 plus vite que ug lorsque x
xr— Tr—

tennd vers a ssi le rapport u; /ug tend vers 0 en a.
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2 Introduction

Considérons maintenant le cas un peu plus général des fonctions & variables dans le corps K =R (ou C) et
a valeurs dans un espace vectoriel normé quelconque (F, || ||) (et de dimension quelconque) sur le corps K(= R
ou C). Soit ©Q un ouvert de K (ie par exemple un intervalle ouvert si K = R, ou un disque ouvert si K = C) et
a € Q. La définition ci-dessus de la dérivée d’une application réelle est transposable a la lettre dans ce nouveau
contexte, puisque ’on dispose bien de la notion de limite dans I’espace normé F'.

Définition. On dit que Papplication f : @ — F est dérivable en a ssi la fonction Q \ {a} > a —
1 -
—(f(z) — f(a)) € F admet une limite en a dans F (nécessairement unique et notée f’(a)), ou de fagon
équivalente ssi il existe un vecteur f_7 (a) € F et une application p, : & — F de limite nulle en a, tels que :

Ve € Q; f(z)— fla) = (x —a).f'(a) + |z — al.pa(z). (k)

Notons que la phrase (xx) généralise la phrase (x), et que si (x*) est vérifiée, le membre de droite de ’égalité
tend vers Op lorsque x tend vers a dans K. On en déduit que f(z) tend vers f(a) dans F lorsque = tend vers a
dans K. Autrement dit, si f est dérivable en a, f est continue en a.

L’interprétation géométrique de (xx) ressemble & celle de (x). Dans l’espace vectoriel K x F, normé (par
exemple) par || ||[xkxr = max{| |k, | ||r}, la courbe qui représente le graphe de f vient s’écraser sur la droite
passant par (a, f(a)) et dirigée par (1x, f'(a)) (cf la figure ci-dessous ou F = R?).

A
v }/ /

(af@)

(a,OF) (XYOF) Kx{0¢}

Ix-al

Remarque. e Dans cette définition, la norme de F intervient (la notion de limite dépend a priori de la
norme choisie sur F'), la notion de dérivabilité et de dérivée en un point dépend donc a priori de la norme que
lon se donne sur F. Mais on verra (Théoréme 0.5) que lorsque F est de dimension finie, la dérivabilité et la
dérivée de f en un point sont indépendantes de la norme choisie.

e La définition de la dérivabilité (xx) n’a plus de sens dés que f est définie sur F, un espace

—

vectoriel qui n’est pas le corps des scalaires, puisque dans ce cas le produit (z — a).f’(a) n’a plus de sens !

Le but de ce cours est de donner une notion pertinente de “dérivée”, pour les applications a variables dans un
espace vectoriel normé E de dimension > 1. Pour cela, on remarquera que 'application L : K 3 z — x. f’ (a) e F
est linéaire, sur ce modele on remplacera donc dans le cas général la définition (xx) par: “il existe une application
linéaire L, : E — F, une application p, : 2 — F qui tend vers O lorsque sa variable tend vers Og, telles que :

Ve € Q, f(x) - f(a) = La(z — a) + ||z — al|g-pa(z — a).”
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Introduction 3

Cependant, lorsque la dimension de E est infinie, il se peut qu'une telle application linéaire L, ne soit pas
continue en Og, et donc que cette notion de dérivabilité n’implique pas méme la continuité de f en a. On
réclamera alors, dans la définition ci-dessus, afin qu’elle soit plus forte que la continuité de f en a, que
I’application linéaire L, soit continue.
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4 Chapitre 0- Rappels d’algébre multilinéaire et notion de graphe.

Chapitre 0- Rappels d’algebre multilinéaire et notion de graphe.

0.1- Continuité et algebre multilinéaire.
On s’intéresse ici aux applications multilinéaires et a leur continuité éventuelle.

Définition (continuité dans les evn). Soient (E, || ||g) et (F,| ||r) deux evn, Q un ouvert de E, a €
et f:Q — F une application. On dit que f est continue en a ssi :

Ve >0, e, tel que Vo vérifiant ||z — al|g < 7, on ait : ||f(a) — f(z)||r <e. (%)

Clairement, la définition ci-dessus montre que la notion de continuité en un point dépend des normes que
l’on se donne sur E et F.

Définition (applications multilinéaires). Soient E1, ..., E, et F des espaces vectoriels normés sur K(= R
ou C). On dit qu’une application L : Fy X ... X E, — F est n-lindaire ssi L est linéaire sur chaque facteur,
c’est-a-dire ssi pour tout j € {1,...,n}, pour tout (ay,...,a,) € E1 x ... x E,, 'application :

L¢: E; — F

h — L?(h):L(al,...,aj_l,h,aj+1...,an)
est linéaire.
Remarque. Lorsque n = 1, on retrouve la définition d’une application linéaire (1-linéarité).

Exemples. e L’application L : R x R — R définie par L(z,y) = zy (ie le produit de R) est une application
2-linéaire (on dit bilinéaire) sur R.

e Lapplication L : R? x R? — R définie par L(f_i7 E) = 3h1k1 — Shoks + hiks, ol h= (h1,ho) et

k = (k1,k2) est une application bilinéaire sur R%. En effet fixons k = (a,b) € R L’application LF.R? &R

définie par h= (h1,he) — Lg(l_i) = L(i_i, E) — 3h1a — 5hok + hyb est linéaire en h et pour h= (a,b) fixé dans R?

Papplication L" : R? — R définie par k = (ki, k) — LE(E) = L(h, k) = 3aky — 5bky + aks est linéaire en k.

e Soit E = Cyy l'espace vectoriel des suites réelles nulles a partir d’'un certain rang, et
L : E x E — R définie par L(@,?) = Z;io uj.v; (cette somme est finie, car les suites @ = (ug,u1,...,) et
¥ = (vo,v1,...,) sont nulles & partir d’'un certain rang). L est bilinéaire.

On suppose maintenant que chaque espace vectoriel Eq, ..., E,, F de la définition ci-dessus est un espace
vectoriel normé, par la norme (respectivement) : || ||g,,---, || ||£,,|| ||F. On munit alors F; x ... x E,, de
la norme ||(z1,...,2,)|| = max{||z1]|&,,.- -, ||znlE, }-

Exercice 1. Montrer que || || est bien une norme sur Ey X ... X E,. Montrer ensuite que cette
norme est équivalente (au sens de la définition de la page suivante) aux normes || ||1 et || || définies par :

@1zl = 325 il

B, €t H(xla"'axn)HQ =

n
ZHQ:ZH% Dans le cas oum = 2 et By = Ey = R,
i=1

représenter la boule unité de R x R associée a la norme || ||.

Les espaces vectoriels 1 X ... x E, et I’ étant normés, on peut se poser la question de la continuité
d’une application multilinéaire L : Ey x ... x E,, — F. On va voir (Théoréme 0.1) que la continuité pour les
applications multilinéaires est beaucoup plus simplement caractérisée que par la phrase (). Par exemple, dans
le cas le plus simple oum = 1 et By = R, et || ||[g = | | (la valeur absolue), il est tres facile de démontrer
que L : R — R est linéaire ssi il existe un réel A tel que : Vo € R,L(z) = Az. Dans ce cas on a alors :
Ve,y € R: |L(z) — L(y)| = |Al.]z — y| < |A|.]z — y|. C’est-a-dire que L est non seulement continue, mais de
plus lipschitzienne.
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Chapitre 0- Rappels d’algébre multilinéaire et notion de graphe. 5

Exercice 2. Montrer que I'application bilinéaire L : R>xR? — R de I’exemple ci-dessus est une application
qui vérifie : il existe un réel A > 0 tel que quel que soit (h, k) € R? x R? |L(h, k)| < Al|h||gz.]|E]|g> < Al|(R, k)||?,
| llg2 étant la norme euclidienne de R*. En déduire que L est continue.

Remarque. Il n’est pas vrai en général qu’une application multilinéaire est automatiquement
continue. Cependant on verra (Théoréme 0.3) que de tels cas n’existent que lorsque la dimension
de l’espace de départ est infinie. Par exemple l'application L(u,v) = Z;‘io u;.v; de 'exemple ci-dessus
n’est pas continue pour le choix suivant de norme sur Coo : [|@lcy, = SUPj_g . o |uj]- En effet, considérons

1 1
la suite (de suites !) (@, = (T, o T, 0,...))nen (n apparitions de la quantité 1/4/n dans @,). L’élément
U, = (U, Uy) de la suite ((@n, @n))nen de Cop X Coo est de norme HU || = max(||tn|]coos ||Un||Coo) = ||11'n||c00
1 . =~ 1
max,;=o.... ool (Un)j| = ﬁ, donc la suite (Up)nen tend vers Ocooxcyo- Cependant L(U, Jz: n_n

(n+1)/n, et la suite (L(U,))nen ne tend pas vers 0 dans R.

Les théoremes 0.3 et 0.1 qui suivent assurent que :

o les seuls exemples d’applications multilinéaires non continues se rencontrent en dimension infinie (c’est-
a~dire lorsqu’au moins un des espaces F1,..., E, est de dimension infinie, la dimension de F' en revanche ne
joue pas).

e les applications n-linéaires continues vérifient le méme type de propriété que 'application bilinéaire
continue de I'exercice 2.

Nous donnons ces deux théorémes sans preuve (on pourra trouver les preuves par exemple dans [Ra-De-Od],

t. 3. (1))

Théoréme 0.1. — Soient E,...,E,, F des espaces vectoriels normés et soit L : 1 x ...E,, — F une
application n-linéaire. On munit Eq X ... x E,, de la norme ||(h1, ..., hy)|| = max;=1_._o(||P1]|E1,s-- - [|PnllEL)-
Les propriétés qui suivent sont équivalentes :

i- L est continue sur E1 X ... X E,.

ii- L est continue seulement en (Og,,...,0x,).

1i1- L est bornée sur By X ... x B,, ot B; désigne la boule unité de E;.
1v- L est bornée sur S; x ... x Sy, o1 S; désigne la sphéere unité de E;.

v- Il existe un réel A > 0, tel que pour tout (x1,...,2n) € By X ... X Ey,
Lz, @n)l| < Adflzal. .l
Exercice 3. Vérifier que I’ensemble des applications n-linéaires de E1 x ... x E,, dans F est un espace

vectoriel, ainsi que I'ensemble des applications n-linéaires continues de E1 X ... X E,, dans F.

Définition. On note L(F1, ..., E,; F) lespace vectoriel des applications n-linéaires continues (noter les
roles des virgules et du point virgule ! Les virgules séparent les espaces qui forment le produit de I'espace
de départ, alors que le point virgule sépare les espaces définissantl’espace de départ F; X ... x E,, de ’espace
d’arrivée F). Pour tout L € L(E1,...,E,; F), on pose :

LI = sup M
(®1,0-%n) EE1\{0} X... X B, \ {0} lz1] - - - ||

(1) [Ra-De-Od] : Ramis, Deschamps, Odoux. Cours de Mathématiques Spéciales. Masson Ed.
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6 Chapitre 0- Rappels d’algébre multilinéaire et notion de graphe.

Noter que par multilinéairité :

||L|| = sup M
(@1,0n)€BA{O o x B\ {0} 11l |20l

Exercice 4. Montrer que ||L|| est une quantité qui est bien définie (ie ||L|| # oc), en montrant que
IL|| = inf({A vérifiant la propriété v du théoréme 0.1}).

Théoréme 0.2. — || || est une norme sur L(E1,...,En; F).
Remarque. On a, par l'exercice 4, pour tout (z1,...,2,) € E1 X ... x Ey,
Lz, @n)llr < Ll 2ille, - - lanle, -
Théoréeme 0.3. — Si E1,..., E, sont de dimensions finies, toute application n-linéaire L : E1 x ... X E,, —

F est continue (en particulier toute application linéaire qui part d’un espace de dimension finie est lipschitzienne
(propriété v du théoréme 0.1))

Définition. On dit que deux normes || |1, || ||z définies sur un méme espace vectoriel E sont équivalentes
ssi il existe deux constantes A > 0 et A > 0 telles que pour tout z € E: M|z|2 < |z|1 < Allz]2.

Exercice 5. Lorsque deux normes sont équivalentes sur un espace vectoriel, montrer que pour ces normes
les notions continuité de fonctions en un point et d’existence de limite de suites (ainsi que ces limites) sont les
meémes.

Théoréme 0.4. — Toutes les normes de E sont équivalentes, lorsque dim(F) < oo.

Preuve. Soient || ||1 et || |2 deux normes de E. Les applications identité Id : (E,|| |1) — (E,| ||2) et
Id : (E,|| |l2) — (E,] ||1) sont continues par le Théoreme 0.3, donc lipschitziennes par le Théoreme 0.1.v. 11
existe alors A > 0 et A > 0 tels que Vo € E, ||z = Id(z)||2 < M|z|1 et ||z = Id(x)|; < Aljz|.. O

0.2- Graphe d’une application.

Définition. Soient A et B deux ensembles et f : A — B une application. Le graphe de f est 'ensemble
I'y={(a, f(a)) € Ax B;a € A}.

Remarquons que si € A, par définition d’une application, si (z,y) € I'y et (z,2) € I'y, nécessairement
y =z = f(z) (x n’a qu'ne seule image par f).
Par exemple, si A=B =R, 'y C R?. Les ensembles suivants ne sont pas des graphes :

S

= —
_
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Chapitre 0- Rappels d’algébre multilinéaire et notion de graphe.

Etsi A=R? et B =R, 'y C R3. L’ensemble suivant n’est pas non plus un graphe :

www.tifawt.com
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8 Chapitre 1- Applications différentiables.

Chapitre 1- Applications différentiables

Soient E et F deux espaces vectoriels normés (par les normes || ||z et || ||r, que 'on notera chacune sans
ambiguité || ||), K, le corps de base (= R ou C, mais que ’on prendra presque toujours égal a R), Q C F un
ouvert de E, a € Q et f: ) — F une application.

1.1- Insuffisance de la dérivée suivant un vecteur.

Commengons par rappeler qu’une droite A de F qui passe par le point a est la donnée d’un vecteur non
nul & de E qui appartient & A (par exemple h peut étre choisi de norme 1). On a alors :

A = {z € E tel qu'il existe ¢ € R vérifiant z = a + th}.

On voit donc que A est en bijection avec R et qu’il y a autant de droite A passant par a que de vecteurs
unitaires (c’est-a-dire appartenant & la sphére unité Sg de E, Sg = {z € E, ||z|| = 1}), & condition d’identifier
h et —E, qui donne lieu a la méme droite. On appelle ’ensemble des directions de droites de E I’espace projectif
de E.

Pour définir une “bonne notion de dérivée” de f en a, généralisant la définition satisfaisante de dérivée des
fonctions de variables scalaires (¢ € K), on essaie justement dans un premier temps de partir de la définition de
la dérivée des fonctions de variables scalaires que ’on connait bien, en restreignant la fonction f aux droites de
E qui passent par a. Cette restriction est faite naturellement grace a ’application ¢ (@) t—a+t- i_i, que l'on
compose avec f. On obtient alors autant de fonctions de variables sacalaires f; = f o Plahy que de vecteurs

unitaires A (autrement I'ensemble des fonctions [5; est en bijection avec Sg). Notons que f;(0r) = f(a).
Pour chacune de ces fonctions de variables sacalaires f;; on peut poser la question de sa dérivabilité en Og.
Si une telle dérivé existe, on I’appelle la dérivée directionnelle de f en a suivant la direction h.

On va cependant voir que cette notion est bien insuffisante pour généraliser celle de dérivée, puisqu’il existe
des fonctions qui admettent des dérivées directionnelles en a suivant toutes les directions de droites possibles,
sans pour autant étre continues en a (cf exemple ci-dessous) !

Nous reprenons maintenant plus formellement ce qui vient d’étre dit.
Considérons h € F et A(a ) le sous-espace affine de F de dimension 1, passant par a et dirigé par h. Nous
disposons de la paramétrisation de A(a iy bar K:

Plaii) Kat—a+the A(aﬁ)

On considere alors la spécialisation de f sur la droite A ;:

~ ®(a,h) - .
faiy Kot ———at+thel fla+t.h) e F

ah)

B Définition. On dit que f admet au point a une dérivée directionnelle suivant la direction h ssi I’application
f(a 3 de variable scalaire est dérivable en 0 € K.
Si cette dérivée existe, en tant que limite, elle est unique; on la note alors D5 f(4).

Si par exemple E = R? et F = R, le graphe T’ de f est une surface de R? x R = R3. Le graphe Ya ki) de

f(a ) est alors ensemble des points (z, f(z)) tels que z € QN A( ) c’est-a-dire I’ensemble des points de I’
au-dessus de A( 3 N Q, ou encore I' N H(a Ry ou H(a ) est le plan passant par A( i) et parallele a 'axe des

z. Se poser la questlon de l'existence des dérivées directionnelles de f, c’est donc se poser la question de la
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dérivabilité de toutes ces fonctions dont les graphes sont les tranches verticales (le long de toutes les droites de
E passant par a) du graphe de f.

Aan

Exemple. Soit la fonction f : R? — R, définie par (z,y) — f(z,y) = z = 2 —y%. Cherchons les éventuelles
dérivées directionnelles de f en (0,0). Soit & = (a,b) un vecteur de R®. f((0,0)+th) = ta—t?b%. Cette fonction
est dérivable en t = 0, quel que soit h € R?, de dérivée Dy f0,0) = a. [ admet donc des dérivées directionnelles
suivant toutes les directions .

3
Exemples importants. a) Soit f : R?> — R définie de la facon suivante: f(z,y) = y_’ sixz #£ 0 et

x
f(0,y) = 0. Cette fonction admet des dérivées directionnelles suivant toutes les directions & 1’origine, cependant
f nest pas continue en (0,0). Soit en effet h = (a,b) € R% f((0,0) + th) — £(0,0) = f(ta,tb) = t36%/ta si
a # 0, et 0sia=0. Donc quel que soit h, D;f(0,0) existe et vaut 0. Or la fonction R > ¢+ (t) = (t3,1) e R?
est continue en t = 0 et v(0) = (0,0). Donc si f était continue en (0,0), f o serait continue en 0. Mais

(foy)(t)=1et (foy)(0)=0: }Lr%(f oy)(t) # (f ov)(0) et f n’est pas continue en (0,0).

b) Exemple de fonctions non différentiable en un point, mais continue et admettant en ce point toutes ses
dérivées directionnelles Djv(4) linéaires et continues par rapport a h :

f: R? - R
2
(0.9) = f(y) = g s (@9) # (0,0), et £(0,0)=0

g: R> — R
(r,y) — |l(z,y)|2 siy =22 et f(0,0) =0 sinon.
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10 Chapitre 1- Applications différentiables.

1.2- Différentielle en un point et sur un ouvert.

Comme on ’a vu au chapitre précédent, une fonction f peut admettre des dérivées directionnelles suivant
toutes les directions possibles et ces dérivées peuvent étre égales, sans que l'on obtienne pour son graphe
la propriété d’approximation par un espace affine (aplatissement du graphe sur un espace affine), puisque la
continuité de f n’est pas méme assurée. Il faut par conséquent introduire une notion de dérivabilité plus
globale que l'existence des dérivées directionnelles suivant toutes les directions, qui prenne en compte toutes les
fagons d’approcher un point dans F, et non pas seulement les chemins rectilignes: on va approcher f par une
application linéaire.

Définition. On dit que f admet une différentielle (ou une différentielle totale) au point a ssi il existe une
application linéaire continue L, : E — F' et une application p, :  — F de limite nulle en a telles que:

Ve € f(z) - fla) = La(z — a) + ||z — allpa(2).

On dit que f est différentiable sur ) ssi f est différentiable en tout point de Q.

Remarques. e A priori, si elles existent, les applications L, et p, ne sont pas nécessairement uniques,
cependant si I'une d’entre elles est connue, 'autre ’est aussi. Par exemple p, est uniquement déterminée sur

Q\ {a} par (f(z) = f(a) — Lo(x — a)), de sorte que si L, est une application linéaire continue, L, sera

[ —a
une différentielle de f en a ssi le rapport m(f(x) — f(a) —Lg(z — a)) tend vers 0 lorsque z tend vers a.

e La notion de différentiabilité en un point dépend a priori du choix des normes || || g et || ||r-
Cependant, si E et F sont de dimensions finies, toutes les normes respectivement de E et F' sont équivalentes
(Théoreme 4); et si f est différentiable pour un choix de couple de normes, f le sera pour tout autre choix.(cf
Exercice 9).

e Une application linéaire L : E — F, lorsque F est de dimension infinie, n’est pas
nécessairement continue (par exemple, si Cpg désigne 'espace des suites nulles & partir d’un certain rang muni
de la norme || || et si L est définie par L(xy, ..., 2,,0,...) = Z xj, la suite X, = (i7 ey L,O7 ...) (p fois)

P NN
converge vers Oc,,, mais L(X,,) tend vers co. cf Chapitre 0). En revanche, lorsque dim(E) < oo, une application
linéaire L: E — F est nécessairement continue (Théoreme 0.3).

e Aplatissement en (a, f(a)) du graphe de f sur un espace affine. Le graphe de f
est {(z, f(z));z € Q}. Le graphe de L, est I';, = {(h,La(h));h € E}. Ce dernier est un sous-espace
vectoriel de E' x F' isomorphe par ¥ : E 3 h > (h,Lq(h)) € I'y, & E (facile a vérifier). Le graphe de
g: E>x— f(a)+ La(z — a) est un sous espace affine de E x F, de méme direction que 'y, , et passant par
(a, f(a)). La distance, dans F x F muni de la norme || || = max(|| |g, || ||r), du point (z, f(x)) du graphe de
f au point (z, f(a) + Lg(z — a)) du graphe de g est : ||f(z) — f(a) — Lo(x — a)||F = ||z — a||g.pa(x)||p. Cette
distance tend donc plus vite vers 0 que ||z — al|, lorsque = tend vers a. Autrement dit le graphe de f au point
(a, f(a)) s’aplatit bien sur lespace affine (a, f(a)) + {(h,Ly(h));h € E} de E x F.

e Une application linéaire est nécessairement définie sur F tout entier, donc L, est définie sur
E tout entier et non pas seulement sur €2, comme l'est f.

e Dans le cas ou dim(E) = 1, les notions de différentiabilité en a et dérivabilité coincident
bien, puisque L, : K>t — t. f’ (a) € F est linéaire et continue (le K-espace vectoriel K est de dimension 1 sur
lui-méme)

e Il résulte immédiatement de la définition qu’une application linéaire continue f est
différentiable en tout point de F (L, = f et p, = 0 conviennent), de méme qu’une application constante
est différentiable en tout point de E (L, = 0 et p, = 0 conviennent).
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Proposition 1.1. — Les applications linéaires continues et les applications constantes sont différentiables
en tous les points de E. [J

Nous allons maintenant vérifier que la différentiabilité est une notion plus forte que 'existence des dérivées
directionnelles suivant toutes les directions.

Lien avec les dérivées directionnelles. Supposons f différentiable en a. Pour ¢ suffisamment petit,
a+t.h € Q, puisque €2 est un ouvert de E, et nous pouvons alors écrire:

—

fla+t.h) — f(a) = t.Lo(R) + |t|.|k]|.pa(a + t.1),

de sorte qu’en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient I'existence de la dérivée directionnelle Dy f(4), et 'égalité
La(i_i) = Dj, f(a)- D’ol1 la proposition:
Proposition 1.2. — Si f est différentiable en a, f admet en a des dérivées directionnelles suivant toutes
les directions, la différentielle L, (et par conséquent I'application p,) est unique, on la note alors D f(,) et on a
Pégalité:
Df(a)(h) = Dﬁf(a) (1)

Proposition 1.3. — Si f est différentiable en a, f est continue en a.

Preuve. Pour tout = € Q, f(z) = f(a) + D fo)(x —a) + ||z — al[pa(x), et comme lim p,(z) = 0, et D f(,)
r—a

est continue en 0, on a bien lim f(z) = f(a). U

r—a

On peut résumer 'exemple et les propositions 1.2 et 1.3 par le diagramme:

Prop.1.2
——

f différentiable en a f admet des dérivées directionnelles suivant toutes les

directions

Prop.1.3 U, 'ﬂ(

f est continue en a

Remarque. Montrer qu'une application f est différentiable en un point, c’est & la fois trouver sa

différentielle D f(,) et montrer que m(f(x) — f(a) = Dfa)(x — a)) tend vers 0 lorsque z tend vers a.
T—a

La proposition 1.2 montre que trouver D f(a)(l_i) revient essentiellement a calculer une dérivée, puisque quel
que soit he E, D f(a)(i_i) (si elle existe) est la dérivée directionnelle D; f(q). Bien siir, ce calcul doit étre fait

a priori pour tous les h de E, afin de déterminer Df,) sur E tout entier. On va voir dans le paragraphe
suivant que lorsque E est de dimension finie n, il suffit de calculer n dérivées directionnelles privilégiées (suivant
les directions des vecteurs d'une base quelconque de E), pour connaitre entierement D f(,) (toujours si cette
derniére existe).

1.3. Dérivées partielles.

Supposons E de dimension finie, et soit £ = (€1, ...,¢&,) une base de E. Cette base étant fixée, on peut
n

écrire tout vecteur b de E sur les [éments de la base & h = Z hj.€;, ou hj € K. La formule (1) donne alors:
j=1
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12 Chapitre 1- Applications différentiables.

Df(a) Z h;.D fa)(€;) Z h;.Dg; f(a)- Donc si D f,) existe, pour connaitre cette application linéaire, il
suffit de calculer n dérivées dlrectlonnelles (suivant les directions données par les vecteurs d’une base).

Proposition 1.4. — Soient FE un espace vectoriel normé de dimension finie n, £ = (€1,...,€,) une base

0
de E, on note a—f(a) la dérivée directionnelle D¢, f(,). On I'appelle la j™¢ dérivée partielle de f au point a,
Ly

relativement a la base £.

0 1
Par définition de la dérivée directionnelle: 8—f(a) = }ir% E(f(a +t.€;) — f(a)). On a de plus la formule:
Zj —

n

]_i :Zh.] axj (2)

Jj=1

. 0 1
Calcul pratique. La dérivée partielle an(a) est par définition la limite %in}) ;(f(a +1t.€;) — f(a)). La
3 —

fonction K > t +— f(a +t.€;) € F est obtenue en fixant toutes les coordonnées de la variable de f, autre que la

jeme, égales respectivement & ai,...,a;-1,aj4+1,. .., 0, €t en libérant la jeme, a; +t (¢ varie au voisinage de 0

dans K); cette fonction est parfois appelée la jeme fonction partielle de f en a. 6—(&) n’est alors rien d’autre
N

J
que la dérivée en a; (au sens des fonctions & variables réelles) de cette fonction partielle.

Exemples. e Calculons la deuxieme dérivée partielle de f : R® — R, définie par f(x,y, z) = sin(zy) — z/y?,
relativement & la base canonique de R®, au point (1,1,1). Pour cela on fixe les premiéres et troisieme coordonnées
de (z,y,z) dans la base canonique et on libére la deuxieéme. On obtient la deuxiéme fonction partielle de f

0

n (1,1,1): R >y — f(1,y9,1) = sin(y) — 1/y>. a—f(l,l,l) est la dérivée de cette fonction en y = 1, soit
T2

of

Dg —(1,1,1) = cos(1) + 2.

e Soit F l'espace vectoriel des polynomes d’une seule variable et de degré < 2. Cet espace est
de dimension 3. Soit la base £ = (€1 = 1,¢é» = X,é3 = X?) de E. On considere I'application f : E — R définie
par E 3 P(X) = ap + an X + a2 X? — f(P) = sin(az) + cos(a1) + cos(ag)ai € R. Calculons la troisiéme
dérivée partielle de f dans la base €& au point Q = 1 + X2. La troisieme application partielle de f en Q est:
R>z f(Q+2.X%) = f(1+ (1+2)X?) = sin(l + ) + cos(1)(1 + z)3. Sa dérivée en x = 0 est donc

g—éi(@) = 4. cos(1).

1.4~ Différentielles d’ordres supérieurs.

Encore des rappels d’algebre multilinéaire. On note L(E; F) espace vectoriel des applications linéaires

continues de E dans F. Rappelons que si une application linéaire L est continue,  sup  ||L(z)||r = in% {A e
zEE;||z||p=1 z€

R |L(2)||r < A.||z||g} < 0o, ce qui donne une norme sur £(E; F) (cf Chap. 0). Notons cette norme ||L|.

Exercice 6. Cette norme est compatible avec la composition des applications linéaires, en ce sens qu’elle
vérifie L o L' < ||L|J.|L].

Rappelons que nous notons L(E1, ..., E,; F), Pespace des applications n-linéaires continues de Ey X Fy X

. x E, , muni de la norme || || = max{| ||g,,---, || l|en}, & valeurs dans F. Si une telle application N est

continue, sup IN@)|Fr = ing{A; IN(21,...,20)|lF < Azi|lE...|lZn]le} < co. Ce qui donne une
e

rEL1X...X5p

norme sur L(Eq,...,E,; F).
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Remarquons que 'application:
Vi L(EGL(Ey.. s L(Ens F)..) — L(Ev, Ea, ..o Ens F)

définie par: Y[U](hy, ... hy) = (... (U(h1))(hs) .. .)(hn) est un isomorphisme d’espaces vectoriels qui conserve
la norme (une isométrie linéaire) (cf Exercice 10).
On identifiera ainsi L(E1; L(Ea;...; L(Ep; F)...)) et L(E1, Ea, ..., En; F).

Exemple. Soit Papplication linéaire U : R?* — L(R*R), définie par U(z,y) : R* > (a,b) —
(U(z,9))(a,b) = ax + ay — bz + 3by € R. A (z,y) fixé, (a,b) — (U(x,y))(a,b) est bien linéaire, et
(z,y) — Ulz,y) € L(R*R) est aussi linéaire. Avec les notations ci-dessus, ¥(U) est 'application bilinéaire de
R? ((U) € L(R?,R% R)) définie par R? x R? 3 ((z,), (a,b)) — »(U)((z,y), (a,b)) = azx + ay — bx + 3by.

Considérons maintenant f : Q — F une application différentiable sur 2. On dispose de Df : Q@ — L(E; F).
La question de la différentiabilité de Df en a € ) se pose donc, on notera la différentielle de Df en a par
sz(a). Si Df est différentiable sur Q, on dispose de D?f : Q — L(E; L(E; F)) ~ L(E, E; F), et la question
de la différentiabilité de cette application en a et sur {2 se pose encore etc...

Définition (différentielles d’ordres supérieurs). On dit que f: Q — F admet une différentielle d’ordre
k> 1, ou est k fois différentiable en a € Q (resp. sur ) ssi:

- Pour k =1: f est différentiable en a (resp. différentiable sur Q).

-Pour k > 1: f est k—1 fois différentiable sur € et si sa différentielle d’ordre k— 1,
DF=1f QO — L(E; L(E;...;L(E;F)...)) ~ L(E,...,E;F) est différentiable en a (resp.
sur ).

Soit n > 1. On dit que f est C* ou de classe k en a (resp. sur Q) ssi D¥ f existe sur € et est continue en
a, (resp. sur ).

On dit que f est C* ssi f est C*, pour tout k& > 1, ou de facon équivalente, puisque la différentiabilité
implique la continuité, que f admet des dérivées a tous les ordres.

Notations: Grace & 'isomorphisme indiqué ci-dessus, on considerera D f(a) comme une application k-
linéaire, et on notera: Dkf(a)(ﬁk, ) = (... (Dkf(a)(ﬁk)) . )(El)

1.5. Exemples d’applications différentiables.

Applications constantes. Les applications constantes sont différentiables, de différentielle nulle. De sorte
que les applications constantes sont C™, et toutes leurs différentielles sont nulles.

Applications linéaires continues, multilinéaires continues. Une application linéaire est différentiable
ssi elle est continue. En particulier, si F est de dimension finie, toutes les applications linéaires L : £ — F' sont
continues et donc différentiables. De plus la différentielle d’une application linéaire continue est I’application
linéaire elle-méme.

On peut inclure ce résultat dans un résultat plus général: considérons L : F; X...x E,, — F une application
multilinéaire continue.

— — —

L(a+ h) — L(a) = L((a1,-..,an) + (h1,...,hy)) — L(a1,...,a,) =

L(ﬁl,aQ...,an)+...+L(a1,...,an_1+ﬁn)+L*,

ou L est une somme de termes du type L(*1,...,*,), avec au moins deux h; comme argument, et des ay,
pour compléter. Or
(h1y... hn) = L(hi,az. .. an) + ...+ L(ag, ..., an—1,hy)
est linéaire continue et |L(x1, ..., %,)|| < ||L||- |2]|* - (max;|a;]|)"*, ot k(> 2) est le nombre de composantes de
h figurant dans L(*1, ..., %,). En notant A = maxy,(max;||a;|)" %, on obtient : ||L(x1,...,*y)| < ||L|-||k]*- A,
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14 Chapitre 1- Applications différentiables.
avec k > 2. Enfin comme le nombre de termes du type L(x1,...,%,) dans la somme L* ne dépend que de n (il
est égal & 2" — 1 — n), on a montré que |L*|| = ||h]| - e(h), avec e(h) — 0 quand h — 0. En résumé :

Proposition 1.5. — Soient F1,...E,, F, des espaces vectoriels normés,n > 1, et L: E1 x ... x E, — F
une application n-linéaire continue. Alors L est différentiable et sa différentielle est:

DL(a): Fix...xFE, — F
(hl,...,hn) — L(hl,ag...,an)—|—...—|—L(a1,...,an_1,hn),
en particulier, sin = 1, L est linéaire et sa différentielle est elle-méme. Ainsi a — DL, est constante, et donc
D2L(a) est nulle. On en conclut qu’une application linéaire L est C*° et DkL(a) =0, pour touta € £y x...x E,

et k> 2.
Enfin, sin > 1, on constate que DL s’exprime a 'aide d’applications (n — 1)-linéaires et donc on en conclut

que L est C™ etDkL(a)zopourtoutaEEl><...><En et k>n+1.

Exercices du chapitre 1

Exercice 7. Montrer la multilinéairité et la continuité des applications suivantes :
f: R*> — R R R? x R? — R?
(1’, y) = 2r— Y ((Z, y), (ua ’U)) - (.’L‘U - 31’7}7 yu)

Exercice 8. Soient C°([0,1],R) I'espace vectoriel des fonctions continues définies sur [0,1] et C*([0, 1], R)
le sous-espace de C°([0,1],R) des fonctions dérivables a dérivées continues.

i— Montrer que
[ oo s f = Il flloc = sup [f()]
z€[0,1]
est une norme sur C°([0,1],R) et que

o £ Nfllo =11 oo +1£O)] et || [l : f = [If]lx =/[O . |1+ 1£(0)]

sont des normes sur C*([0,1], R).
i1- Les applications suivantes sont-elles continues ?

D: (CH([0,1R), |l lx) — (C°(0,1,R),[ll) D: (CH([0,1,R), ] o) — :
fo—= D=7 ’ f= D=1

0: (€O, 1LR) I ) = (€0, 1L,R), [ floo) T (€10, 1,R), || flse) = (C'([0, 1], R), | lo)
fo= AN =1 ’ fo= I =f

Z: (C(0,1R) [ 1) — €'0,1R) [ llo) ¢: €([0,1LR) [l lle) — (€([0,1,R), || [l1)
fo= I =71 ’ fo= =1

Exercice 9. Montrer que la notion de différentiabilité ne dépend pas du choix des normes, pas plus que la

différentielle elle-méme, lorsque les normes sont équivalentes.
Exercice 10. Soient E et F deux espaces vectoriels normés, et soit ® I'application définie par:

o: L(E,E;F) — L(E;L(E}F))
B —~ ®(B): E — L(E;F)
x +— ®B)x): E — F
y = ®B)@)(y) = Bx,y)
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Montrer que ® réalise un isomorphisme linéaire entre L(E,E; F) et L(E;L(E;F)) qui préserve la norme.
Généraliser ce résultat.

Exercice 11. En utilisant la définition de la différentielle d’une application en un point, calculer la
différentielle en (0,0) de I'application f de R? dans R définie par : f(z,y) = 1+ x/y2 + 2.

Exercice 12. Soit f : R® 5 (x,y,2) — f(z,y,2) = xy/2> € R, lorsque z # 0, et f(x,y,0) = 0. Calculer
les trois dérivées partielles de f dans la base canonique de R3, au point (1,1,1). Montrer ensuite que f est
différentiable en (1,1,1). f est-elle différentiable en (0,0,0) 7

Exercice 13. Soit E I'espace vectoriel des polynomes d’une seule variable réelle et de degré inférieur
4 2. On le munit de la norme |[P| = sup,cj.q)|[P(2)]. Soit la base & = (1,1 + X,1 + X?) de E et
FE3P(X)=ay+a1 X +az X%+ f(P)=sin(apaz)X — cos(az)X? € E. Calculer les dérivées partielles de
f dans la base £, au point Q(X) = 1+ X? et montrer que f est différentiable.

Exercice 14. (Un peu de dimension infinie) Soit E = C I'espace vectoriel des suites a valeurs dans
K(= R ou C), bornées. On le munit de la norme ||(zn)nenllcoc = SUP,>q|Zn|. On définit & : E — E par

((zn)nen) = (sin(zn))nen .
i- En supposant ® différentiable, calculer DECID((%)%N), pour h € E.

11- Vérifier que application h— Dﬁq)((%)neN) = D<I>((I7L)7L€N)(l_i) est continue.

iii- Montrer que ® est différentiable et méme C*.

Exercice 15. (Toujours un peu de dimension infinie) Soit E = ¢!, I'espace des suites dont la série
associée est absolument convergente. On le munit de la norme || |1, définie par: ||(zy)nenll1 = D, cn |2Znl-

i- Déterminer 'ensemble des points de ¢! en lesquels || ||1 admet une dérivée directionnelle suivant tout
vecteur.

t1i- Déterminer en quels points || ||1 est différentiable.

(x) Exercice 16. (Encore un peu de dimension infinie) Soit E = Cy I'espace vectoriel des suites
convergeant vers 0, muni de la norme ||(zn)nen|| = SUp,en |Tn|.
Etudier la question de la différentiabilité de || || : E — Ry.

Corrigé des exercices du chapitre 1

Exercice 6. Soient L € L(E;F) et L' € L(F;G) deux applications lindires continues. Montrons que
IL" o L|| < IL'|| - IL||. Soit # € E. On a par définition de ||L||, ||L'(L(x))| < ||L'[].]|L(z)||. Et par définition de
Il ILG)] < IL]-ell. On a donc finalement : [|IL/(L(z)|| < IL/|IL()| < ILIL]Jz]l, ce qui implique -
|IL o L|| < [|L'||]IL| (cf Exercice 4, qui caractérise la norme des applications linéaires comme I'inf des constantes
A du Théoreme 0.1.v).

Exercice 7.  On munit R? et R des normes | ||s0, c’est-a-dire ||(z,9)]|cc = max(|z],|y|) pour tout
(z,y) € R? et ||z| oo = |z| pour tout = € R.
L’application f : R? — R est linéaire. En effet, pour tous (z,y), (u,v) € R?, Ap€eR ona:

FO(@,y) + p(u,v)) = f(Ax + pu, Ay + po) = 2(Az + pu) — m(Ay + po)

= A2z — 7y) + p(2u — ) = Af(z,y) + pf(u,v).
De plus, on a pour tout (z,y) € R? :

1 (@ o)l = 1f (@, 9)] = [20 — my| < 2]z| + 7y < 2+ )] (2,9)] o,
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ce qui prouve que f est continue par le Théoréme 0.1 (v = i), appliqué an =1, F; = R}, F=R,A=2+.
L’application g est bilinéaire. En effet, pour tous (x,y), (z,1t), (u,v) € R% A\, peR, ona:

9N @,y) + p(z, 1), (u,v)) = g(Az + pz, Ay + pt), (u,v)) = (Az + pz)u — 3(Ax + pz)v, (\y + pt)u)

= Maw = 3zv, yu) + plzu — 320, tu) = Ag((2,y), (u,v)) + pg((2,1), (u, v))

et
9((@, ), A(u,v) + p(z, 1)) = g((z, y), A+ pz, Ao+ pt)) = (2(Au + pz) — 3z(\ + pt), y(Au + p2))

= Maw = 3zv, yu) + plez — 3ut,yz) = Ag((2,y), (u, ) + pg((2,y), (2,1)).

De plus, pour tous (z,%), (u,v) € R?, on a :
lg((z,y), (u,v))]loe = max(|zu — 3zv], [yul)

< max(|zul + 3lzvl, [yu]) < max([|(z,y)llco-[|(w; 0)loo + 3] (2, y)lloo- | (w, V)l oo)s [[(; Y)lloo- [l (u, v) | o0)]
< 4@, y)lloo- [ (s v) oo

ce qui prouve que g est continue par le Théoréme 0.1 (v = i), appliqué an =2, E; = Ey = R?, F = R,
A =5.

En fait, comme R est de dimension finie, toutes les normes sur R sont équivalentes, (de méme sur RQ)
et f et ¢ sont donc continues pour toutes les normes possibles de R et R

Exercice 8. i— || ||s est une norme car, pour toutes les fonctions f, g € C°([0,1],R) et tout A € R, on a :

D) 1fll.o =0 Vze[0,1], |f(x)|=0<Vze[0,1], f(x)=0& f=0

(2) (A flloe = maxgeqo, 1| Af ()| = maxqaeqo, | Allf ()| = [Amaxgeioul f(@)] = A f]loo

(3) [If + glloo = maxgeio,ul f () + ()| < maxgeqo,ulf(2)] + |9(2)| < maxzepylf (@) +maxyep,lg(y) =
[flloc + 19lloc

| llo est une norme car, pour toutes les fonctions f,g € C*([0,1],R) et tout A € R, on a :

W) [Ifllo=0< (|f lo =0et £f(0) =0) & (' =0 et f(0) =0) & Vx € [0,1], f(x) = £(0) + f[O,x] =0«
f=0

() IMllo = IAFloe + NFO)] = AL lloo + IAIF©)] = NI fllo

(3) 1 + gllo = £ + glloo + 1£(0) + g(O)] < | flloe + lglloc + IFO)] + 9(0)] = [l £llo + llglo

| |1 est une norme car, pour toutes les fonctions f,g € C*([0,1],R) et tout A € R, on a :

MO Ifli=0< (f[0,1] [f'|=0etf(0)=0)< (|f'| =0et f(0) =0) = (' =0et £{(0) =0) & ||f[[o =0«
f=0

(@) Il = fga M1+ IO = Al S 1+ O] = A

(3) 7 + gl = oy 1§+ /1 1£(0) + 901 < [y y (71 +1/1) + 1)1+ lg@)] = 1111 + g

7i- On remarque que les applications D, D, 4§, I,7Z,. sont linéaires, car il s’agit de la dérivation et de
Papplication identique (seule les normes changent). Pour étudier leur continuité, nous pouvons donc appliquer
le Théoréme 0.1 (i < ii), avec n = 1.

L’application D n’est pas continue. En effet, soit f, : =z — %sin(nQ:c) pour tout n > 0. On a
fn € CH[0,1],R), [ fulloo = 1/n et || f!]|oc = n. Pour tout A € R, 'assertion

Vi e ([0,1],R), £ lso < Allfllss

est donc fausse.
L’application D est continue. En effet, on a pour tout f € C*([0, 1], R) Pinégalité || f'||oo < ||f|loo+|f(0)] =
I £1lo- L’assertion
vf e ([0, 1],R), [f e < Allfllo

est donc vraie avec A = 1.
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L’application § n’est pas continue. En effet, soit f,, :  — (1 — exp(—nz))/n pour tout n > 0. On a
fn €CH[0,1],R), | f.lloo = 1 €t || fulli = (1 — exp(—n))/n. Pour tout A € R, 'assertion

vf e (0, 1],R), [If' e < Al

est donc fausse.

2

L’application I n’est pas continue. En effet, soit f, : = — %sin(n x) pour tout n > 0. On a

fn €CH[0,1],R), | falloe = 1/n et || fnllo = n. Pour tout A € R, assertion
vf e ([0, 1],R), [Ifo < Allfll

est donc fausse.
L’application Z n’est pas continue. En effet, soit f,, : z — (1 — exp(—nz))/n pour tout n > 0. On a
fn €CH[0,1],R), || fullo =1 et || fnlls = (1 — exp(—n))/n. Pour tout A € R, I'assertion

vf e ([0, 1],R), [Iflo < Allflx

est donc fausse.
L’application ¢ n’est pas continue. En effet, soit f, : x — (1 — cos(mnx))/n pour tout n > 0. On a
fn € CH[0,1],R), | fulloo = 1/m et || f]1 = Jio.qp Isin(mna)| dz = n [, |sin(mnz)|dz = 2. Pour tout A € R,
I’assertion
vf e ([0, 1],R), [Ifl1 < Allfll

est donc fausse.

Exercice 9. Soient (E, | ||g) et (F, || ||r) deux espaces vectoriels normés, Q un ouvert de E, a un point de
E et f:Q — F une application différentiable en a pour les normes || || et || ||#. Il existe alors une application
linéaire continue (continue pour les normes || ||g et || || !) Lo : E — F et une application p, : @ — F de limite
Or en a (limite suivant les normes || ||z et || ||F!) telle que :

Vz €Q, f(x) - f(a) =La(z — a) + ||z — al|gpa (@) (%)

Considérons maintenant || ||’z une norme de E équivalente & || || g et || ||’ une norme de F' équivalente a || ||,
et regardons si f : (, || I'z) — (F, || |I7) est encore différentiable en a.
Par hypothese, il existe ¢, C, A, A des constantes > 0, telles que :

Ve e B cllzllp < lzllp < Cllz)e (1)

Ve e E: Mlzllp < lzlp < Aflafr (2)

Notons qu’un changement de norme n’affecte pas la linéarité de L,, qui est une propriété algébrique. Essayons
donc de tester la différentiabilité de f: (, || |'z) — (F, || |I'=) en a sur le candidat L, ¢’est-a-dire regardons si :
-Lo: (B, ) = (E, || I'=) est continue,
- il existe une application p}, :  — F de limite O en @ (limite suivant les normes || ||’z et || ||’z !) telle que :

Vo €Q, f(z) = f(a) = La(x — a) + ||z — al 5, (x). ()
- La continuité de L, : (E, || |I’s) — (F, ]| ||%) : il suffit de la vérifier en Og. Si ||z||z — 0, par la premiere
inégalité de (1), ||z||g — 0, et par continuité de L, : (E, || ||g) — (F,|| ||r), on a : |Lo(z)||r — 0. Enfin par la

deuxieme inégalité de (2), on obtient: |Ly(z)||%> — 0. On a donc prouvé : ||z||z — 0 = ||Lo(z)|’= — 0, ie la
continuité de Ly : (E, || ||’s) — (Fy ] I'#)-
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- Si () est vérifiée, nécessairement : Vo € Q : ||z — a| g.po(z) = ||z — a||z-p,(z). On en conclut que p/, est
déterminée par : Vzr # a,pl(z) = %.pa(m). Par (1) et (2),on a:
E
& — alle 1
Pa(@)lr = ——— i lIpa(@)llr < =-Allpa(2)]| £ 3)
[z = all c

Comme on a vu que ||z]|s — ¢ = ||z||z — a, 'inégalité (3) implique : ||z||y — a = ||p,(z)||"= — 0.
On en conclut que f : (] ||’s) — (F,|| ||%=) est différentiable en a, de différentielle la différentielle de

fo @ He) = (F A -

Exercice 10. @ est bien linéaire car si B et b sont deux applications de L(E, E; F') et si a et 8 sont deux
réels, Va,y € E, ®(a.B+ 3.b)(z)(y) = (.B+ 3.b)(z,y) = a.B(x,y) + 8.b(z,y) = a.®(B)(x)(y) + 8.2(b)(x)(y),
et donc Vz € E: ®(a.B + 8.0)(z) = a.®(B)(x) + B.2(b)(x), soit : ®(a.B + (.b) = a.®(B) + 5.2(b).

Montrons que ® est injective. Si ®(B) = Oz(pi2(mr)), Vo € E, ®(B)(z) = Og(g;r), et donc Vy € E,
®(B)(z)(y) = B(z,y) = OF, ie B =0,(p,5;F)-

Montrons que ® est surjective ('injectivité n’implique la bijectivé des applications linéaires que lorsque les
espaces de départ et d’arrivée sont de méme dimension finie. Ici rien ne dit que E est de dimension finie, donc
L(E,E;F) et L(E;L(E;F)) ne sont peut-étre pas de dimension finie). Soit f € L(E;L(E;F)). Définissons
B:E X FE — F par B(z,y) = [f(z)](y). La bilinéarité de B résulte immédiatement de la linéarité de f en x (a
y fixé) et en y (& x fixé). Montrons que B est continue. Par hypothese f est une application linéaire continue
de E dans L(F; F), on a :

Ve € B, [|f(@)|leer < IflleEcer)lzle. (*)
Mais :
vy € E, |[f(@)]Wllr < If@)leerlyle,

donc par (x) et (xx) :
ve,y € B, [|B(z,y) = [F@)lW)llr < | fllcemelzlslyl s, (5 %)

Ce qui est la continuité de B, par le Théoreme 0.1.v. On en conclut que f possede bien un antécédant dans
L(E,E;F), puisque B € L(E, E; F) et par construction ®(B) = f.

Notons que (* * %) prouve que ||B|/z(g,g;r) < [|(B) = fllz(g;ce:r)) (cf Exercice 4, qui montre que la
norme d’une application multilinéaire est 'inf des constantes A du Théoréme 0.1.v). Montrons pour terminer
que : [|(B)|z(m:c(m:r)) < | Blle(e,E5r)-

Comme

va,y € B, |1B(w,y)ll < 1Bllece,mr- Il syl

on a (cf Exercice 4):
12(B) (@)l c(e:r) < 1Bllcie,m:m)- 2]l 2-

Ce qui donne bien :
2Bl z(m;cie:ry) < |IBlloe,e:r)-

En conclusion ® est un isomorphisme linéaire qui ne change pas la norme (une isométrie linéaire). Ce résultat
se généralise de la fagon suivante : ¢ : L(E,...,E} F) — L(E; L(E;...; L(E; F)...)) défini comme dans 1.4
est une isométrie linéaire. On pourrait bien sir, comme dans 1.4, énoncer ce résultat avec n espaces distincts
FEy, ..., FE,, au lieu de n fois F.

Toutes les méthodes de preuve dans le cadre du calcul différentiels sont insensibles aux actions des
isométries linéaires, de sorte qu'on peut identifier sans ennui les éléments de L(E,...,E;F) et ceux de
L(E;L(E;..;L(E;F)...).

Exercice 11.  nétait pas continue en (0,0) on ne pourrait espérer prouver que f est différentiable en
(0,0)). On sait que si f est différentiable en (0,0), par la Proposition 1.4, f admet ses deux dérivées partielles
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d o) d
en (0,0), 8_£(O’ 0) et 8_5(0’ 0). Regardons si ces deux quantités existent. Par définition 8_£(O’ 0) est la dérivée

0
en 0 de z +— f(x,0) = 1+ 2v/2. La fonction z +— 14 /2 étant dérivable en 0, a—f(O, 0) existe bien et est /2.
T

0
On montre de méme que a—f(O, 0) existe et vaut 0. Si f est différentiable, par la Proposition 1.4 la différentielle
Y

de f en (0,0) est L : (h, k) — hy/2. Evaluons alors |f(z,y) — f(0,0) = L(z — 0,y — 0)] = |z\/y2 + 2 — 22| =
w31+ 42/v — 1)I. Comme /1 +42/v3 — 1 = (52 /W31 + 1+ 52/v2), W1+ 2/v3 — 1] < 12/VE.
On en déduit que |f(z,y) — f(0,0) = L(z = 0,y = 0)] < [zly* < [|(z,9)[I%, ot [|(z,y)[1% = max(|z[, |y]). En

00

1
particulier : WU(x,y) — f(0,0) — L(z — 0,y — 0)| tend vers 0 lorsque ||(z,¥)||c tend vers 0. On en
Ly Y)lloo
conclut que f est différentiable en (0,0), de différentielle D f(o ) : R? 5 (z,y) — hv/2 € R.
Exercice 12.  Facilement %(1,1,1) =1, g—;(l,l,l) =1et %(1,1,1) = —2. Légalité (2) de la

proposition 1.4 dit que si f est différentiable en (1,1,1), sa différentielle est 'application R® > (h,k,1) —

L(h,k,l) = h+k—2l € R. Montrons alors que M(f(l +h,1+k14+10)—f(1,1,1)— h—k+2l) tend vers
0 lorsque ||(h, k,1)|| tend vers 0 (la norme || || sur R? est au choix, puisque R? est de dimension finie et que dans
ce cas la norme n’influe pas sur la différentiabilité). On a: 6 = f(1+h, 1+ k,14+10)— f(1,1,1)—h—k+2l=
(1/1+ 21 +12)(hk — 2lh — 21k + 21®> — I> — [?h — I?k + 21). Choisissons ||(h, k,1)|| = max{|hl, |k|,|l|}. Des que
l(hy kDI < 1/2, 1+ 21 +1%2 < 9/4,

et |hk — 2lh — 21k + 212 — 12 — 12h — Ik + 213| < 8]|(h, k,1)||?, donc § < 9/4.8.]|(h, k,1)||?, et ainsi f est bien
différentiable en (1,1,1). En revanche f n’est certainement pas différentiable en (0,0, 0) puisque f n’est pas
continue en (0,0,0).

Exercice 14. i— Si ® est différentiable, ses dérivées directionnelles suivant toutes les directions

existent. Soit @ = (an)nen un point fixé de E en lequel on va calculer les dérivées directionnelles de ®.
Soit h = (hn)nen un vecteur de E. On a ®(a + th) — ®(a) = (sin(an + thy) — sin(an))nen. Supposons
que 1/t[®(a + th) — ®(a)] converge vers | = (In)neny € E (la dérivée directionnelle de ® en a suivant h),
on a alors par définition: ||1/t[®(a 4 th) — ®(a)] — |z — 0 quand ¢t — 0, et donc quel que soit n € N,
|11/t[sin(an + thy) — sin(a,)] — o] < ||1/t[®(a + th) — ®(a)] — l]|z — O quand ¢ — 0. On en conclut
que nécessairement l, = [sin(an + t.hn)](;_g) = hn.cos(an). Montrons alors que l'on a bien effectivement
D;®(a) = (hp.cos(an))nen-
Soit ¢p(t) = sin(ay, + thy) — thy cos(ay), par le théoreme des accroissements finis, il existe 6, €]0;¢] (J¢, 0] si ¢
est négatif), tel que @, (t) — ©n(0) = t.0!,(0;) = t.hp.(cos(an + Ohy) — cos(an)). A nouveau par le théoréme
des accroissements finis, il existe o €]0;6:[C]0,t[, tel que: v, (t) — ©n(0) = t.hy.Os.hy.(—sin(a, + o1.hy)), et
donc, quel que soit n € N, |sin(an + thy) — sin(a,) — thy, cos(an)| = |on(t) — ©n(0)] < [t]2|hn|?, de sorte que:
[1/t[®(a+ th) — ®(a)] — ]|z = max(|1/t[sin(an + thy) — sin(a,)] — hn cos(a,)|) < [t].|2]|%, et donc  étant fixé,
on a ||1/t[®(a + th) — ®(a)] — I]|g — 0 quand t — 0, c’est-a-dire que 'on a bien: D;®(a) = (hp.cos(an))nen-

ii- E 3 h— D5 ®(a) est facilement linéaire et de plus || Dy ®(a)|| g = max(|hy, cos(ay)|) < max(|h,|) = 7 &
Donc cette application est continue.

113- Si @ est différentiable, nécessairement on Dq)(a)(f_i) = Dy®(a). On montre de méme qu’au 7, que ® est
différentiable en a, en montrant grace au théoreme des accroissements finis, que (1/||1))[®(a+k)—®(a) —D;®(a)]

tend vers 0 lorsque ||k tend vers 0.

Exercice 15. Sur E, l'espace ¢! des suites réelles absolument convergentes, on consideére la norme
v(z = (Tn)nen) = ||z]|1 = Z |z |. Etudions la différentiabilté de v : (E,v) — (R,| |). En Og on sait déja que
neN

v n'est pas différentiable. Soit alors a € E'\ {0g}.
e Comme toute norme, par la seconde inégalité triangulaire, v : (E,v) — (R, | |) est continue en a.
e Etude de l'existence des dérivées directionnelles. Soit h € E.
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Evaluons:

1 - _ 1
ol Sz +th) —v(z)] = lim 2 ~(lan + tha| = |ax|).

Evidemment s’il existe n € N tel que a, = 0, en choisissant h = (O(k,n) )ken (Ol Oy ) est le symbole de

2]

1 -
Kronecker, qui vaut 0 si k # n et 1 si k = n), on obtient: ;[V(a? +th)—v(x)] = e Or cette quantité n’admet

pas de limite lorsque ¢ tend vers 0.
1
Notons alors Q = {a € E; a, # 0, Vn € N}, et supposons a € €. Notons encore fp(t) = E(|an+thn|f|an|),
ol chaque f, est prolongée par continuité en 0 par f,(0) = e(an)hy, (e(an) =18l ap, > 0et —1si a, <0). On
1
a: E[ vz +t.h) — vz an

n>0
Si la convergence de la série de fonctions Zn>0 fn(t) est uniforme, comme chaque f,(t) est continue en

N 1 s e
= 0, on aura la continuité de E[ v(z + t.h) an en t = 0, c’est-a-dire: }%[Z fn(@®)] =

n>0 n>0
[Z fa(®)(t=0) = Z fn(0) = Z €(an)hn.
n>0 n>0 n>0
1 1
Or |fn(t)] = |¥(|an + thy| — |an])] < |¥|thn|\ = |hn|; la série Z |hn| étant par hypotese convergente, la
n>0

série ) < fn(t) est normalement convergente, donc uniformément convergente.

Conclusion: - Quel que soit a € Q, quel que soit hekE , v admet en a une dérivée directionnelle suivant
la direction h, et Dyv () = Z e(an)hn.

n>0
- Quel que soit @ € E\ , il existe une direction h € E suivant laquelle v n’admet pas de

dérivées directionnelles en a, et donc v n’est pas différentiable en a € E \ Q.

e L’application E > h — Dy = Ze(an)hn est facilement linéaire. Etudions sa continuité. On a:

n>0

| ano €(an)hn| < ano |hn| = v(h).

Conclusion: en a € €, toutes les dérivées directionnelles D;v(q) sont des applications linéaires continues
de la variable h.

e Etudions la différentiabilité de v en a € 2. Pour cela évaluons le rapport:

1 - 1
0+ B =0 = Dyl = 32 o bl = el =)

lorsque h tend vers 0.

Essayons, comme pour Uexercice 14 une majoration uniforme en n de |a,, + hy| — |an| — €(an)h,, grace au
théoréme des accroissements finis. On a |a, + hy| — |an| — e(an)hn = ¢(hy) — ¢(0), ou ¢(t) = |an + t| — e(an)t,
donc |ay, + hp| — |an| — €(an)hn = ¢'(01).hy, avec 0, €]0; hy,[ si

hn > 0 et Jhy; 0] si h, <0 . Mais ¢'(0,) = e(an, + 0,) — €(ay), ce qui implique, lorsque a,, et a, + 6, sont
de signes opposés pour tout n > 0, que ||an + hyp| — |an| — €(an)hyn| = 2|hy| et donc dans ce cas:

|Z |an + hn| = |an| — €(an)hn| = 22 || = QV(H)

n>0 n>0

n’est pas un petit o de v(h ) Cet essai suggere de mettre en défaut la définition de la différentiabilité de v en
a, en considérant la suite (de suites): (hp) = (—2an0(p,n))neN)pen-
En notant (h,), le n°™ terme de h,, on a en effet:

—

v(hy) = | — 2ay| pjc:o 0, ap+ (l_ip)p et a, sont de signes opposés, et
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—

lv(a+ hp) = via) - Z G(an)(ﬁp)n| = |lap — 2ap| — |ap| — (2€(ap)ap)| = 2|ap| = V(f_ip)-

n>0
1 -
On en conclut que (i_i [v(a + hp) — v(a) — Dy v(g)] ne tend pas vers 0 lorsque p — 0o, et donc que v n’est
v(hy ’

pas différentiable en a.

Conclusion générale: La norme v n’est différentiable en aucun point de F, bien qu’admettant en tout
point a € Q et selon toute direction h, une dérivée directionnelle D;v(,) linéaire et continue en la variable

heE.

Remarque: L’ensemble Q est d’intérieur vide. En effet, tout point de € est limite de suites de points de

E\ Q. par exemple, si a € €, la suite a, = (ag, a1, -.,ap,0,0,...) est une suite de points de E \ 2 telle que
via —ap) = Z lan| — 0.
n>p+1 pmee
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Chapitre 2- Calculs sur les différentielles.

2.1. Théoreme des applications composées.

Dans le cas des applications de variables et de valeurs réelles, f : I - R, g: J — R, (I et J étant deux
intervalles ouverts de R) lorsque la composée g o f a un sens, c’est-a-dire lorsque f(I) C J, on sait que la
dérivabilité de f en un point a de I et celle de g en f(a) = b impliquent, la dérivabilité de g o f en a et que de
plus (g0 £)'(a) = ¢'(f(a)) x F(a).

On dispose, dans le cas des applications définies sur un espace vectoriel normé quelconque, d’une
généralisation de ce résultat. Il s’agit d’un résultat qualitatif (existence de la différentielle de la composée) aussi
bien que quantitatif (expression de cette différentielle en fonction des différentielles des applications qui entrent
dans la composition). A ce double titre, le Théoreme des applications composées s’avere extrémement pratique.
Il permet d’assurer la différentiabilité d’applications “complexes”, lorsque la définition de la différentiabilité est
impraticable, et de calculer directement la différentielle.

Théoréme 2.1. (Théoréme des applications composées) — Soient E, F,G trois espaces vectoriels
normés sur K, Q) un ouvert de E et U un ouvert de F. Soient f:Q — U C F et g : U — G deux applications
différentiables respectivement en a et b = f(a) telles que f(2) C U.

Alors Papplication go f : Q2 — G est différentiable en a, et de plus :

D(g o f)a) = Dyif(ay © Df(a)-

Remarque. La formule est cohérente : puisque Dgray € L(F;G) et Dfqy € L(E;F), ces deux
applications linéaires se composent bien.

Preuve. on a :
Vo € f(z)~ f(a) = Df(x —a) + |z — allpa(x). avec lim py(z) = 0.

Yy eU; g(y) —g(b) = Dgwy(y —b) + |y — bllgy(y), avec }Jig})qb(y) =0.

D’ou :
Ve € g(f(2) — 9(f(a)) = Dgw)(Dfia)(z — a)) + ra(x), avec
ro(z) = |z — al|Dg) (pa(@)) + [ D fa)(x — a) + [l — al[pa(@)llas (f (z))-
Comme D f(,) est une application linéaire continue, d’apres la définition méme de sa norme ||Df|| =
IDf(a)llce:r) qui vérifie | D fia)(z —a)|| < [Df(oll-[z —all, on en déduit : [[ra(2)]| < |z —all(| Dg) (pa(x))[| +
(IIDfa)ll + [pa() D llgs(f(x))]]), et par continuité de Dg), on a bien rq(x) — 0 quand z — a. Enfin, la

composée de deux applications linéaires continues étant linéaire continue, Dg) o D f(4) est linéaire continue et
est ainsi bien la différentielle de g o f en a. O

Remarque. Si E = F = G =R, on a vu que : Df,(h) = f'(a).h € R et Dgy(k) = ¢'(b).k € R, on a
donc prouvé le résultat bien connu : (go f)'(a) = f'(a).¢’[f(a)] en prouvant : D(go f)) = Dyt © Dfia)s
car Vh € R, (g o f)'(a).h = D(g o f)@)(h) = [Dgs(a) © Dfw)l(h) = Dgi(a))(Dfa)(h)) = Dyip(ay(f'(a).h) =
g'(b).f'(a).h

Remarque (retour sur les dérivées partielles). Si dim(E) = n, la base & = (€1,...,é,) de E étant
n
fixée, on dispose d’un isomorphisme naturel ® : K" — E, donné par ®(z1,...,z,) = Z zj.€j.
j=1
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J
Notons a = ®~!(a) = (ai,...,a,) € K" et & = ®71(&;) = (0,...,0,1,0,...,0). En considérant application

f: K" — F, définie par f: fo®, on a par le Théoreme des applications composées :
Df(;) (gj) = Df(a) [D‘I’(g) (gj)]

Mais @ étant linéaire DCID(Z) (€;) = ®(¢;) = €}, on en déduit :

f €:) = = ) T 3f~ ~— af
Df(&) = Dfa)(&), c'est-a-dire 6_%(11) = 50

(a).

0 of . . .

On peut donc trouver a—f(a) en calculant a—f(a), c’est-a-dire en calculant une dérivée (en 0) d’une fonction
ZT; T

d’une seule variable scalaire :

K>t— f(al,...,aj,l,aj +t,a]-+1,...,an) e F.
Bien str, dans le cas ou E = K", & =Id.

Exemple. Reprenons 'exemple du paragraphe 1.3 dans le formalisme de la remarque précédente. Dans cet
exemple F est I’espace vectoriel des polynémes d’une seule variable et de degré < 2, & = (€1 = 1,8, = X, €5 =
X?) est la base choisie de E. On considere I'application f : E — R définie par E > P(X) = ag+ a1 X + a2 X?
f(P) = sin(ag) + cos(a1) + cos(ag)as € R. Calculons la troisieme dérivée partielle de f dans la base &
au point @ = 1+ X2, a l'aide de la remarque ci-dessus. Avec les notations de cette remarque, @ = (1,0,1),

fiR® 3 (2,y,2) — fz,y,2) = sin(z)+cos(y) +cos(z) 23 et ﬁ(Q) = %(@) = cos(1)+4cos(1)(3.1%) = 4 cos(1).

0€;3
Remarque (effet d’'un changement de base sur les dérivées partielles). Les dérivées partielles d'une
application f : E — F dépendent de la base B = (€1, ..., €,) dans laquelle on les calcule. Soit B’ = (a1, ..., &)

une autre base de E. Voyons quelle est la relation entre les dérivées partielles %(a) = D¢, f(a) de f dans la

€
3]
base B et les dérivées partielles aT_J,C(b) = Dg, fu) de f dans la base B'.

On a par définition Dz, f(a) = Df(a)(€j) = D fa)(P(d;)), ou P : E — E est I'application linéaire qui fait
passer de la base B’ & la base B. Or DPp-1(q)) = P, et par le Théoréme des applications composées, on obtient

- - O(foP), _ Lo .
. De, fa) = Df(a)(DPp-1(a))(&;)) = D(f o P)(p-1(a))(&;) = %Tj)(P 1(a)) : les dérivées partielles de f en

a dans la base B au point a sont égales aux dérivées partielles de f o P dans la base B, au point P~!(a).

Exercice 17. Calculer, en utilisant la remarque ci-dessus, les dérivées partielles de ’application de
I'exemple précédent, au point ), mais dans la base B’ = (a1 =1+ X,ds = X% — X,d3 = X2 —1) de E.

2.2. Structure d’espace vectoriel.

Proposition 2.2. — Soient E et F' deux espaces vectoriels normés sur K, a € E. Si Q est un ouvert de E,
f,9: Q — F deux applications différentiables en a, et si A\ € K, alors f + g et A\.f sont aussi différentiables en
a, et D(f +g)a) = Dfa) + Dg(ays DA-f)(a) = A\-Dfa)-

On en conclut que I'ensemble des applications différentiables en un point de E est un sous-espace vectoriel
de I'espace des applications continues en a, on le note D). De plus, I'application D, : D,y — L(E; F) qui a f
associe D f(,) est une application linéaire.

Meéme énoncé pour les applications différentiables sur un ouvert donné de E.

Preuve. La preuve se fait soit directement en écrivant la définition de la différentiabilité, soit en utilisant
le Théoreme des applications composées et les résultats du paragraphe suivant sur les applications & valeurs
dans un espace produit. (cf les Exercices 23 et 24). U
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2.3. Applications a valeurs dans un produit, matrice jacobienne.

On se pose le probléeme du calcul explicite de la différentielle d’une application f = (f1,..., fm) & valeurs
dans un produit en fonction des différentielles de ses composantes f1,..., fm.

Theoréme 2.3. — Soient Fy, ..., F,,, E des espaces vectoriels normés sur K, a € E et f = (f1,..., fm) :
E—F=F x...xF,. Alors [ est différentiable en a ssi ses m composantes f1,..., fm le sont. De plus, on a

: Dfay = (Dfi(a),--+sDfma))-

Preuve. (cf Exercice 23). Si f est différentiable en a, f; = mj o f Pest aussi, ou 7; : F — Fj est la
projection canonique, et de plus Dfj,) = m; o D f(,), d’out la formule. Réciproquement notons q; : F; — F|,

m

lapplication linéaire (continue) définie par ¢;(y;) = (0,...,0,9;,0,...,0),ona: f = Z g; © f;, donc si chaque
j=1

f; est différentiable en a, il en est de méme de f. |

Posons maintenant en exercice un résultat utile dans le cas ou "application que I'on différencie est a valeurs
dans un espace vectoriel normé de dimension finie.

Exercice 18. Soit f : Q — F une application, ot E et F' sont deux espaces vectoriels normés, F étant
de dimension finie, et ot Q est un ouvert de E. Soient , a € Q et Ep = (€1,...,6n) une base de F. Si on
éerit f(x) = fi1(x).€) + ...+ fm(2).€n (les composantes de f(x) dans la base Ep ), cette écriture définit les

m

s P
m
toutes ses composantes f; le sont et montrer qu’alors D f(,) = Z Dfi(a)-€j-
j=1
Considérons maintenant le cas ou F et F' sont de dimensions respectives n et m, et choisissons un couple
de bases £, £F, pour respectivement E et F.
Soient alors 2 un ouvert de F et f :  — F une application différentiable en a. Sa différentielle
Dfqy : E — F étant une application linéaire de £/ dans F, on peut lui associer une unique matrice n x m qui
la représente, dans les bases £g et Ep. Notons-la J(f)(a)(EE,SF) ou plus simplement J(f),), sans ambiguité.

-

Si h = (h1,...,hy) est un vecteur de E écrit dans £, on a :
h1
[Df(a)<h)]5F = J(f)(a) :
I
Par I’Exercice 18 :
m D fi(ay(h) Iy
[Dfay(W)ler =D Dfjay(R)-&ler = : =JPw-| |
=t Dfm(a) (h) hn

de sorte que 1'élément de J(f)(,) qui se trouve a la j°" ligne et la k¢ colonne est : D f;(q)(€x) = De, fi(a) =

9 ),

8Ik
Théoréeme 2.4. — Soient F et F' deux espaces vectoriels normés de dimension respectivement n et m,

Q un ouvert de E, a € Q et f: Q — F une application différentiable en a. Si on fixe deux bases £ et Ep

respectivement dans E et F', la matrice associée a Df,) : £ — I dans ces bases est notée Jac(f)). On

I’appelle la matice jacobienne de f en a. Ces coefficients sont donnés par :
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of O
Jac(f) () = : : :
Ofm Ifm
e (a) ... Bz, (a)

ou f; est la 7¢ composante de f dans £r.
Le Théoreme 2.1, donne alors immédiatement (dim(G) = p) :

0g1 dg1 of o

9o @) o G (f@) ) [ gHe) o )
Jac(go fa) = . . aff aff |

9p 9p m m

2o V@) o (@) Go @ o @

Remarque (sur la norme de D f(,) en dimension finie). Soit f : & — R™, ol 2 est un ouvert de R". Si
a € Qetsifest différentiable en a, D f(,) est une application linéaire de 'espace vectoriel normé L(R"™;R™),
qui est de dimension finie. Deux bases étant choisies respectivement sur R™ et sur R™ (par exemple les bases
canoniques), une application linéaire est représentée de fagon unique par une matrice n X m. Une norme || ||1
sur L(R™; R™) est alors donné par :

[ILll1 = max; j|a;],

ot L est représentée par la matrice (aij)ie{1,....n},je{1,,m} (ce qui revient a rendre isomorphe L(R";R™) et
R"™*™ et & transporter la norme du max de R™*™ via cet isomorphisme sur £(R"; R"™)). Comme sur L(R";R™)
toutes les normes sont équivalentes, il existe deux réels C, K > 0 tel que :

C- Ll < L < K- [ILf,

ot || || est la norme de l'opérateur L, définie dans le chapitre 0. En particulier ||D f(,)| est proche de 0 ssi
| D f(a)ll1 est proche de 0, ie ssi toutes les dérivées partielles de f en a sont proche de 0.

2.4. Théoréme de la moyenne

Dans le cas des fonctions réelles f : [a,b] — R continues sur [a,b] et dérivables sur ]a,b[, on dispose
du Théoréme des accroissements finis : quels que soient z < y dans [a,b], il existe 6 €]a,b] tel que
fly) — f(x) = f'(0)(y — x). En particulier si |f'(x)| est majoré par M sur ]a,b[, |f(y) — f(z)] < M.Jy — x|.

Dans le cas des applications ayant leurs variables dans un espace vectoriel normé E et leurs valeurs dans
R, la formule f(y) — f(z) = Df)(y — x), ou £ €]z, y[, a encore lieu, pourvu que le domaine de définition €
de f soit convexe (ie si deux points sont dans €, le segment qui les relie est encore dans ). En effet, soient
x,y € , Papplication G(t) = f(x + t(y — z)) est une application dérivable sur ]0, 1[, puisque f est elle méme
différentiable sur Q et que ]z, y[C Q. De plus G est continue sur [0, 1], car f est continue sur €. Le théoréme
des accroissements finis appliqué & G donne existence de 6 €]0, 1] tel que G(1) — G(0) = G’(0)(y — z). Or
G(l) - G(O) = f(y) - f(l‘), G/(H) = Df(IJrG(yfz)) et { =z + 9(:1] - 3?)) E}CE, y[’ puisque 6 6]07 1['

En revanche dans le cas ou I'application f n’est plus a valeurs dans R, on ne peut espérer que la formule
fy) = f(x) = Dfey(y — x), out £ €]z,yl, ait encore lieu, méme si les variables de f sont dans R, comme le
montre I'exemple suivant. Soit f : R — R? définie par f(z) = (sin(x), cos(z)). Soit 2 € R. S'il existait § €]0, 2]
tel que f(z) — f(0) = Dfg)(z) = z.f'(0), on aurait : (sin(x),cos(x) — 1) = (z.cos(0), —x.sin(f)), ce qui donne
en prenant les normes euclidiennes des deux membres de I'égalité : 2 — 2. cos(z) = 22. Or cette égalité ne peut

i@’a‘{g‘@tﬁ&‘s{hﬁﬁ% pour tout x € R.
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Cependant, dans le cas tout a fait général des applications de variables et valeurs vectorielles, I'inégalité :
If(y) = f(@)]] < M.|ly— ||, o M majore || D f¢)llz(g;r) sur le segment [z,y] C , a lieu. Cest ce substitut du
theéoreme des accroissements finis que 1’on appelle le Théoréeme de la moyenne.

Lemme 2.5. — Soient [a;b] un intervalle fermé de R, F un espace vectoriel normé, et f : [a;b] — F,
g : [a;b] — R deux fonctions continues sur [a;b], dérivables sur |a; b|, telles que :

vt €lasbf, [|f (D)) < ¢'(¢).

On a alors :

1£(0) = f(@)]| < g(b) = g(a).

Preuve. Soient s €]a;b[ et ¢ €la; b| tels que : a < s <t <b.

La dérivabilité de f et g en s donne :
F(8) = £(5) = F/(8)(t — )+ (£ — $)pa(t). aveelimp,(1) =0,

g(t) —g(s) =g'(s)(t — s) + (t — s)gs(t), avec %Eg qs(t) =0,

d’ou :

£ (&) = F&)I < NP )N = 5) + (¢ = 9)lps(@)]],
(9(t) = g(5)) = g'(s)(t — 5) + (t — 5)qs (1),
et comme || f7(s)|| < ¢'(s), on en déduit :

1F(#) = F()I = & = 9)llps D] < (9(8) = g(s)) = (£ = 5)llgs D],

et donc

9(t) = g(s) = [[1 (&) = F()Il = ( = 5)(gs(8) = lIps(B)]D)-

Si a > 0, en posant :
U(s,t,a) = g(t) — g(s) = (1) = f(s)] + alt —s) = (t = s)(a + qs(t) — lIps(D)]]),

et A(s,a) = {t €]s,b[;1(s,t,a) > 0}, on voit que A(s, ) # 0. Notons o = sup(A(s, «)) et supposons que o < b.

11 existe alors u €]o; b] tel que ¥(o,u, ) > 0, c’est-a-dire :

g(u) —g(o) = [If(uw) = f(o)| + a(u—0) 20,
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mais bien siir, par passage & la limite (continuité de f et de g en o € [s,]) :

9(0) = g(s) = [1f(0) = f(s)| + alo —5) 2 0,

d’ou par addition membre a membre :

g(u) —g(s) = ([lf (o) = F()| + £ (u) = f(o) D) + alu—s) =0,
et en appliquant I'inégalité triangulaire, on aboutit & la contradiction :
P(s,u,a) >0 et u > o,

de sorte que o = b et donc pour tout s €]a; b, pour tout a > 0 :

g(0) —g(s) = 1£(0) = f(s)] + (b —5) 20,
en faisant s — a et & — 0, on obtient le résultat (par continuité de f et de g en a). O
De ce lemme on déduit immédiatement le théoreme de la moyenne annoncé dans I'introduction :

Théoréme 2.6. (Théoréme de la moyenne) — Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, Q un
ouvert de E, [a;b] C Q et f: Q — F une application différentiable. On a I'inégalité suivante :
1£(b) ~ f(@)]| < sup [Dfigy(b—a)l < sup [ Dfgllllo—all

g€lasb] g€lasb]

Preuve. Posons G(t) =
10,1[, et G'(t) = DG(1
IG (O] < supeeus D)
1. o

fla + t(b — a)), pour t € [0;1]. Cette application est différentiable sur

) = Dfarew-ap(lt — a+tlb—a)'(t)) = Dfarep—ay(b — a), on a donc
b—a)]| = M. On applique alors le lemme précédent & G et ¢ = M, entre 0 et

Remarque. e Il se peut, dans I’énoncé du Théoreme de la moyenne, que la quantité :
SUPeepa 1D f(e)(b — a)|| soit +oo. Auquel cas la majoration donnée par ce théoréme est toujours vraie
(|l £(b) = f(a)|| < +00) ! En revanche si Df : Q@ — L(E; F) est continue, c’est-a-dire si f est C', sur 'intervalle
fermé borné [0,1] la fonction continue ¢ +— D fq14(b—a))(b — a) est bornée, et la majoration fournie par le
Théoreme de la moyenne devient non triviale.
e L’hypoyhese de convexité est essentielle dans le théoréeme de la moyenne, comme le
montre 'exemple qui suit : soit f : D — R I'application dont le graphe est donné par la figure ci-dessous.

f(b)

f(@

Sur cette figure D est un domaine de R?, non convexe (un exercice serait de trouver une expression
différentiable de f). De plus sur la figure on constate que les dérivées partielles de f en tous points de D sont
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“petites”, car ces dérivées partielles sont les pentes des tangentes aux courbes données par l'intersection du
graphe de f et des plans de coordonnées, et ces tangentes sont quasiment horizontales. En conséquence, d’apres
la remarque qui suit le Théoreme 2.4, quel que soit x € D, || D f(,)|| est “petit”. Disons par exemple pour fixer
les idées que Va € D, ||Dfi,)| < 1/2. Mais en choisissant a et b dans D comme sur la figure, on peut avoir
|f(b) — f(a)] =1, et |b — a| aussi proche de 0 que 'on veut. L’inégalité :

L=f(b) = f(a)] < sup [[Dfx | - Ib—al
¢eD

n’est ainsi pas vraie. On peut obtenir ||D f(,)|| aussi proche de 0 que I’on veut, tout en conservant | f(b) — f(a)| =
1, pourvu que le chemin qui relie a et b dans D soit suffisament long.

En réalité sur des domaines non convexes tels que D, on peut majorer la différence |f(b) — f(a)| par
sup¢p 1D f)ll - Ya,pr 01 Yap est la longueur minimale des chemins reliant a et b dans D (cf Exercice II du
partiel du 21 novembre 2002).

Définition. Soit f : @ — F une application. On dit que f est localement constante sur , ssi quel que soit
a € (1, il existe un voisinage ouvert €2, de a dans €2 sur lequel f est constante.

Corollaire 2.7. — Soient E et F deux espaces vectoriels normés, Q0 un ouvert de E, f : Q — F est
localement constante sur §2 ssi f différentiable sur 2 et D f(,) = Oz(g;F), pour tout z € 2.

En particulier si §) est connexe, f est constante sur §) ssi f différentiable sur Q et D f ) = Oz(p,r), pour
tout x € ().

Preuve. Si f est localement constante, pour tout = € 2, il existe p > 0, tel que f est constante sur B, C (,
et donc f est bien différentiable sur B, et D f;y = 0z(g;r). Réciproquement, si D f(;) = 0z, r) sur {2, soit

B, C Q. Par le Théoreme de la moyenne, quels que soient a et b € B, ||f(b) — f(a)|] < 0.]|[b—a| =0, et
donc f est constante sur B,.

Enfin si € est connexe, une fonction localement constante sur {2 est constante. (]

Remarque. Comme on I’a déja souligné dans la remarque ci-dessus, I’hypotheése de convexité pour le
domaine de f est capitale dans le Théoreme de la moyenne et pour le Corollaire 2.7, ’hypotheése de connexité
qui en découle, l'est tout autant. Par exemple la fonction f :]0, 1[U]1,2[— R qui vaut 0 sur ]0,1[ et 1 sur |1, 2]
est différentiable sur |0, 1[U]1, 2[, de différentielle nulle sans pour autant étre constante sur |0, 1{U]1, 2] !

Définition. Soient F et F' deux espaces vectoriels normés, Q un ouvert de F, f : Q — F. On dit que f est
lipschitzienne sur 2 ssi il existe une constante C' > 0 telle que :

Va,yeQ, [[fy) = f@)lr < Clly —zlle.

On dit que f est localement lipschitzienne sur €) ssi quel que soit a € €2, il existe 2, un voisinage ouvert de a
sur lequel f est lipschitzienne. Autrement dit :

Va € ), 3Q, C 2 un ouvert contenant a, 3C, > 0 tels que :
Va,yeQa [fy) = f@)lF < Cally—=ls.

Corollaire 2.8. — Soient E et F deux espaces vectoriels normés, 2 un ouvert de E, f : Q@ — F une
application C* sur Q. Si E est de dimension finie, f est localement lipschitzienne sur Q.

Preuve.

Soit a € Q et ©, une boule centrée en a de rayon suffisament petit pour que 'adhérence Q, de €, soit
encore dans ). Soient x et y dans Q,. Comme €, est convexe, le segment [z,y] C Q, C Q. Le Théoréme de la
moyenne donne alors :

1f(y) = f@)lr < sup [ Dfellem:r)-llv—zl < sup |Dfig)lleer)-ly— 2.
£€lz,y] €,
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Comme FE est par hypothese de dimension finie, la boule fermée €, est compacte, et comme Q, > £ —
|ID f(§)|| c(e;r) € Ry est une application continue (en tant que composée des deux applications continues
Il lz(e;r) et Df), cette application est bornée sur €2, disons par C,. On a donc :

Ify) = f@)lp < Cally—zfl. O

2.5. Théoréemes CF.

Théoreme 2.9. — Soient E, F et G trois espaces vectoriels normés, Q) C E un ouvert de E, U C F un
ouvertde Foet f:Q —U,g: U — G.

Si f est C* (resp. admet une différentielle d’ordre k en a) sur Q et si g est C* (resp. admet une différentielle
d’ordre k en f(a)) sur U, alors g o f est C* (resp. admet une différentielle d’ordre k en a) sur Q.

Preuve. Par récurrence sur k > 1. Par le Théoreme des fonctions composées, f et g étant différentiables,
on obtient la différentiabilité de g o f, et

D(go f)y=Bo(Dgo f,Df),

ou B: L(F;G) x L(E; F) — L(E;G) est définie par B(L1,L2) = L oLy. B étant (bilinéaire) continue (puisque
||B(L1,La)|| = ||L1 o Lo|| < ||L1]|.||Lz2]|), on en déduit que D(g o f) est continue lorsque D f et Dg le sont.

Supposons maintenant le théoréme prouvé, pour tout k < n, et montrons le pour n+ 1. On sait que D f et
Dy sont n fois différentiables sur Q et U, et D(go f) = Bo (Dgo f,Df), comme B est aussi C", par hypothése
de récurrence, D(g o f) est aussi C", et donc go f est "1, U

Théoréme 2.10. — Soient E un espace vectoriel de dimension n, F un espace vectoriel normé, ) un ouvert
de E et f: Q) — F. Fixons une base de E, relativement a laquelle nous considérerons les dérivées partielles de
I

1.i- Si f est C* sur Q, f admet toutes ses dérivées partielles sur et celles-ci sont continues sur ).

1.72- Réciproquement, si f admet toutes ses dérivées partielles sur () et si celles-ci sont continues sur {2,
alors f est C' sur Q.

Donc f est C* ssi ses dérivées partielles existent et sont continues.

1.411- Si f admet toutes ses dérivées partielles et que celles-ci sont continues en a € (2, sauf éventuellement
une qui n’existe qu’en a, alors f est différentiable en a.

On a en realité le théoréme général suivant :

2.i- Si f admet en a une différentielle d’ordre k > 1, alors f admet en a toutes ses dérivées partielles

d’ordre k:

9 of ) o f . .
dj, 8:cj1) )(a) notée Oxj, ... 0x;, (@ J1r-eodi €L o)
en a. On a de plus :
Vhi, ... he, DFfay(hi) ... (h1) =
k h h akf Jk Ji
D" fay(hi, ... h1) = E (a).hy" ... h] (3)

0xi ...0x;
1<, gi<n ¥ N

9 of
aTn("'(ale)"')’

2.ii- [ est de classe C* sur Q ssi f admet toutes ses dérivées partielles d’ordre k;

1.k €4{1,...,n} sur Q, et si celles-ci sont continues sur Q.

2.i1i- Si f admet toutes ses dérivées partielles d’ordre k sur €2, continues en a € (2, sauf éventuellement une
qui n’existe qu’en a € 2, alors f est k-fois différentiable en a.
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Preuve. Prouvons 1.i. Si f est différentiable en un point, on a vu que toutes ses dérivées partielles existent
0
et que —f =V;0Df, ou:
633]‘
v,: LE;F) — F
L~ w0)=L@).
Montrons que ¥, est continue (ce n’est pas parce que E est de dimension finie que L(E;F) est aussi de

dimension finie, et donc la continuité de Papplication linéaire ¥; n’est pas automatique). ¥, est linéaire et
1V;L)lr = [[LE)Ir < ILllze:m)l€le, il sensuit que A = |[€}]|g convient dans la caractérisation v du

0

Théoreme 0.1 de la continuité de ;. Si Df est continue, il en est alors de méme de —f
Ly

Prouvons maintenant 1.7¢. Si les dérivées partielles de f existent et sont continues, et si de plus Df existe,
n
of
alors comme : Df = ;0 ——, 0U:
f ; %5 g

L(E;F)
¥y G E
h

(TE

<

— Y ()(h) = hyif

on obtient la continuité de Df, des que celle de 9, est assurée. Montrons la continuité de ;. ||1/}j(]7)(}_i)||p =
Ih;Zlle < |Alloe-l|#ll£. Or dans E de dimension finie, toutes les normes étant équivalentes, il existe C' > 0 tel
que || [loo < C\[| [, et donc : |45 (#)(R)[| < C-[[A]l.[F]|F. On en déduit que |4 ()| Lzr) < C-17lF,

ce qui est la continuité de ;.

Montrons maintenant que ’existence et la continuité des dérivées partielles impliquent la différentiabilité
de f. Pour cela il suffit de prouver 1.iii.

Supposons donc que toutes les dérivées partielles de f existent sur €2 et sont continues en a € 2, sauf,
par exemple la derniere qui n’est peut-étre pas continue, et montrons que f est différentiable en a. On peut
supposer pour cela que n = 2, sans perte de généralité et ||(h1, ha)|| = max{|hi]|, |ha|}.

Estimons pour cela :

o - Of of
g(h) = fla+h) o (a).hq D2g (a).ha.
On a ¢g(0) = f(a) et g est partiellement dérivable, puisque f I’est. On obtient :
dg _of of

() = F(a+h) = 5(a), i e {12}

0 0 0 0
8—3791( )= 8—52(0) = 0. Soit € > 0, par continuité de 0—3{1 en a, il existe p > 0, tel que ||| < p = ”a_jl(h)” < e

On a alors :
lg(h) — g(0)I| < llg(R) — g(0, h2)|| + [|g(0, h2) — g(0)]-

Maintenant on peut appliquer le Théoréme de la moyenne & R 5 ¢ +— g¢(t, ho) € F entre 0 et hy, ce qui donne,

0 -
puisque la différentielle en ¢ de cette derniere application est T + a—g(t, h2)-T et [h,(0,h2)] C B, :
Tl

- B)
o) 90 m)l < sup |2 ()l < elhl.
g€l (0,h2)] 91

7]
D’autre part ’existence de —g(O) donne la majoration :

812
19(0, h2) = g(0)|| < 0.]h2| + |h|-[lpo(0, h1)]l, ol po(x) — 0 quand z — 0.

On en déduit :
lg(h) = g(O)|| < €.|ha] + 0.[h2| + [h2].[[po(0, R1)[| < [[A]l.(e + [[Po(0, h2)I]),
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c’est-a-dire :
. o o .
1@+ B) — (@) — [ @)y + 2L (@) halll < WBCe + lpo(0, o)),
8’131 Ox To

qui est la définition de la différentiabilité de f en a.
Montrons maintenant 2.i.

Par récurrence sur k. Si f est k-fois différentiable en a, alors Df est (k — 1)-fois différentiable en a et

0
admet par conséquent ses dérivées partielles d’ordre £ — 1 en a, et comme de plus 0—f =¥, 0 Df, pour tout
Ly

0
je{l,...,n}, 9f admet ses dérivées partielles d’ordre k — 1 en a.
é?atj

En ce qui concerne la formule, montrons-la pour k = 2 seulement.

: Df = Z ;o , donc :

D? fa) —ngoD ij Zaw o Tk,

c’est-a-dire que :

Montrons 2.ii aussi par récurrence sur k. Si f est C*, Df est CF7!, et par hypothese de récurrence,
8k
ses dérivées partielles d’ordre k — 1 sont continues sur €). D’aprés la formule ci-dessus, les ﬁ sont
’I‘jk N l‘jl
continues sur ). Réciproquement, supposons que f admette toutes ses dérivées partielles continues en a, sauf
éventuellement une qui n’existe qu'en a et montrons qu’alors D¥ f(a) existe. La preuve se fait encore par
récurrence sur k. Comme les dérivées partielles de f existent toutes et sont continues en a sur 2, D f existe sur
n
0] . . .
Q,etona: Df = Z pjo 0—f On déduit de cette formule que D f admet toutes ses dérivées partielles d’ordre
N
j=1 J
af . k
k — 1 continues en a, comme les ——. Par hypothese de récurrence, Df est de classe C*~1 en a, i.e. f est C

x]
en a. O

Remarque : Une fonction peut bien siir étre différentiable sur un ouvert sans que ses dérivées partielles
soient continues. Autrement dit la réciproque du 1.i¢7 dans le Théoréme 2.10 n’a pas lieu. Par exemple, lorsque
E = F =R, dérivée et dérivée partielle coincident. Considérons alors f(t) = t2 sm( ), définie en 0 par f(0) =

Cette fonction est dérivable sur R tout entier, de dérivée nulle en 0, comme on s’en assurera en calculant le taux
d’accroissement de f en 0.

Mais f’(t) ne tend pas vers f/'(0) = 0, lorsque ¢ tend vers 0.

On peut “voir” cette propriété de la fagon suivante : le graphe de f est compris entre ’axe Ox des abscisses
et celui de y = 2. 11 “s’écrase” donc sur Oz en 0, c’est-a-dire que f est dérivable en 0. Cependant, le graphe
de f oscille entre Oz et celui de y = 22 de telle sorte que les pentes des tangentes au graphe de f ne tendent

www.tifawt.com



www.tifawt.com

32 Chapitre 2- Calculs sur les différentielles.

pas a étre horizontales pres de l'origine.

arf ]

Théoréme 2.11. (Théoréme de Schwarz) — Soient E et F deux espaces vectoriels sur le corps K, Q
un ouvert de E et a € 2. On considere une application f : Q) — F, qui admet en a une différentielle d’ordre
k > 1. Alors l'application D* Ja) : E* — F est une application k-linéaire symétrique; c’est-a-dire que pour

tout ﬁl, ceey fzk € E, et pour toute permutation o de k éléments :
DF oy (b, . h1) = DF fay(ho(rys - - s ho(1)) (4)
En particulier, losque E est de dimension finie n, pour tout ji,...,jk € {1,...,n},
oFf o f
(W= ———(0) (5)
Lj OLjy - .. Ojy, x]cr(l) xja(z) T Ijo(k)

Preuve. La preuve se fait par récurrence sur k. Pour k = 1, il n’y a rien & prouver. Pour k = 2 la preuve
se fait de la facon suivante. On montre :

[5t(ﬁa E) - DQf(a) (E)(ﬁ)] =0,

1
lim —
0#£t—0 12

o 8;(h, k) = fla+th+tk) — f(a+th) — f(a+tk) + f(a) est une quantité symétrique en h et k. Pour cela on
procede ainsi :

Posons E 3 h — gy(h) = f(a + th + tk) — f(a + th) — 2D?f,y(k)(h) € F. On a gi(h) — g:(0r) =
5(5, E) - t2D2f(a) (E)(E) On peut supposer, h et k étant fixés, que ¢ est suffisamment petit pour que a+ th + k,
a+tk et a+th soient dans une méme boule centrée en a et incluse dans 2. On peut alors appliquer le Théoreme
de la moyenne sur cette boule :

16:(R, k) — 2D f(oy (k) (R)]| = llge(h) — g¢(0E)]|| < S IDgeo)lI-lIR]
€0

Mais
Dy(ey = tDf qysipac) — Dfarecy) = 2D° fay (k)
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= (DS g ssiirec) = Dft@) + Dfia) = Dfatecy) — D fa) ()

= t[tD* f(ay(k + C) — tD? f(a) (C) + [t].1K + C|[pa(tk + t¢) + [t].11C[lqa (tC) — tD? f(ay(K)]

Donc
I1Dgscoy || = [t 1k + ¢llpa(th + ¢¢) + [I¢llga(tC) |-
On en conclut que
1. == . oo
oim 72 10¢(h, k) = D" fay (k) (h)] =

-

et donc par symétrie de 6;(, k) en h et k, on a bien DQf(a)(E)(i_i) = D2f(a)(i_i)(k).
On prouve la symétrie des différentielles d’ordre supérieur par récurrence sur ’ordre, en utilisant le résultat
que 'on vient de prouver et la décomposition des permutations en certaines permutations.
Enfin, on prouve (5) en imposant he = (hy =0,...,0, h;"’ =1,0,...,0), pour tout £ € {1,...,k} dans (4)
et en utilisant (3). [

Corollaire 2.12. — Soient E un espace vectoriel normé réel de dimension finie n, F' un espace vectoriel
normé réel, 2 un ouvert de E et f : () — F une application admettant une différentielle seconde en a € ). Une
base B de E étant fixée, par la formule 3, quel que soit h et k dans E, on a, en écrivant h = (h',... h") et

k= (k... k™), les coordonnées de h et k dans B et — les dérivées partielles relativement a cette base :
Ly

Jpi
(D? f(ay()) () 1<%:<n axj a:cz ) kbt =
0% f 0% f
0101, R 0z, 011 (a) k!
(hl ... h" ) : :
82f 82f L
0x10%, @ Oxn 0Ty “

La matrice carrée n x n ci-dessus est appellée le Hessien de f en a relativement a la base B3, on la note ’H(f)(a)

La formule (5) du théoréme précédent montre que la matrice H( f)( o) €5t une matrice symétrique, et par
conséquent H( f)?a) est orthogonalement diagonalisable : il existe P € O, (R) une matrice orthogonale réelle,
d’inverse ' P et une matrice diagonale A(q) telles que ’H(f)fa) =t PA,)P.

h! K! k1
En notant (H',...,H") =t (P | : |)et =P | ‘' |, on obtient alors :
h™ K" k™
Kl
(D?f(a) (k) (h) = (H',...,H") Ay |
K’n
! K!
Si I’on note B’ la base de E dont les éléments sont les images par P de ceux de B, et sont
H" K"
les coordonnées respectives de h et k dans B, et ’égalité précédente montre que H(f)g) = Aq)- ([
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Exercices du chapitre 2

2
Exercice 19. Soit f : R> — R définie pour (z,y) # 0 par f(z,y) = :c;ciiy? et £(0,0) =0.

i- Etudier la continuité de f en (0,0).
ii- Calculer les dérivées partielles de f en (0,0), et en un point (x,y) # (0,0). sont-elles continues sur R* ?
iii- Etudier l'existence des dérivées directionnelles de f en (a,b), suivant le vecteur h = (h, k). Si elle existe,

I’app]ication h I D, }(a,b) est—elle Ijnéaire H
1
P

ye =

i~ 7%,si:c7é0,etf(0,y):0.
y e s

1v- Mémes questions avec f(x,y) =

. . ) o yl(@® + )%
Exercice 20. Soit f : R® — R la fonction définie par: f(z,y) = ~—5——=5"—, si (z,y) # (0,0) , et
(x> +y?)? +y
£(0,0) = 0.

i- Montrer que f est continue en (0, 0).

ii- Montrer que toutes les dérivées directionnelles de f en (0,0) sont nulles.

tii- Montrer cependant que f n’est pas différentiable en (0, 0).

1v- Retrouver géométriquement que f n’est pas différentiable en (0,0), en montrant qu’il existe une courbe
tracée sur le graphe de f dans R® qui ne s’aplatit pas & I'origine sur le plan xOy C R>. (ind. penser aux
coordonées polaires).

Exercice 21 (Suite de 1’exercice 16). Soit E = C I'espace vectoriel des suites convergeant vers 0, muni
de la norme v((Zn)nen) = SUP,en |Zn /.

i- Vérifier que v est bien une norme sur E.

i1- Etudier la question de la différentiabilité de v : E — R. Pour cela commencer par montrer que quelle
que soit la suite a = (ap)nen de E, il existe ng € N tel que v(a) = |ay,|, puis montrer que v est différentiable
en a si et seulement si v(a) est atteint en un seul indice ny.

iii- Montrer que v est C> sur Pouvert Q = {a € E;v(a) n'est atteint qu'en un seul indice} et que D*v est
nulle sur §2, pour tout k > 2.

tv- Grace au Théoréme de la moyenne, montrer une inégalité triangulaire localement dans Q (i.e. pour
x,y € Q suffisamment proches I'un de 'autre).

v- Montrer que I'ouvert §) est dense dans E.

Exercice 22. Soient E et F deux espaces vectoriels normés (sur K = R ou C), Q un ouvert de E, a € Q,
f:Q — Fetg:Q — F deux applications différentiables en a.

i- Une application linéaire de E dans F est-elle différentiable ? Si c’est le cas quelle est sa différentielle ?

Etudier la différentiabilité de I'application ¢ : (Co([0; 1; K), || |sc) D f +— f[O;l] f(t)dt € K.

ii- Montrer que f + g est différentiable en a et calculer sa différentielle.

i1i- Montrer que pour tout A\ € K, \.f est différentiable.

iv- Conclusion ?

Exercice 23 (Applications a valeurs dans un produit). Soient E, Fy,..., F,,, des espaces vectoriels
normés (sur K =R ouC), Q un ouvert de E, a € Q et soit pour tout j € {1,...,m}, f; : Q@ — F; une application
différentiable en a. On définit f:Q — F = Fy X ... X Fy, par: Yo € Q, f(z) = (f1(x),..., fm(x)).

i- Montrer que f est différentiable en a et calculer sa différentielle.

13- Soit g : ) — F une application et soient m; : F' — F} la j® projection canonique.

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que g soit différentiable.

Exercice 24. Grace au Théoréme des applications composées, retrouver le résultat de 22.iv.

Exercice 25. Soit (E, (| )) un espace préhilbertien réel et v(z) = ||z|| = /(z|x) la norme de E. Montrer
quev : E\{0g} — R est une application C* et calculer D*v(,) pour tout z € E\ {0g}. A I'aide du Théoréme
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de la moyenne, démontrer la seconde inégalité triangulaire.

Exercice 26 (Suite de I’exercice 14). Soit E l'espace vectoriel des suites réelles bornées muni de la
norme ||(&n)nen|loc = SUP, ey [Tnl, €t soit f: E x E — E définie par f(x,y) = (sin(xy, - yn))nen. Montrer que
[ est C* et calculer D?f, ..

Exercice 27 (Différentielle du déterminant). Soit M,,(K) I'espace vectoriel des matrices carrées n x n
a coefficients dans K et Gl,,(K) C M, (K) le sous-groupe des matrices inversibles.

1.i- Montrer que M, (K) est isométrique a R™.

1.7i- Calculer les dérivées partielles de det : M,,(K) — K, montrer qu’elles sont continues.

1.3~ Calculer la différentielle de det : M, (K) — K en M € M, (K) et en P € Gi,,(K).

1.iv- Montrer que Gl,,(K) est un ouvert de M,,(K).

2- On considére ® : M,,(K) — K" x...xK", qui & une matrice associe ses colonnes. En posant detod = det,
retrouver que det est C™ et calculer sa différentielle.

Exercice 27.a. (calcul de différentielle seconde a I’aide du théoréme des applications composées.
Calculer la différentielle seconde de f(x,y) = 1+ z(y? + 2).

Exercice 27.b. Soient E, F', G trois espaces vectoriels normés, Q) un ouvert de E, U un ouvert de F et
f:Q—=U, g: U — G deux applications deux fois différentiables.

i- Soit B : L(F;G) x L(E; F) — L(E;G) définie par B(V,U) =V o U. Montrer que B est C*.

ti- Exprimer D(g o f) en fonction de B, Df, Dg et f.

iii- Calculer D*(g o f)(y) et retrouver I'expression de (g o f)"(x), lorsque E = F = G = R.

Exercice 27.c. Soient E et F deux espaces vectoriels normés, 2 un ouvert de E et f : Q@ — F une
application admettant en un point a € §2 une différentielle d’ordre 2. Soit heE.

i- Montrer que D; f : Q> x — Dy, f,) € F est différentiable en a.

ii- Calculer D(Dy f)(a)-

i1i- En déduire DQL(Q.M...,%) lorsque L : E7 X --- X E,, — F est n linéaire continue. En déduire également
D2f(a), lorsque f : R — R est deux fois dérivable en a.

iv- Retrouver la différentielle seconde de I'application de Iexercice 27.a.

Exercice 27.d. (Ensembles négligeables et applications C') Soient Q un ouvert de R™, et f : Q —
R? ,une application C*.

1.i- Montrer que I'image par f d’un ensemble N C R", de mesure de Lebesgue nulle, est de mesure de
Lebesgue nulle dans RP.

1.73- en déduire que si p > n, f(Q) est de mesure nulle dans R?.

On propose de retrouver le résultat de 1.ii. Soit f : R — R™, m > 2.

2.i- Soit k € N. Montrer qu’il existe A > 0, tel que pour tout € > 0, on puisse recouvrir I'y, = f([—k, k]) par
des boules (B§)jen de R™, telles que diam(B5) < € et Z diam(B;) < A.

jEN
2.4i- Montrer que Z[diam(Bjﬁ-)]m <eml Z diam(Bj).
JEN JEN

2.iii- En déduire qu’il existe une constante ¢(m) ne dépendant que de m et un recouvrement de I'y, par des

pavés (P;)jen, tels que Zmes(Pj) <c(m).e™
jEN
2.iv- En conclure une f(R) est de mesure de Lebesgue nulle.
2.v- Que dire du cas f : R" — R™, m > n, avec f de classe (au moins) 1 7
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Corrigé des exercices du chapitre 2

Exercice 18. Notons ® : FF — R™ l’isomorphisme linéaire qui identifie ' & R™ canoniquement grace &

m
la base Ep, ie ®(y = Zyjé}) = (y1,-..,Ym). L’application ® est application qui associe & un vecteur de
j=1
F ses coordonnées dans la base £p. Cette application est bien sir linéaire et bijective. Comme F et R™
sont de dimension finie m, ® et ®~! sont continues. On en conclut que ® et ®~* sont C* (Théoreme 1.5).
Remarquons que :

F=0" o (f1,.. s fm) (%)
Pof=C(f1,---,[m) ()

Maintenant (fi, ..., f) est différentiable en a (resp. C*) ssi chacune de ses composantes f; est différentiable

en a (resp. C¥) (Théoreme 2.3 et Exercice 23). Puisque ® et &~ sont C*°, (%) et (%) montrent que f est

différentiable en a (resp. C¥) ssi (f1,..., fm) est différentiable en a (resp. C*) ssi chaque f; est différentiable en
k

a (resp. C").

Exercice 19. i— Pour tout (z,y) # 0, on a : |f(z,y)| < |z|lv?|/(|2%] + |[y|?) < |z| < ||[(2,y)]|c0, donc
lim, ) (0,0) [f(2,9)| = 0 et lim(g ) 0,0y f(x,y) = 0, ce qui signifie que f est continue en (0,0).
7— On a:
of f(h,0) — f(0,0) of f(0,k) - f(0,0)

—=(0,0) = lim =0et ==(0,0) = lim

Ox h—0 h Ay k—0 k =0.

Pour tout (z,y) # 0, on a 2% +y? # 0 et on peut utiliser les formules usuelles pour calculer les dérivées partielles
de f en (z,y). On obtient

ﬂ(ﬂ? ) _ y2(y2 —.172) et g(&? ) _ ngy
or Y T @ oy Y T @
On en déduit que
00O e O L 0f
lim =(0,9) = 1 # =-(0,0) et lim ay(m,fc) =357 5, 0:0)

iii— Pour tout vecteur (h,k) de R?, on a

lim f(tha tk) B f(Oa O)
t—0 t

= f(h, k).

Donc la fonction dérivée directionnelle en zéro (h, k) — Dj fo,0) = f(h,k) est bien définie et est clairement
non-linéaire. Or si f était différentiable en (0,0), par la Proposition 1.2, 'application h D;. fo,0) = f(h, k)
serait la différentielle b — D f(oyo)(i_i), qui est linéaire. On en conclut que f n’est pas différentiable en a.

Par le Théoréme 2.10, f est différentiable sur R* \ (0,0), car ses dérivées partielles y sont définies et
continues. Par suite, par la proposition 1.2, si (a,b) # 0, alors f admet des dérivées directionnelles suivant
toutes les directions et pour tout (h, k) € R?, on a Dfiap)(h k) = Dy iy fra,n)-

iv— f est continue sur R?\ (0,0). En effet, f est continue sur R\ {(0,y), y € R}. Par ailleurs, si y # 0,
alors lim, ) (0,y) f(7,y) = 0 = f(0,y) et donc f est continue en (0,y). Enfin, on a lim, o (z, 671/””2) = (0,0)
et lim, o f(x, 6*1/12) =1/2 # £(0,0), dont on déduit que f n’est pas continue en (0,0).

Les dérivées partielles de f sont définies sur la droite {(0,y), y € R}. En effet, si y, h sont des réels non-nuls,

alors
Flhoy) = FO) [ 1, e
h |yl

Dont on déduit que %(O,y) = 0. Comme f(z,0) = 0 pour tout z, on a aussi %(0,0) = 0. Enfin, pour tout
réel y, on a f(0,y) =0 d’ou 2—5(0, y) =0.
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Les dérivées partielles de f sont définies sur R? privé de {(0,y), y € R}. En effet, comme (z,7) (742—1—6_1/“”2

ne s’y annule pas, on a :

ﬂ(m - 2y671/x2(y2 _ 672/953) o g(m - (672/952 _ yQ)efl/ac2
ox Y= x3(y2+e—2/x2)2 Oy Y= (y2+e—2/1'3)2

Les dérivées partielles sont continues sur R? \ {(0,0)}. En effet, pour y # 0, on a lim ;) —(0,y) %(.}?, y) =
lim ;) —(0,y) g—z(:c,y) = 0, ce qui signifie que les dérivées partielles sont continues en (0,y). Les dérivées
partielles ne sauraient étre continues en (0,0), car alors f serait différentiable en (0,0) par le Théoréme
2.10, ce qui n’est pas le cas puisque f n’est pas continue en (0, 0).

Comme dans 74, on peut en conclure que f est différentiable sur R? \ {(0,0)} et que par suite application
dérivée directionnelle est bien définie en tout point (a,b) # (0,0), et égale & D f(, ;). On calcule directement
que l'application dérivée directionnelle a ’origine est nulle.

Exercice 20. i- On a pour tout (x,%) # (0,0 I'inégalité (22 + 32)2 + y2 > 2(2% + 3?)|y|, dont on déduit

yl(=® + %)% _ Va2 +y?

2@ +y?)yl — 2

que

|f(z,y)] <

donc f est continue en (0,0).
ii- Pour tout vecteur (h,k), on a

. f(thvtk) B f(ovo) T 2 |h|(h2 + k2)3/2
i ¢ = M R e T R

:O7

et la dérivée directionnelle selon (h, k) est nulle.
144- On a ) )
fly) @™ +y7) -
Iz y)lle (22 +92)* +y? ’
Or, on a lim, o p(z, 2?) = lim, ¢ %

iv- Considérons D’application vy : R — R? définie par v(t) = (t,t2), elle est différentiable en 0 et définit

=1, ce qui prouve que f n’est pas différentiable en (0, 0).

une courbe sur le graphe de f. Si f était différentiable en 0, alors f oy serait aussi différentiable, c’est-a-dire
20,27 ,4\3/2
dérivable, en 0. Or fo~(t) = £ +t7)

@z bour tout ¢ # 0 et f est équivalente & ¢t — |¢| au voisinage de 0, qui
n’est pas dérivable en 0.

Exercice 21. i- Vérifier que v est bien une norme est sans difficulté.

ii- Soit @ = (ap)nen € E. Si v(a) = 0, alors quel que soit n € N, a, = v(a) = 0. Sinon,
comme ¢ est une suite de limite nulle, soit N € N tel que ¥n > N, |a,| < v(a)/2. Nécessairement
v(a) = sup{|an|} = max,cq1,.. n—131{]an|}, et ce max est atteint en ng € {1,..., N —1}.

neN

e Supposons que {j € N;v(a) = |a;|} = {no} et montrons qu’alors v est différentiable en a.
Commengcons par remarquer que § = ing {lane| — lan|} > 0. En effet, si tel n’était pas le cas il existerait
ne

une suite (an, )ken telle que |an, | — |an,| quand k — oco. Or puisque pour n > N, |a,| < v(a)/2, on aurait
lexistence d’un entier K tel que Vk > K, a,, € {aog,...,an—_1}. Mais comme pour tout n € N, |a,| # |an|, on
obtiendrait une contradiction. Soit maintenant h = (hy)nen € E tel que v(h) < 46/2. On a :

v(a+ H) = |ang + hng |- (%)

—

En effet, quel que soit n € N, |apn + hn| < |an| + |hn] < |an| +v(h) < |ap]+0/2 €t |ang + Png| > |ang| — |Png| >
|ang| — /2. Or |an| + /2 < |an,| — 0/2, puisque 6 < |an,| — |an|, ce qui prouve (x).

On obtient ainsi par (), VA € E tel que v(h) < §/2, v(a+ h) — v(a) = |an, + hng| — |an,|. Mais, puisque
par hypothese a # 0 (sinon v(a) n’est pas atteint qu'une seule fois), a,, # 0. La dérivabilité de la valeur
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absolue en a,, # 0 ((t — [t])'(t = an,) = 1 si an, > 0, et —1 si a,, < 0) montre qu’existe une application ¢ de
limite nulle en ay,, telle que : |an, + Ang| — |ane| = $9(ang)-Png + [Ang|-@(Any). On a noté sg(an,) le signe de

(ny, Cest-d-dire 1 ou —1 selon que ap, > 0 ou a,, < 0. Observons que si lon pose v(h).pa(h) = |hng|.q(hny ),
- h - h

ou encore p,(h) = %.q(hno), la fonction p, est de limite nulle lorsque v(h) — 0, car le rapport | 7;_;| est
v v

majoré par 1 et v(h) — 0 implique |hy,| — 0 qui implique & son tour ¢(hy,,) — 0. En conclusion : Vi € E tel

que v(h) <4/2,0on a: B B B
v(a+ h)—v(a) = sg(an,).hny + v (h).pa(h),

avec pa(h) — 0 quand i — 0. Si 'on montre que application lindaire L : E 5 h — L(h) = sg(an,)-hn, € R
est continue on aura prouvé la différentiabilité de v en a. |L(h)| = |hn,| < v(h), donc A = 1 convient dans la
caractérisation de la continuité des applications linéaires du Théoreme 0.1.v.

e Supposons maintenant que {j € N;v(a) = |a;|} n’est pas un singleton et montrons alors que v n’est pas
différentiable en a.

Il existe par hypothese j et k, j # k tels que |a;| = |ax| = v(a). Soit €, € E la suite n’ayant pour termes
que des 0 excepté au rang k ol son terme est 1. Sans perte de généralité, on peut supposer que ax > 0. On a
alors |ay + t| > |ak| = v(ak) pour t > 0 et |ag + t| < |ak| = |a;| = v(a), pour ¢t < 0 assez petit. On en déduit
que : v(a+tey) —v(a) =0sit <0etv(a+téy)—via) = |ar +t| — |ak| sit > 0. En conséquence, la dérivée
directionnelle & gauche (t < 0) de v en a selon la direction € est nulle, mais cette méme dérivée directionnelle
a droite (t > 0) vaut sg(ar) = + ou — 1. La dérivée directionnelle de v en a selon la direction €}, n’existe donc
pas, et v ne peut donc pas étre différentiable en a.

i4i- On a vu & la question précédente que ’ensemble des points a € E pour lesquels v(a) n’est atteint qu’en
un seul indice est un ouvert de E, car on a montré, avec les notations de la question précédente, que a + h

—

est encore dans cet ensemble, dés que v(h) < /2. On note § cet ouvert, et on dispose alors de 'application
différentielle : Dv : Q@ — L(E;R), qui est définie par Dy(a)(ﬁ) = 8g(angy)-hny, avec ng le seul indice en lequel
v(a) est atteint. Notons « : Q@ — N Iapplication

qui & a associe a(a) = ng. D’aprés la question précédente, cette application est localement constante
sur Q (v(a + h) = laa(a) + ha(ayl, deés que v(h) < 6/2). Donc Dv est Iapplication localement constante
Q3> a— 59(aa(a))-Ta(a), OU 7; : B — R est Papplication linéaire qui & une suite associe son terme de rang j. Il
s’ensuit que Dv est différentiable sur © et que sa différentielle est nulle. Ainsi v est C™ et D*v = Oz(E,....ER)
des que k > 2.

iv- Soient a, b tous les deux dans une méme boule B C €2. On a quel que soit he E, quel que soit & € [a, b],
|Du(5)(ﬁ)| = 59(a(e)) -ha(e)] < v(h). On en déduit que | Dve)ll c(ery < 1. Par le Théoreme de la moyenne :
lv(a) —v(b)| < v(a—b).

v- Soit & = (Zp)nen € E. Si & = 0g, on considere la suite ()Zn)neN* de FE définie par X, =
1 1 1 - - .
— ——,——,...). Quel que soitn € N*, X,, € Q et v(X,) = 1/n 0. Donc X, Og. Supposons
(nn+1n+2 ). Quel q n (Xn) = 1/n — n — 0. Supp
maintenant que v(x) soit atteint aux rangs ny < ng < ... < ng. (en nombre nécessairement fini si & # Og).
Soit alors 0 = min (1, ny},jsns,....ne V(T) — |2;] et soit N € N* suffisamment grand pour que 1/N < 4/2. On
k
- e s o o 59(@n,) .
consideére alors la suite (X, )nen déléments de  définie par : Vn > N, X, =&+ Z T €n;- On vérifie
: n-—+yj
Jj=1
s9(@n,

")é’nj = 0g, on en conclut que 2 est dense dans E.

facilement que )Zn est dans 2 et comme lim i
n-j

n—00

k
Jj=

1
Exercice 22. i- Une application linéaire L est différentiable ssi elle est continue (Proposition 1.5). Dans

ce cas, quel que soit le point en lequel on calcule sa différentielle, celle-ci vaut L. Autrement dit DL : a — DL g
est constante. L’application ¢ est linéaire ([(f + A.g) = [ f + A. [ g). Regardons sa continuité. L’espace

€°(]0,1],KK) étant muni de la norme || ||o, on a : |/ f(t) dt] < / lf(®)] dt < / Ifllso dt = || flloo- Ce
1]

,1 0, )

qui donne la continuité de ¢.
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11 La différentiabilité de f+g. Notons qu’ici on somme deux applications, ¢’est-a-dire que I’on voit ’ensemble
Eq_r des applications de Q & valeurs dans F' comme un groupe (ou mieux un espace vectoriel) muni d’une
loi +¢, .. La somme +¢, . des deux applications f et g est une nouvelle application de £q_,r défini par :
fHea.rg:Q3z— (f+9)(x):= f(x)+rg(x) € F, ot +F est la loi de groupe de F. Par commodité on
note f + g, mais il faut garder en téte que +¢,_ . n’est pas +p, méme si la loi additive +¢,_ . sur Eq_F est
directement héritée de la loi additive + g de F' ! Ces précisions étant faites,

(f +9)(x) = (f +9)(a) = f(z) + g(z) — (fa) + g(a)) = [f(z) — f(a)] + [9(z) — g(a)]

= [Dfia)(x = a) + ||z = a].pa(2)] + [Dg(a)(z — a) + ||z — al|-ga ()]
= Df(a)(x = a) + Dga) (x — a) + ||z = al.pa() + ||z — al|.ga(x)
= (Df(a) + DY)z = a) + ||z = al[.(pa + ga) (2)-

L’application D f(4) + Dg(,) étant linéaire continue (en tant que somme d’applications linéaires continues) et
I'application p, + ¢, tendant vers Op lorsque = tend vers a, on en conclut que f + g est différentiable en a, de
différentielle : D f(,) + Dg(q)-

1ii- Méme argumentation pour I'application A.f, qui est différentiable en a, de différentielle X.D f 4.

iv- On en conclut que ’ensemble des applications de £q_,p qui

sont différentiables en a est un sous-espace vectoriel de £q_. p.

Exercice 23. i- Pour tout j € {1,...,m} soit ¢; : F; — F définie par pour tout y € Fj, ¢;(y) =
Ory, .05, 4,0p, 1., 0F,) €{0p } X ... x{0p,_, } X Fj x{0p;,,} X ... x{0F, } C F. g; est trivialement
linéaire et comme |¢;(y)||r = maxp;([|0r, ||, |¥|lF;) = |yl|F;, ¢; est continue, donc C*. Le Théoreme

des applications composées assure alorsla
m

différentiabilité de g; o f; en a, et comme f = qu o f; est différentiable en a, par la Proposition 2.2, f
j=1

est bien différentiable en a, de différentielle D f,) = Z 4 ° Dfja) = (Dfigays---s Dfmiay) : E — F.

j=1
i1- L’application 7; est linéaire et continue (||q;(y1,...,ym)llF, = Yillr, < yllFr = maxp=1,.._ mllyzl F.-)
On en conclut que 7; est différentiable quel que soit j € {1,...,m}. Il en est alors de méme de g; 0 g = gj;, la

jeme composante de g, en a, des que g est différentiable en a. 7 et i ensemble donnent le Théoreme 2.3.

Exercice 24. Montrons que ’ensemble des applications de £q_.r qui sont différentiables en a est un
sous-espace vectoriel de £q_. p.

Soit A € K et soient
c: FxF — F et A\: I — F

(y,2) — y+z z = Az

Ces deux applications sont trivialement linéaires et :

lo(y, 2)lr = lly+2llr < llylle +lI2llr <20y, 2)llFxr = max(|ly]| . [|2]F),

puis [|A(z)]|F = |Al.||z||F, donc o et A sont continues et donc C* (Proposition 1.5). Par le Théoreme 2.3 (cf
IExercice 23) 'application (f,g) est différentiable en a. Comme f+g =0o0(f,g) et A\.f = Ao f, le Théoréme
des applications composées donne la différentiabilité de f 4 g et de A.g en a.

Exercice 25. Le Théoréme des fonctions composées, appliqué aux fonctions : r : R} 3¢t — r(t) =
Vt€ER, B:ExE > (r,y) — B(w,y) = (zly) € Ret L : E > 2 — L(x) = (z,2) € E x E assure
que v est différentiable sur E'\ {Og}. En effet : L’application L = (Idg, Idg) est linéaire continue, donc
C*°, lapplication B est par hypothese bilinéaire. Sa continuité résulte de ’inégalité de Cauchy-Schwarz :
|B(z,y)| < ||lz||-|lyll.- On en conclut que B est C*°. Enfin r est aussi C* sur R’ (dérivable une infinité de fois
sur R ).
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Comme z # 0p = B(z,x) # 0 (puisque B est définie positive), on en conclut que v est C* sur E \ {Og}
(Théoreme 2.9) et que de plus :

Vo € E\{0p}, Dvay(h) = [Drip(p()) © DBL() © DLi)(h),

soit : Dy (h) = Dris(eiey) (DB ey (L(h)) = Dripw ) (DB (b h)) = Dripw ey (Blz, h) + B(h,z), et
7 7 - 2(x|h x|h
donc s Dge) () = D) 2(alh)) = 2alh).r’ (b)) = —d)_ _ C17)

T2/ V@)

On déduit du calcul de Dy(y(h) et de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, que :

1wy W < G0y ) () = i),

et donc que || Dv(z)||z(z:r) < 1, quel que soit z € E\{Og}. Soient alors z,y € E tels que Og ¢ [z,y] (dans le cas
ou0g € [z,y], 'inégalité triangulaire est immédiate). Par le Théoréme de la moyenne, |v(x)—v(y)| < l.v(z—y).
En remplacant y par —y dans cette inégalité, on obtient la seconde inégalité triangulaire : |v(z)—v(y)| < v(z+y).

Calculons D?v(,y € L(E, E;R). Soit ¢ : E — L(E;R) l'application définie par ¢(z) : E > h— [p(z)](h) =
(z|h) € R, 7 : R x L(E;R) 3 (A, L) — 7(\,L) = AL € L(E;R), et i : R* 53¢ — i(t) = 1/t € R. On a :
Dv=mo(iov, ).

o Différentiabilité de ¢: ¢ est une application linéaire. De plus |[¢(z)](h)| = [(z|h)] < ||z].]|k], par
Pinégalité de Cauchy-Schwarz. On en déduit que ¢(x) est continue et de norme ||¢(z)|| z(gr) < ||7||E. Mais
cette derniere inégalité assure la continuité de ¢ et méme |p|| < 1. ¢ est donc C™ et Do,y = ¢.

e Différentiabilité de m. 7 est bilinéaire et ||[7(\,L)||zmr) = [[ALllzgr). Or on a la majoration :
AL < AL eom- Al done AL s < ALl sz, On en déduit que (A, L)l emzy < ALILI
et ainsi que 7 est différentiable, de différentielle : Dy z)(u, A) = p.L + X\ A.

e Différentiabilité de 4. i est différentiable sur R* et Di(;)(h) = —h/t%.

Le Théoreme des applications composées et le Théoreme sur les applications a valeurs dans un pro-
duit donnent : DQZ/(:E) = D(DV)(:E) = DT((Z(V(‘/K)),(#)(I)) o (DZ(V(z)) o DV(I),D¢(I)) Donc D2Z/(m)(h) =
DT (i(w(2)),6(2)) (Di(u(2)) (DV(z) (h)), Dd(ay (R)) = DT(iu(2)),6(2)) [ (@]h) /1* (2), ¢(h)].

Soit enfin k € E, [D?v(,(h)](k) = (Vh|k) - (xﬁ)((j)'k) . En considérant D?v,) comme une application bilinéaire,
(hlk)  (x|h)(x|k)

forit - 2 _
on écrit : D?v(y)(h, k) = ) )

Exercice 26. Soient ¢ : E — F l'application de l'exercice 14 et U : E — E définie par ¥(x) = (cos(xy))nen-

—

On a vu que @ était différentiable et que D®(,y(h) = (hy - cos(zn))nen. De méme U est différentiable et

-

DV (,y(h) = (=hy.sin(x,))nen. Notons L : E — L(E; E) 'application définie par :

L(x): E

[L(x)] (H) = (xn-hn)neN

>

—
—

L est linéaire ct arrive bien dans £(E; E). En effet, ||[L(2)](A)]los < ||z]lso-|2]|s0, ce qui prouve que L(z) est
continue et que |L(z)|| < ||z loc. Mais cette derniere inégalité prouve que L est continue. On en conclut que
L est C*.

Ona: DP =LoVU et comme ¥ est différentiable, ® est deux fois différentiable. On montre de méme ¥
est deux fois différentiable, puisque D¥ = —L o ®, et ainsi de suite, on prouve que ® et ¥ sont C*.

Notons B : E x E — E Vapplication B(z.y) = (Zn,Yn)nen. B est bilinéaire. De plus B est continue, car
S 1B, y) |loo = SuPpen [Zn-Un| < ||Z]loo-||¥]loo- (Remarquons que B et L se correspondent dans Iisomorphisme
L(E,E;FE) ~ L(E;L(E; FE))) de 'Exercice 10. Ainsi B est C*°. On a f = ® o B, ce qui prouve que f est C*.

Calculons Df(, ). Le Théoreme des applications composées donne : Df, ) = D® gy ) © DBy -
Soit alors A : L(E;E) x L(E x E;}E) — L(E x E; E) Papplication A(¢,b) = £ ob. A est une application
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bilinéaire. Montrons que A est continue : [|A(4,b)(h, k)||z = [[€(b(h, k)| < |€|-116(R, k)| < |1]-16]l.]| (B, B)]],
donne [|A(¢,b)]| < ||€]|.]|b]l, ce qui est la continuité de A. On a alors :

Df=Ao(D¢poB,DB)=Aoc(LoW¥oDB,DB).
le Théoreme des applications composées et le Théoreme 2.3 donnent alors :

D? fay) = DAL (B(xy))]. DB, © (PLiw(B(.4)) © D¥(B(y) © DBy, D’ Ba.y))-

Mais DB est une application linéaire continue de E x E dans L(E x E; E), donc DQB(myy) = DB. Soit alors
U = (h,k) € E x E, on a, en notant B(a,b) par a.b, ¥(z) = (cos(zn))nen par cos(z) et ®(z) = (sin(zy))nen
par sin(z) :

Do p(0) = DAwLw (80 DBq, ) [L( = sin(zy) @k +y.h)), DBp] =

L[cos(z.y)] c DBy — L[sin(z.y)(x.k + y.h)] 0 DB, 4.
Soit enfin V = (a,b) € E X E :
[D?frp oy (@))(V) = cos(z.y).[h.b + a.k] — sin(z.y)[(z.k + y.h)(x.b + y.a)].
Remarque. En identifiant L(E x E; L(E x E; E)) et L(E x E, E x E; E), on vérifie facilement que
(Ex E)x (ExE)>(U,V)— D*f,,({U,V)€E

est une application bilinéaire continue.

Exercice 27. Soit M,,(K) I'espace vectoriel des matrices carrées n x n a coefficients dans K et Gi,,(K) le
sous-groupe des matrices inversibles. Pour fixer les idées on va supposer que K = R, mais tout ce que l'on fait
vaut encore pour K = C.

1.i- Soit I'application ¥ : M,,(K) — R™ qui & la matrice A = (al)1<i j<n (al étant sur la ;™
et la j*™¢ ligne) associe W(A) = (a},a?,...,a},a}...,a%,...,ak, ...a"), ce qui revient & écrire A en une seule
ligne, en juxtaposant les lignes qui composent A. Cette application ¥ est linéaire.

On norme M,,(K) par veo(A) = sup;<; j<p lal| (par exemple, mais on pourrait choisir n’importe quelle
autre norme sur M, (K), qui définirait la méme topologie, puisque cet espace est de dimension finie et

colonne

égale A n?). En munissant R™ de la norme Il oo, o1 & bien, trivialement : |[|¥(A)||cc = Voo(A), C’est-a-dire que
relativement aux normes Vo, €t || oo, ¥ est une isométrie.

L.ii et 1.iii- Pour calculer les n? dérivées partielles de det : M, (R) — R, il nous faut fixer une base de
M, (R). On choisit classiquement Ef = \I/_l(é'(i,l)nﬂ-) (€ désignant le k°¢ vecteur de la base canonique de

reme

R"Q). EZ est la matrice dont tous les coefficients sont nuls excepté celui de la i€ ligne et de j colonne qui

vaut 1.
eme

j€mcolonne

|
0 ... 0
“"Cligne — [+ 1
0 ... 0

Calculons alors lim l[det(A +t.E}) — det(A)].
0#t—0 ¢
Remarquons que det(A + t.E7) = det(A) + t. A7, ot A7 est le cofacteur de A correspondant & a? (il suffit
de développer det(A + tEf ) suivant la ¢*™¢ ligne ou la j°™¢ colonne).
On en conclut que les dérivées partielles de det en A, relativement a la base canonique de M, (R), sont
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Pour prouver que det est différentiable en A, on peut procéder au moins de deux fagons différentes (cf aussi
la question 1.7v) :

- Soit on estime det(A + H ) — det(A) — Z hl A}, et on montre facilement que cette quantité est une

1<i,j<n
somme de produits de coefficients de H et de A, avec au moins deux coefficients de H dans chacun de ces
produits, et donc det(A + H) — det(A) — Z hl Al est majoré par [v(H)]2.Q(A), lorsque v(H) < 1, avec
1<i,j<n

Q(A) une quantité qui ne dépend que de A. (en retranchant det(A) et Zl<ij<n hlA? & det(A + H), on
retranche les quantités dans le développement de det(A +'ﬁ ) ol n’apparaissent que les termes de degré 0 (les
termes constants) et de degré 1 (les termes linéaires) en hl).

J
i

- Soit on observe que les dérivées partielles de det en A, les AZ, sont des polynomes en les a{, et donc

det ;
Mp(R),ve0) 2 A — # = A] € R est continue (resp. C*°). Par le “Théoréme C'” (resp. C*°), det est
Tn(i—1)+j
alors une fonction C' (resp. C™), de différentielle : D(det) 4 (H) = Z hl.AJ.

1<ij<n
Soit maintenant P € GI,,(R). Calculons plus précisément D(det) py.

—

On remarque que D(det)py(H) = Z hl.P! = Tr(*CH), la trace de ‘CH, avec C la matrice des
1<i,j<n
cofacteurs de P. Or *CP = P'*C = det(P)Id, donc D(det) p)(H) = det(P).Tr(P~ H).

1.iv- L’application det étant continue (ce que lon justifie soit directement, soit en disant que det est
différentiable), G1,(R) = det " (R \ {0}) est un ouvert de M,,(R) =~ R™.

1.v- On considére maintenant ® : M,,(R) — R" x ... x R", qui & une matrice n X n associe ses n colonnes.
® est trivialement un isomorphisme linéaire et continue (puisque M, (R) est de dimension finie), donc C*°. On
considere alors : det = det o® !, c’est-a-dire que det(A) est le déterminant des n colonnes de A. det est une
application n-linéaire (alternée) des colonnes de A, donc est C*°. Or det = det o ® est aussi C*™.

Exercice 27.a. On a f = sopo (m,7 0my), ot m; (resp. ma) est la projection de R? sur le premier (resp.
deuxiéme) facteur, 7 : z — 22 +2 et s : w +— w+ 1 sont des fonctions sur R et p : R? — R est la fonction produit.
m et mo sont C*° car linéaires entre espaces de dimension finie. De plus, pour tout (a,b) dans R?, on
a Dm(a,b) =7 et D7r2(a,b) = my. p est C™ car bilinéaire entre espaces de dimension finie et pour tout
(a,b) € R? on a Dpaypy : (h, k) — p(a, k)+p(h,b). Les fonctions r et s étant C>° sur R au sens de la dérivation,
elles le sont au sens de la différentiation par 'Exercice qui précede, et pour tout z € R, Dr, : h — 2zh et
Ds, : h — h. Le Théoréme 2.9 assure alors que f est C™°.

Par le Théoréme 2.1, pour tout (a,b) € R?, D f(ap) = DSarv) © DP(a,rv)) © (71, D1y 0 m2) Par conséquent,
on a

Df: R* — L(R*R)
(a,b) — Dfapn: R — R
(h,k) +—  hr(d) + kar'(b)

Soient

p1: R —  LERYLR) p2: R —  L(R*R)

v = ((hk)—ah) v ((hk) > zk),

on a Dfap = ¢1(r(b)) + ¢2(ar’ (b)), C’est-a dire Df = ¢1oromy + ¢ 0po (m,r om). Comme ¢y et ¢y
sont linéaires et continues, on obtient en appliquant de nouveau le Théoréme 2.1, pour tout (a,b) € R? :
D(Dy)(ap) = ¢10 Dryoma 4 ¢p2 0 Dpg iy © (71, Dy, 0 m2), ou encore

D*far: R*  — L(R%R)
(m,n) +— R? — R
(h,k) — 7 (b)nh+ (ar” (b)n + ' (b)m)k
ce qui s’exprime aussi par
D*f.p: R*xR*  — R
((m,n), (h, k)) = r'(b)nh + (ar” (b)n + 1" (b)m)k
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Remarque: On peut aussi dire que les dérivées partielles de f par rapport a ses deux variables et a tous les
ordres existent, ce qui par le Théoréme 2.10.(2.iii) donne le caractére C*™ de f. On retrouve aussi la formule
(3) du Théoreéme 2.10, qui donne D? fa,p) en fonction des dérivées partielles a I'ordre 2 et la symétrie de celles-ci
Théoreme de Schwarz 2.11.

Exercice 27.b. 1- L’application B est bilinéaire et sa continuité résulte de 1'inégalité fondamentale
(cf Exercice 6) : |B(U,V)llzze) = IV oUllzze) < IWVlewe) - 1Ullz(ery- On en conclut que B est C™
(Proposition 1.5).

2- Le Théoreme des applications composées donne immédiatement :

Ya € Q,Vh € E, D(g o f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a) e D(g o f) =Bo (Dg o f, Df) (**)

3- L’application (Dgo f,Df): Q> a+ (Dgg), Dfia)) € G est différentiable sur © par le Théoreme des
applications composées et le Théoréme 2.3. Le Théoreme des applications composées appliqué & (xx) donne
alors :

D?(g 0 f)) = DB(Dg,;(n,.Df ) © (D°9s(a) © Dfa)> D fla)) (3 % *)
Soit alors h € E, on a D*(go f)a)(h) € L(E;G) qui est par (x % *):
D*(g o f)(a)(h) = B[Dg(t(a)), D f(ay ()] + B[D?g(a)(D fray (1)), D f(a)]
D*(g o f)(a)(h) = Dg(s(a) © D* f(a)(h) + D?g5(a) (D fray (b)) © D fra)
Soit enfin k € F :
D*(g o [)(a)(h)(k) = Dg(s(a))[D? f(a) (h) ()] + [DQQf(a)(Df(a)(h)) [D fay(K)].

En identifiant L(E; L(E;G)) et L(E, E; G), on obtient :

D*(g 0 f)(a)(hs k) = Dy () [D? flay (hs )] + D?g (o) [D fiay (h), D fray (k). (s k)
Si maintenant E = F = G =R, comme Df,)(h) = h- f'(a) et D?f,y(h,k) = h-k- f"(a) (cf la formule (3) du
poly), I'égalité ( x xx) devient :

hek-(gof)(a)=h-k-g'(f(a)) - f"(a) +h-k-g"(f(a)(f (a)),

c’est-a-dire que I'on retrouve la formule bien connue :
(g0 f)"(a) =g (f(a) - f"(a) + g"(f(a))(f'(a))>.

Exercice 27.c. 1 et 2- La formule fondamentale (1) de la Proposition 1.2 montre, f étant par
hypothese différentiable sur tout un voisinage de a (disons sur tout {2 pour ne pas multiplier les notations), que
quel que soit z € €, quel que soit he E, .

Dfy(h) = Dj f(a) (*)

Fixons maintenant i € E et notons alors ®; . L(E; F) — F T'application définie par ®(L) = L(h). L'égalité (x)
donne :

Dypf=®;0Df (s

~—

L’application ®; est bien sir linéaire, puisque si L,/ € L(E;F), A € R, ®z(L+ X -{) = L(h) 4+ X - £(h) =
¢ (L) + A - ®;(f). Montrons que ® est continue. On a :

[@7:(L)||r = L) < Ll ece:m |7l
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ce qui donne la continuité de ®; et méme ||®;|z(p;r)r) < |R||g. L’application ®; est ainsi C°. Par le
Théoreme des applications composées, on déduit de (+*) que Q > x +— Dy f,) € F est différentiable en a et
que :

Vh € E, D(D;f)a) = 5 © D*f(a) = D*f(a(h)

En particulier, quel que soient }_i, keE:
D fa)(h, k) = D(Dy.f)a) (R) (%% %)

Remarque. La formule (**x*) présente I'intérét partique suivant : Pour calculer D? f) (i_i, E) on peut différentier

r— D f(x)(ﬁ), en considérant /i comme constante, puis appliquer k. Nous allons voir des applications pratiques
de cette remarque.
SiL: E x...x E, — F est nlinéaire continue, on sait que L est C™ et que quels que soient

—

x:(xla"'axn)ﬂ}_i:(Ela"'ahn)GE?

-

DL(QL)(E) - L(Elaz%"'azn) + "'+L(‘T1a"'a1’n71ahn) (T)

En considérant £ fixé dans 1, Papplication z — DL(m)(l_i) est somme de n applications (n— 1) linéaires continues

—

Li=x— L(ﬁl,zg, s ),y Ly =x e Lz, o, Tu—1, hy). On en déduit que :
n
D[z + DL4)(h)](a)(k) = Y DLja) (k)
j=1

- E L(ala"'7ai—17kiaa/i+17aj—17"'7hj7aj+17"'7a/n)7
i el n},iti

mais cette expression est aussi DQL(a)(i_i, k) par (s * *).
Supposons maintenant que E =R et f: F — F est deux fois différentiable en a. On a :

Dfy(h) =h- f'(z) (1)
En considérant h fixé dans § et en différentiant = +— h - f/(z), on obtient :
Dlz— h- f' (@)@ (k) =k [l (f) (@) = h- k- f"(a),

mais par (x % %) cette derniére expression est D2f(a)(h, k).
4- Retrouvons la différentielle seconde de I'application de ’Exercice 27.a. On a obtenu :

Df(a,b)(ha k) = h?‘(b) + kar,(b) (ﬂ)

Considérons h = (h, k) comme fixé dans (4), et différentions (). On obtient grace aux régles de calcul classiques :

0
(avb) +v- a_z(aab)

99

Dlg : (z,y) = hr(y) + kzr' ()] a0y (u,0) = u - e

=u-k-('®)+v-(h-7"(b)+k-a-r"(b))

Exercice 27.d. 1.i- Résulte directement du Corollaire 2.8
1.ii- Rappel: Par définition la mesure de Lebesgue i, de R"™ est, quel que soit N C R" :

n(N) = inf mes(P;),
) = o, 3 mes(P)
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ou 'inf est pris sur toutes les suites (P;),en de pavés de R"™ telles que N C U P; et ot mes(P;) est le produit
JEN

des longueurs des n cdtés de Pj. Remarquons que mes(P) = u,(P), pour tout pavé P, et que l'on peut prendre

I'inf sur toutes les suites de cubes dont la réunion contient N (ces deux remarques constituent deux exercices

intéressants de mesure géométrique élémentaire, que ’on conseille).

En conséquence, dire que N vérifie u,, (V) = 0, signifie que :

Ve > 0,3(C})jen une suite de cubes de R" telle que N C U C; et Zmes(C’j) <e
JeN JEN

On peut bien stir supposer, quitte a subdiviser chaque C; en un nombre fini de cubes de cotés ayant une longueur
<1, que chaque Cj a ses cotés de longueur £; < 1.
- Commengons par supposer que f est globalement lipschitzienne sur €2, avec une constante de Lipschitz
K. Chacun des cubes C; est contenu dans une boule de diametre \/nf;. Cette boule est transformée par f en
un ensemble de R” dont deux points sont a distance au plus K.\/nf;, donc f(C;) C C%, avec C} un cube de R”
de coté K.\/nt;. Ona f(N) C | Cj et
jEN

> mes(C)) =Y (K/nt;)P < KP(n)P?> 07 < KP(n)P/2 Y 07 < KP(n)P/? - e.

JEN JEN JEN JEN

L’avant derniére majoration résulte de n < p et £; <1. On en conclut que f(N) est bien de mesure nulle.
- Cas général. On sait qu'une réunion dénombrable d’ensembles de mesure nulle est un ensemble de mesure
nulle. Si on écrit en conséquence que N = U (N N B,), avec B,, un ensemble sur lequel f est globalement

neN
lipschitzienne, comme N N B,, C N est de mesure nulle, f(N N B,,) sera de mesure nulle par ce qui précede, et

donc f(N) sera contenu dans ’ensemble de mesure nulle U f(N N B,), donc sera de mesure nulle.
neN
Soit alors @ N Q™. Cet ensemble est dénombrable, puisque Q" est lui-méme dénombrable, notons-le (a, )nen.

Notons B(a,,r) la boule ouverte de centre a, et de rayon r de R", et B(a,,r) la boule fermée de centre a,

et de rayon r de R". Quel que soit n € N, les boules B(an,q), ¢ € Q7, telles que B(a,,q) C , sont en

quantité dénombrable. Notons les (B, q)n,qen €t soit rq le rayon de B, 4. On a bien sir : U Bhg,CQet f
n,qgeN

lipschitzienne sur B, , par le Corollaire 2.8, puisque B,, , C . Montrons que 2 = U B, 4. Sia €, soit

n,q€N
r > 0 tel que B(a,r) C Q. Il existe alors par densité de Q™ dans R™ et densité de Q dans R, a; € Q" N Q tel

que |la — a;]| < 7/2, et rq € Q% tels que : |la — a;|| < ry <7/2. On en déduit que : a € B(a;,r4) C €, donc
a€ U B, . 1l suffit maintenant décrire N = U (Bp,q N N).

n,qeN n,qeN

1.iii- Soit F': Q x RP™™ — R? définie par F(x1, -, 2n, -, 2p) = f(x1,---,2,). F est C' comme f. Soit
Q=0 x {0} c RP. Comme 2 C R™ x {0}*~™ et comme R™ x {0}P~™ est de mesure nulle dans R?, par 1.ii,
F(Q) = £(Q) est de mesure nulle dans RP.

2.1- f est C lipschitzienne sur [—k, k] par le Corollaire 2.8. Quel que soit U'intervalle I C [—k, k], f(I) est
contenu dans une boule de diametre C - |I] (ou |I] est la longueur de I). Subdivisons alors [—k, k] en intervalles
réguliers I;, j € {1,---, N¢} de longueur < ¢/C. On a alors f(I;) C Bj, avec B; une boule de diametre € et

N. N. N.
> diam(B;) < CY || < C > |[=k, k]| = C - 2.k
j=1

Jj=1 Jj=1

N N N
2.ii- Comme m > 2, Zdiamm(Bj) <Y diam™!(B;)diam(B;) < ™! Zdiam(Bj).
j=1 j=1 j=1
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2.iii- Chaque B, est contenu dans un cube P; de c6té diam(B;), donc U P; recouvre f(T'y) et
JEN

N. N.
Zmes(Pj) < Zdiamm(Bj) <eml.o2k.
j=1 j=1

2.iv- La question précédente montre que f(I'y) est de mesure nulle (m — 1 > 0); il en est alors de méme

de f(R) |J f(Tw).
keN
Ce résultat se généralise facilement a f : R™ — R™, m > n.
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Chapitre 3- Isomorphismes topologiques et difféomorphismes.

3.1. Isomorphismes topologiques d’espaces vectoriels normés.

Définition. Soient E et F deux espaces vectoriels normés. On rappelle quun isomorphisme linéaire entre
E et F est une application linéaire L : E — F bijective. L’application L™! : F — E est alors automatiquement
linéaire (facile a vérifier). On dit qu'une application L : E — F' est un isomorphisme topologique entre E et F
ssi L est un isomorphisme linéaire et si de plus L et L™! sont deux applications continues. On note Isom(E; F)
Pensemble des isomorphismes linéaires entre E et F' et Zsom(E; F') I’ensemble des isomorphismes topologiques
entre E et F'. Par définition, on a toujours Zsom(F; F') C Isom(E; F).

Remarques. Un isomorphisme topologique est C*°, puisque linéaire et continu.

Zsom (E; E) n’est jamais vide puisque 'identité est un isomorphisme topologique.

Si E ou F est de dimension finie, Isom(E; F') n’est pas vide ssi dim(E) = dim(F') (dans ce cas il existe
u € Isom(E; Kdim(E)) et v € Isom(F; Kdim(F)). On en déduit v~ ! ou € Isom(E; F)). De plus comme lorsque la
dimension de I'espace de départ est finie, une application linéaire est automatiquement continue, on a :

(dim(E) = dim(F) < o) = (Isom(E; F) = Zsom(E; F) #0).

Lorsque les espaces E et F' ne sont pas de dimensions finies, une application linéaire L : F — F n’est bien
stir pas nécessairement continue (cf Chapitre 0), et si L est bijective et continue, ’application L™':E — Frlest
pas nécessairement continue, comme le montre I’exercice suivant. Cependant de tels exemples d’applications
linéaires continues bijectives d’inverses non continus ne se produisent que lorsque E et F ne sont pas des
espaces vectoriels complets; dans le cas o E et F' sont complets une application linéaire continue bijective est
nécessairement d’inverse continu (Théoréme de I’isomorphisme de Banach).

Exercice 28. Soit Coo 'espace vectoriel des suites nulles a partir d’'un certain rang, muni de la norme

H(“n)neN”l - Z |un|

neN
i- On note Cy 'espace des suites de limite nulle, muni de la norme || ||1. Montrer que Coo C C.

ii- Pour tout p > 1, soit i, € Coo défini par : @, = (1,1/2%---,1/p%0,---). Montrer que (ii,)pen converge

dans Co vers i@ = (1,1/22,1/32,---,1/n?,--+). En déduire que Coy n’est pas un espace vectoriel normé complet.
Unp

tii- Soit L : Cop — Coo I'application définie par L((un )nen) = (?
n

Jnen. Montrer que L est une application

linéaire bijective et continue.
. -1 .
iv- Montrer que L™~ n’est pas continue.

Proposition 3.1. — Soient E et F deux espaces vectoriels normés tels que Zsom(F; F)ne soit pas vide.
Alors ITsom (L(E; F); L(E; E)) n’est pas vide. C’est-a-dire que L(E;E) et L(E;F) sont topologiquement
isomorphes.

Preuve. Soit a € Zsom(FE; F). On définit G, : L(E; F) — L(E; E) par : G,(L) = a~!oL. L’application G,
est trivialement linéaire, bijective d’inverse G, ' : L(E; E) — L(FE; F) défini par G, '(f) = ao £. La continuité
de G, et de G, ! résulte respectivement de : |la= oL < |ja™!||.|IL|| et |la o £ < ||al|.||€]|. U

Définition. Soient F et F deux espaces vectoriels normés tels que Zsom(E; F') # ). on note :

i: Zsom (E;E) — Zsom (E;}E) et ZI: Zsom(E;F) — ZIsom (F;E)
u o i(u)=u"t v o= ZI(w)=0v"!

Remarque. Soit a € Zsom(E; F'). Notons comme dans la preuve de la Proposition 3.1 :

Go: ZIsom (E;F) —  Isom (E; E) et Dy: Zsom (E;E) —  Isom (F;E)

1

u = Golu)y=atou v +— Dy(v)=voa!
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On a alors 'égalité :
I=D,0ioG, (%)

Cette égalité permet de ramener I’étude de 7 a celle de 7, puisque G, et D, sont des isomorphismes topologiques
d’espaces vectoriels. De méme P’application G, rameéne 'étude de Zsom(E; F) a celle de Zsom (E; E).

3.2. Etude de Zsom(E; F) au voisinage de Idg.

Commengons par rappeler que si G est une espace vectoriel normé complet, une série E U, absolument
neN
convergente dans F est convergente dans FE. En effet, si E u, est absolument convergente, la suite
neN

n
(T, = Z [luplDnen est de Cauchy :

n=0
Ve>0 AINeN,VYn>Nk>0,| Thir —Tn | <e
n+k n+k n
Mais comme || Z upl|| < Z llupll = | Tnyr — Tn |, on en conclut que la suite (S, = ZUP)HEN est de
p=n+1 p=n+1 n=0

n
Cauchy. L’espace E étant par hypothese complet (.S, = Z Up)nen converge bien.
n=0
Rappelons enfin que :

Exercice 29. Soient E et F deux espaces vectoriels normés. Supposons que F est complet. Montrer que
L(E; F) est un espace complet.

Soient maintenant E un espace vectoriel normé complet et £ € L(E; E). La série
SW)=Idg — L+ 0+ + (=1)""+ -,

o £ est la composée de ¢ avec lui-méme n fois est une série absolument convergente des que ||¢|| < 1, puisque
[|€7]] < ||£]|™ et donc :

1— flef*t 1

sl + 1| =€l + 1] + - + [ (=D < Mdgll + 16l + 147 + - + )" = —— RS

Par 'Exercice 29, on en conclut que la série S(¢) est convergente dans espace complet L(E; E), ie S(¢) €
L(E; E). Dautre part

(Idp +0) o (Idg — L+ %+ -+ + (=1)™"™) = Idg + (—1)"" et
(Idg — €+ + -+ (=1)"") o (Idg + £) = Idg + (—1)""+ et
en passant a la limite, on obtient :
(Idg +£0)oS()=Idg et S{)o(Idg+¢)=Idg.

L’application S(¢) est donc linéaire continue bijective. Son inverse est Idg + £ qui est aussi continu.

e En conclusion, ||f||z(p;p) < 1 = Idg + ¢ € Isom (E; E), ou encore : la boule ouverte de centre Idg et
de rayon 1 de L(E; E) est contenue dans Zsom(E; E).

e On a aussi obtenu :

i(Idg + ) — i(Idg) — [~£] = S(0) = Idg — [-0) = > _(=1)"L",

n>2
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donc : ” 2
n mn n g
li(Idg +€) = i(Idg) — [0 < Y I(=1)"¢"| \<ZH€|| 1
n>2

On reconnait la la définition de la différentiabilité de i en I'dg, puisque —¢ = —Id,(g,g)(f) et que —Id,(p;E)
est une application linéaire continue de £(F; E) dans L(E; E). En résumé :

Proposition 3.2. — Soit E un espace vectoriel complet. La boule ouverte B(P:E)(Idg, 1)de centre Idg
et de rayon 1 de L(FE; E) est contenue dans Zsom (E; E) et i : BFF)(Idg, 1) — L(FE; E) est différentiable en
1dg, de différentielle :

L — -/ O

Nous allons voir comment cette étude permet 1’étude de Zsom(E; F).
3.3. Etude de Zsom(E; F).

Soient F et F' deux espaces vectoriels normés complets. Supposons que Zsom(E; F') ne soit pas vide et
soit @ € Zsom(E; F). Comme par la Proposition 3.2, Idg est un point de intérieur de Zsom (E;F) dans
L(E;E), et comme G, : Zsom(E; F) — Isom(F; E) est un isomorphisme topologique tel que G,(a) = Idg,
on en déduit que a est un point intérieur de Zsom(FE; F) dans L(FE; F), quel que soit a € Zsom(E; F). En
conclusion Zsom(E; F)est un ouvert de L(E; E).

Exercice 30. Soient E et F' deux espaces vectoriels normés de méme dimension. Montrer facilement que
Isom(E; F) est un ouvert dans L(E; F) (ind. identifier L(E; F) et I'espace Mat(dim(E) x dim(F')) des matrices
carrées dim(FE) x dim(F') et utiliser det : Mat(dim(E) x dim(F)) — K).

L’ensemble Zsom(E; F') étant un ouvert de L(E; F'), on peut maintenant se poser la question de la diffé-
rentiabilité de 7 : Zsom(F; F) — Zsom (F; E). G, et D, étant des isomorphismes topologiques, G, et D, sont
C™, de (*) et du Théoreme des applications composées,

on conclut que Z est différentiable en tout point a de Zsom(E; F'), de différentielle :

DI(a) = DDa(i(ga)(a)) [¢] Di(ga(a)) [¢] Dga(a) = Da e} Di(IdE) o ga (**)

On a donc :
Va € Tsom(E; F),VL € L(E; F), DI)(L)=—[a"'oLoa ']

Etudions la classe de Z. Pour cela on note T : L(F; E) x L(F; E) x L(E; F) — L(F;E), Papplication
définie par T'(«, 5,A) = —[a o Ao fj].

L’application T est facilement trilinéaire continue. Par une isométrie canonique du type de celle mise en
évidence au Chapitre 2, il correspond & T une application T' bilinéaire continue de L(F; E) x L(F; E) dans
L(L(E; F); L(F; E)), définie par :

T(ev, B)(A) = T(cv, A, 3).

L’égalité (+x) donne : DZ 4 (L) = T(Z(a),Z(a))(L), c’est-a-dire que :

szo@) (%% %)

La différentiabilité de Z sur Zsom(E; F) et le caractere C* de T' donnent par récurence le caractere C% de 7
sur Zsom(FE; F). En effet faisons ’hypothese de récurrence suivante : Z est n fois différentiable sur Zsom(E; F').
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L’égalité (x * ) et le Théoréme des applications composées montrent alors que DZ est n fois différentiable sur
Zsom(E; F) ou encore que Z est n + 1 fois différentiable sur Zsom(F; F'). En résumé :

Théoréme 3.3. — Soient E et F deux espaces vectoriels normés complets. Si Zsom(E; F) n’est pas vide,
Isom(E; F) est un ouvert de L(E; F) et T : Isom(E; F) 3> v — v~ € Isom(F; E) est C*, de différentielle :
Va € Isom(E; F),VL € L(E;F), DI y(L)=—-[a"'oLoa™!. U

3.4. Difféomorphismes.

Définition. Soient E et F deux espaces vectoriels normés, i un ouvert de E et V un ouvert de F. On
appelle difféomorphisme (resp. C" difféomorphisme) de U sur V toute application f : U — V bijective telle
que f et f~! soient différentiables (resp. C™). On dit que les ouverts U et V sont difféomorphes (resp. C"
difféomorphes.)

Remarques. Un isomorphisme topologique est nécessairement un C* difféomorphisme, puisqu’une
application linéaire et continue est C*.

Lorsque E et F sont complets et Zsom(FE; F') non vide, I'application Z : Zsom(E; F) > v — v~! € Zsom
(F; E) est C*°, par le Théoréme 3.3, et d’inverse J : Zsom (F;E) > w — w~! € Zsom (E; F), tout aussi C*°,
par le Théoréme 3.3. Donc Z est un C*° difféomorphisme.

Théoréme 3.4. — Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, U un ouvert de E, V un ouvert de F et

f:U — V un diffomorphisme. On a :

YaelU, Df(a) S ISOIH(E; F) et [Df(a)]_l = D[f_l](f(a)).

Preuve. Si f : U — V est différentiable en ac€ U et f~! :V — U est différentiable en b = f(a) € V, le
théoreme des fonctions composées donne a partir de :

fOfil:IdV et fﬁlof:Idu

les égalités :

Dfy o DIf]yy = Idr et D[f]) 0 Dfia) = Idp.

On en conclut que D f(,) est inversible, d’inverse D|f] (_bi Comme cette derniere application est par hypothese

continue, D f(,y € Zsom(E; F). |

Remarque importante. Il n’est pas vrai que si f : U4 — V est différentiable sur U et tel que Va €
U,Dfq) € Isom(E; F), f soit un difféomorphisme. Par exemple I'application f : C* — C* est différentiable
sur C*, de différentielle D f(,)(h) = 2a.h. Cette différentielle est inversible, d’inverse [D f(,)] " (h) = h/2a, mais
f n'est pas injective sur C* (f(1) = f(-1))!

3.5. Classe de différentiabilité d’un difféomorphisme.

Soient E et F deux espaces vectoriels normés, U un ouvert de FE, V un ouvert de F et f : U/ — V un
difféomorphisme. Le Théoreme 3.4 donne I'expression de la différentielle de f~' en fonction de f~', de la

différentielle de f et de Z : Zsom(E; F') — Zsom(F'; E). En effet, comme Vb € V, DI]f] (_13 = [Df) ' ona:

D[f 1=ZoDfof "
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Soit n un entier n > 1. Supposons f de classe n, ie que Df est C" . Dans ces conditions, la différentiabilité
de f~1, le caractere C* de T (lorsque E et F sont supposés complets) impliquent que D[f 1] est C"*, ie que
f~1 est comme f de classe n. Par récurrence, on a prouvé le théoréme suivant :

Théoreme 3.5. — Soient E et F deux espaces vectoriels normés complets, U et V deux ouverts
respectivement de E et de F et f : U — V un difféomorphisme. Si f est C", (n € NUoo), f est un C"
difféomorphisme. O

Exercices du chapitre 3

Exercice 30.a. Soit F' un espace vectoriel normé, I un intervalle ouvert de R et f : I — F une application.

On dit que f est k fois dérivable (resp. C%, CT) ssi f est dérivable k fois (resp. k fois dérivable et f* est
continue, dérivable k fois, quel que soit l'entier k).

Montrer que f est k fois dérivable (resp. CZ, CT) ssi f est k fois différentiable (resp. c*, C™). Pour cela,
exprimer D f a 'aide de f' et d’une application C*°.

Exercice 30.b. (Coordonnées polaires) On considére ¢ : R®* — R? définie par ¢(p,0) =
(pcos(8), psin(9)).

i- Montrer que ¢ n’est pas un difféomorphisme. Trouver un ouvert U C R? tel que ¢y induise un C*°-
difféomorphisme dont on déterminera I'image.

ii- Soit f : R* — R? une application C* et f : (p,0) — f(pcos(8), psin(F)). Montrer que f est C* et calculer
sa différentielle.

Corrigé des exercices du chapitre 3

Exercice 28. i- Une suite nulle & partir d’'un certain rang converge bien sir vers 0, d’ou l'inclusion :
Coo C Cop.

(o)
1i- La série Z 1/n? converge et ||i, —1il|; = Z 1/n? est son reste d’ordre p+ 1, donc ||, — || converge
n>1 n=p+1

vers 0, ie i, converge vers @ dans Cy. La suite (i,)pen est ainsi une suite de Cauchy de Cqp qui ne converge pas
dans Cqg, puisque 4 & Cgg. Coo n’est donc pas complet.

Uy, + AUy, Unp,
ii3- Solent @ = (Un)nen, ¥ = (Un)n Coo et A € R, L(d+ A?¥) = (————)nexy = (——)n
z)“ oient @ = (Un)nen, ¥ = (Un)nen € Coo et A € (U + A0) = ( 1 JneN (n+1)eN+
A'(ﬁ)”eN = L(@) + AL(%). L’application L est facilement bijective, d’inverse L™'((un)nen) = ((n +
n
1).ttn)nen. D’autre part ||L((un)nen)|1 = Z [un < Z [tn] = [[(tn)nen|l1- D’ol la continuité de L (et
neN n+l neN

méme ||L|| < 1).
iv- Soit i, la suite de Cop dont les p premiers termes sont des 1 et les autres termes des 0. On a :
p—1 —1/~
1 L
L~ (@) = E n+l= %, et ||tp|/1 = p. Lerapport % n’est donc pas borné indépendamment
Up||1
n=0 P

de p: L™t n'est pas continue.

Exercice 29. Soit (L) (e une suite de Cauchy de L(E; F).

Ve>0,§|N€N,Vn2N,VkZO, HLn+k7LnH£(E,F)§€
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Donc :
Ve > 0,IN e N,Vn > N,Vk > 0,Vx € E ||Lyyi(z) — Ln(2)||F < €|z (1)

Soit alors z € E. La suite (L,(2))nen est une suite de Cauchy de F' par (1). Comme par hypothese F' est
complet, cette suite converge dans F. On peut alors définir une application L : E — F par L(z) = lim L, ().
n—oo

L est linéaire car égalité Va,y € E,VA € R, L,(x+A.y) = L,(x) + AL, (y) est conservée par passage & la limite.
Montrons que L est continue en montrant que L est bornée sur la sphere unité. De (1) il vient, en faisant € = 1,
k — oo et en utilisant la continuité de || ||z :

ANeENVn=>NVeeE | |L@)[r = [La(@)|r | < L) = Lo(@)l[r < 1.[z].
En particulier pour n = N et ||z]| =1:

IL(@)F = [Lx(@)][F [ < 1= [L@)|r < [[Ly@)] + 1 < [[Lyllzer + 1

Exercice 30. Notons n la dimension commune & E et & F et F I’espace vectoriel des matrices carrées
réelles (ou complexes si le corps de base est C) n x n. Une base étant choisie dans E, une base étant choisie
dans F, L(E; F) est isomorphe & E par l'application qui & f € L(F; F) associe sa matrice représentative dans
les bases choisies. Notons ® : £(E; F) — E cet isomorphisme linéaire. f € Zsom(E; F) ssi ®(f) est une matrice
inversible, autrement dit ® envoie Zsom(E; F') sur Gl,,, le groupe des matrices inversibles de E. 11 suffit alors
de prouver que Gl,, est un ouvert de E. Notons que E étant de dimension finie, on peut le munir de la norme

o (par exemple) qui a une matrice (a;;) associe a?.. E nest alors rien d’autre que 2, muni de la
1 t ; 5@ ;- E nlest al d’aut R"

norme euclidienne. Maintenant det : £ — R est une application continue, puisque le déterminant d’une matrice
est un polynome en ses coeflicients. Comme Gl,, = detfl(R*), et que R* est un ouvert de R, GL,, est bien un
ouvert de F.

Exercice 30.a. Si Papplication f : I — F est différentiable, on sait que f est aussi dérivable (et
réciproquement), et dans ce cas :
Va € I,Yh € R Dfy(h) =h- f'(a).

Considérons alors lapplication ® : F — L(R, F') définie par :

o(y): R
h

—

F
h-y

-
—
L’application ® est linéaire, puisque Vy,z € F,VA € R, ®(y+ A2)(h) = h-(y+Xz) = h-y+ (Mh) - 2 =
®(y)(h) + A®(2)(h), c’est-a-dire que : P(y + Az) = D(y) + AD(2).
L’application ® est bijective. y € ker(®) ssi ®(y) = Ogmr) ssi Vh € R, ®(y)(h) = h-y = 0p. Cette
derniére égalité pour h = 1g donne y = Op. On en conclut que ® est injective. Si ¢ € L(r;F),
Vh e R, ¢(h) =h-¢(1r) = ®(p(1r))(h), ie ¢ = ®(P(1r)), et donc P est surjective.

Notons qu’au passage nous avons montré que ®~1 : L(R; F) — F est ®~1(¢) = ¢(1).
Montrons que ® est continue. On a :

vy € FVheR, [2@y)(R)llr = Al llylle e [[®@)llc@r) = ylr,

on en conclut que ® est non seulement continue, mais est une isométrie, ce qui donne aussi la continuité de
&1, car ! est une isométrie.
Conclusion : ® est un C*° difféomorphisme vérifiant

Df=®of ouf =0 'oDf (+)

Notons que la deuxieme égalité de () est la relation bien connue : f'(a) = D f(q)(1r)-
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Montrons H(k) : f est k fois dérivable en a ssi f est k fois différentiable en a.
- Pour k = 1, on sait que la dérivabilité en a équivaut a la différentiabilité en a.
- Supposons H(k) vraie pour un certain k > 1, et montrons que H(k + 1) est vraie. Pour cela supposons que
f est k + 1 fois dérivable en a ce qui équivaut a f’ est k fois dérivable en a ce qui par hypothese de récurrence
équivaut encore a dire que f’ est k fois différentiable en a. Par (k) et par le Théoréme 2.9, du fait que @ et
&1 sont C*°, on en conclut que f est k + 1 fois dérivable en a équivaut & Df est k fois différentiable en a, ie
f est k+ 1 fois différentiable en a. Ce qui prouve H(k + 1).

C° signifie différentiable k fois quel que soit k € N, et donc par ce qui précede signifie dérivable k fois quel
que soit k € N, ie signifie C3°. On prouve de la méme fagon I’équivalence de CF et C’;.

Exercice 30.b. 1- Comme pour tout p et tout 8, ¢(p, 0+ 27) = ¢(p, ), » ne peut étre un difféomorphisme
sur R?, car elle n'y est pas injective. On a V = o) = R? \ (R x0), ¥ = ¢y est une bijection de U sur
V. Bien stir, par le Théoréme 2.10, ¢ est C>. On calcule explicitement

L \% — U
(x,y) — (Va?+y? arctan(y/z) = arcsin(y/+/22 +y?)) siz >0
(V22 + y?,arccos(z/ /22 + y?)) siy>0
(Va2 +y?, —arccos(z/ /22 + y?)) siy <0

Notons V1 =Ry xR, Vo =R xRy et V3 =RxR_. onaV =V, UV,UV3, et sur chacun des ouverts Vp, Vo, Vs,
™1 est une composée de fonctions différentiable. Elle est donc différentiable. Ceci prouve que % est un C*>
difféormorphisme par le Théoreme 3.5.

Calculons la différentielle de . La matrice jacobienne de ¢ dans la base canonique est

8(,01 8(,01
8—;)(/)’9) W(p,@) _(COSH —psind
0pa 0pa ~ \sinf pcosf )’

J(‘P)(p,e) =

2- On a par définition f = fog. Comme ¢ est un C* difféormorphisme, si f est de classe C*, alors
J est de classe C"* par le Théoréme 2.9. De plus, le Théoréme 2.1 implique que pour tout (p,0) € R?,
Dfp0) = Dfs(p,0) © Dp(p0). La différentielle de f en (p, ) n’est donc autre que

(hyk) = Dfpcosd,psing)(hcos® — kpsin®, hsinf 4 kpcos6).

En notant
0 0
Do) Liay)
— € )
SNy = Ofs Ofs

or (x,y) a—y(x7y)

la matrice jacobienne de f dans la base canonique, le Théoréme 2.4 donne :

J(F)p.0) = J(Fo.00) X J(@)(p,0)-

Le calcul J(f)y(p,0) X J(¢)(p,0) donne ensuite les dérivées partielles des deux composantes de f, qui sont les
coefficients de la matrice J(f)(p,g).
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Chapitre 4- Théorémes limites. Points singuliers et extrema.

Dans la premiére partie de ce chapitre, on s’intéresse aux suites (et aux séries) d’applications. On se
demande sous quelles conditions il existe une application limite, et si les termes de la suite sont différentiables,
si Papplication limite (lorsqu’elle existe) est différentiable. Dans cette étude on se préoccupe donc d’approcher
globalement une application définie sur un ouvert par une suite d’applications.

Dans une deuxieéme partie, on approche la valeur en un point particulier d’'une application k-fois
différentiable par la valeur en ce méme point d’une application plus simple (polynémiale en les coordonnées de la
variable dans le cas oll 'espace départ est R", une somme finie d’applications 1,2, - - -, k-linéaires symmaétriques
dans le cas général). Il s’agit de ce que I'on appelle les formules de Taylor. Elles sont de nature locales.

Pour ces deux parties, 1'outil essentiel et un peu caché, est la formule de la moyenne, comme on le verra
dans les preuves.

Enfin dans une troiseme partie, on tire les conséquences des formules de Taylor pour ’étude locale des
points singuliers.

4.1. Rappels sur la convergence uniforme d’une suite d’applications.
Soient £ un ensemble, F' un espace vectoriel normé et (f,,)nen une suite de fonctions f,, : &€ — F.

Définition (convergence simple). On dit que la suite (f,)nen converge simplement sur € vers une
fonction f: € — F ssi:
Vo € &, lasuite de F, (fn(2))nen converge dans F,

ou encore :

Vee &, Ye>0, ANy €N, n> Ny . = ||fu(z) — f(2)||lF <€

Remarque. Par unicité de la limite (lorsqu’elle existe) lim f,(z), si la suite (f,,)nen converge simplement
n—oo
vers une fonction f, cette derniere est unique.
Comme le montre I’Exercice qui suit, la convergence simple d’une suite (f,,)nen de fonctions continues ou

méme différentiables, vers la fonction f, ne garantit pas que la fonction f est continue.

Exercice 31. Soit f, : [0,1] — R la suite de fonctions C*° définie par : VYx € [0,1], fn(z) = (1 —z)™.
Montrer que cette suite converge simplement sur [0, 1] vers une fonction non continue sur [0, 1].

Définition (convergence uniforme) .
On dit que la suite (fy,)nen converge uniformément sur £ vers une fonction f: & — F ssi :

Ve >0, AN, €N, n > N. = Vo € &,||fn(z) — f(2)||Fr <e.

Remarque. La convergence uniforme de la suite (f,,)nen vers f sur € implique la convergence simple de
la suite (f,)nen vers f sur £ (observer la place du quantificateur Vo dans les deux définitions).

Si la suite (fn)nen converge uniformément vers f sur £, la fonction f,, — f est bornée & partir d’un certain
rang sur £ (par 1 pour n > N; par exemple). On peut donc parler de sup,c¢ || fn(x) — f(2)|| 7. La condition
N e &, || fn(x) — f(z)||F < € équivaut alors & “sup || fu(z) — f(@)||lF = | fn — flleo < €. On en déduit :

€€

Proposition 4.1. — La suite (f,)nen converge uniformément sur £ vers la fonction f : £ — F ssi la suite
(fn)nen converge vers f dans I'espace vectoriel des fonctions bornées de £ dans F, muni de la norme || || co-

Proposition 4.2. — Soient E et F deux espaces vectoriels normés, £ un sous-ensemble de E et a € £. Si
une suite (f,, : € — F)pen de fonctions continues en a converge uniformément sur € vers la fonction f : € — F,
la fonction f est continue en a.
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Preuve. Soient € > 0, z € £. Quel que soit n € N :

() = f@)l[r <lf(a) = fala)llr + [[fnla) = fu(@)llF + [l fu(z) = f(2)l|F ().

Soit alors n € N tel que ||f(y) — fan(y)||lF < €/3 pour tout y € £. L’existence d’un tel n est assuré par la

convergence uniforme de (f,,)nen vers f sur £. La continuité de f,, en a donne 'existence de n > 0, tel que
|z —allg <n=|fn(a) — f(z)||F < €/3. On conclut de () que :

Iz —alle <n=|lf(a) - fl@)llr <e. U

n
Remarque. Soit (u;);en une suite d’applications, en posant f,, = E u; on peut transférer ces théoremes
=1
sur les séries.

On dispose d’un critere commode pour assurer la convergence uniforme d’une série de fonctions a valeurs
dans un espace complet, la converge normale (voir I’Exercice 34).

La convergence uniforme de la suite (fy,)nen vers f, implique :
Ve>0, 3INc€N, n> Ne,p> Ne= Vz €&, |fulz) = f(2)llr <€/2 et |[fp(z) = fl2)llr <€/2,

donc :
Ve>0, AN. €N, n> N, p> N, = Vxr e, ”fn(z) 7fp(x)||F <, (**)

Mais réciproquement, si (xx) a lieu, quel que soit x € &, la suite (f,(x))nen est de Cauchy. Supposons maintenant
que F' soit un espace vectoriel normé complet. L’espace F' étant complet, cette suite convergealors vers £, € F.
Ce qui définit une fonction € 3 z — ¢, € F. Lanorme || ||p : F — R étant continue, comme toute norme d’un
espace vectoriel, en faisant p — oo dans (x%), on obtient :

Ve >0, AN. €N, n > N, = ||fu(x) — la||r <€, Vz €€,

c’est-a-dire que la suite (f,)nen converge uniformément vers x — £, sur £. On a prouvé :

Proposition 4.3. (Critére de Cauchy uniforme et convergence uniforme) —
Sous I’hypothése que F' est complet, une suite (f,)nen de fonctions de E vers F' converge uniformément sur £
ssi le critére suivant, dit critére de Cauchy uniforme, est vérifié :

Ve>0, 3N €N, n> N, p> N = ||fn(z) — fp(2)||lF <€ Vz €€,

ou encore :
Ve>0, 3N €N, n> N, p > Ne = ||fn — fplloo < €

Remarque. Ce critére présente le grand avantage de ne pas faire intervenir la limite de la suite (f,;)nen :
il ne porte que sur la suite elle-méme.
4.2. Suites de fonctions différentiables.

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés. F' étant supposé complet, {2 un ouvert convexe et borné de
E, et (fn)nen une suite de fonctions f,, : @ — F toutes différentiables sur . Soient n et p deux entiers, a et
deux points de ().
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De la différentiabilité de f, et f, en a, et de la convexité de (2, on tire par le Théoreme de la moyenne

appliqué & f, — fp sur [z,q] :

[fn(2) = fp(2) = fula) + fp(a)r < |z —allg- sup [|Dfne) = Dfpe)llcce:r (5 ).

€la,r

Mais comme || fn(2) = fp(2)|lr = [ fn(a) = fpa)|p < [[fn(2) = fp(z) = fnla) + fp(a)l|lF, on a:

1fn(@) = Fp(@)llF < [[fnla) = fola)]|F + [lz = all & - S 1D face) = Dfpie) l e y-

Puisque par hypothese 2 est borné, il existe M > 0 tel que §2 soit contenu dans une boule de diametre M, soit
s x,a € Q= ||z —a|| < M. On en déduit :

[fn(2) = fo(@)F < Ifnla) = fpla)lF + M- S0P IDfnce) = Dfpie)lecm;r) (% ox).

Maintenant si la suite de fonctions Q > £ — Df,¢) € L(E;F) converge uniformément sur € vers L : Q —

L(E; F), cette suite vérifie le critére de Cauchy uniforme sur Q. Si de plus la suite de vecteurs (f,(a))nen de F

converge dans F', par (x*x*x) la suite (fp)nen vérifie aussi le critere de Cauchy uniforme sur 2. Et donc (#* *x)

et la Proposition 4.3 donnent la convergence uniforme de la suite (f,,)nen sur £ vers une fonction f : Q — F.

Notons que par la Proposition 4.2, f est continue, puisque chaque f,, est continue (f,, étant différentiable).
Etudions la différentiabilité de f.

En faisant p — oo dans (* * *), par continuité de || ||r et de || ||z(z;r), on obtient :

[fn(2) = f(2) = fula) + f(a)llr < ||z —alls - P 1D fu(e) = Ll c(e:)-

Soit p, : 2 — F' la fonction définie par :

1
[l = all

Vo € Q, pu(x) = [fn(z) = fn(a) — Dfn(a)(x —a)] six#a et pp(a)=0r.

La différentiabilité de f,, en a équivaut a la continuité de p,, en a. Si on définit de méme :

1

[f(z) = fla) = L)(z —a)] siz#a et pla)=0r,
prouver la continuité de p en a équivaut a prouver la différentiabilité de f en a. Par la Proposition 4.2, la
continuité de p en a pourrait étre assurée par la convergence uniforme de (p,)nen vers p, puisque chaque p,, est
continue. Montrons en effet que (py,)nen converge uniformément vers p sur €.

On a, pour tout z # a :

1

Ip(z) = p(2)llF < M[Ilf(w) — fu(x) + fa) = fu(a)lr + |z — all & - L) = Dfall]-

Par (x* ), on obtient, pour tout x # a, en notant || |l = sup |||l z(z;r) :
£eQ

Ip(x) = pn(2)]| 7 < IL = D fallso + [ILa) = Dol

Remarquons que cette derniere inégalité est encore vraie pour = = a, car elle devient : 0 < ||L — D fy]l0o +

IL(a) = D fria)ll-
On a enfin, pour tout x C € :

[p(z) = pn(@)|lr <2 [|[L = Dfnll-
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La convergence uniforme de (D f,,)nen vers L sur © implique bien celle de (p, )nen vers r, d’olt la continuité de
r, ie la différentiabilité de f.

Remarquons que dans ce qui précede, le point a en lequel on prouve la différentiabilité de f est un point de
Q tel que la suite (f,(a))nen converge. Comme les hypotheses impliquent ensuite la convergence de (fn,(z))nen
quel que soit x € €, f est différentiable en réalité en tout point x de €.

On peut énoncer :

Proposition 4.4. — Soient FE et F deux espaces vectoriels normés, F étant supposé complet. Soit ) un
ouvert convexe et borné de E, a € Q et soit (f, : Q@ — F),en une suite de fonctions différentiables sur Q telle
que :

- la suite (fn(a))nen converge dans F,

- la suite (Df, : Q@ — L(E; F))nen converge uniformément sur Q) vers L € L(E; F).

1l existe alors une fonction f : Q) — F différentiable sur 2, telle que (f,)nen converge uniformément sur ) vers
fetDf =1, ie D(nlirrgo fn) = nlirrgo Df,. U

Dans la preuve de la Proposition 4.4, on prouve 'existence de la limite f et sa différentiabilité en supposant
que la suite (fn)nen est définie sur un convexe borné ), que la suite (D f,)nen converge uniformément sur €2 et
qu’il existe a € Q tel que la suite (f,,(a))nen converge. Si on note Q; le sous-ensemble de € des points a tels que
(fn(a))nen converge, et Qs le sous-ensemble de 2 des points b tels que (fy,(b))nen ne converge pas, on obtient
une partition de © : Q = Q3 UQq. Soit alors a € 4, et n, > 0 tel que la boule ouverte B(a,n,) de centre a et de
rayon 17, est contenue dans Q (un tel n, existe puisque 2 est un ouvert). Si on suppose que la suite (D f,,)nen
converge uniformément sur B(a,7,), la Proposition 4.4 assure la convergence uniforme de (f,,)nen sur B(a, n,),
et donc en particulier la convergence de (f(a’))nen, pour tout o’ € B(a,n,). En conclusion B(a,n,) C 1,
c’est-a-dire que 27 est un ouvert de 2.

D’autre part, si b € Qg et §'il existe une boule B(b,n,) C 2 sur laquelle la suite (Df,)nen converge
uniformément, B(b,n,) est contenue dans Qs, puisque si B(b,n) contient un point a de 3, la Proposition 4.4
assure que la suite (f,,('))nen converge pour tout b’ € B(b,n), et donc en particulier

la suite (f,(b))nen converge, ce qui contredit b € 5. La convergence uniforme de la suite (D f,,)nen sur
une boule centrée en a, quel que soit z € 2 implique donc que 23 et 22 sont deux ouverts.

Définition (convergence uniforme locale). Soient E et F deux espaces vectoriels normés, F étant
supposé complet, ) un ouvert de E, et une suite (g,)nen de fonctions de Q vers F. On dit que cette suite
converge uniformément localement sur ) vers g : 2 — F ssi quel que soit x € 2 il existe une boule ouverte
centrée en z sur laquelle (g, )nen converge uniformément vers g.

Avec cette définition, la discussion qui précede montre le théoreme suivant :

Théoréme 4.5. — Soient E et I deux espaces vectoriels normés, F' étant supposé complet, ) un ouvert
de E, (fn)nen une suite de fonctions de Q2 vers F, toutes différentiables sur Q) et telle que la suite (D fp,)nen de
fonctions de Q) vers L(E; F') converge localement uniformément sur Q vers L : 0 — L(E; F'). Les ensembles :

- O ={a € Y (fu(a))nen converge },

- Qy={b€Q;(fn(b))nen ne converge pas },
sont deux ouverts de ) tels que Q = Q1 U Q. Et si Oy est non vide, la suite (f,)nen converge uniformément
localement sur €y vers une fonction différentiable f : {21 — F, telle que : pour tout x € 1, D f(,) = L), ie
PJim ) = Jim Dh. O

On peut transposer ce théoreme immédiatement sur les séries de fonctions :
Théoreme 4.6. — Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, F' étant supposé complet,  un ouvert

n
de E, (fn)nen une suite de fonctions de ) vers F, toutes différentiables sur 2 et telle que la série (Z Dfi)nen
j=1
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de fonctions de Q vers L(E; F) converge localement uniformément sur Q2 vers L : Q@ — L(FE; F). Les ensembles :

- 2 ={a e () f;(a)nen converge},
j=1

- Q={be (Z fi(b))nen ne converge pas },
j=1

n

sont deux ouverts de 2 tels que ) = Q1 Uy, Et si Q1 est non vide, la série (Z fj)nen converge uniformément
j=1

localement sur € vers une fonction différentiable f : 1 — F, telle que : pour tout x € Q1, Df,y = Ly,

Dl > fi) = fim > Dfy O
J= J=

Les Théoremes 4.4 et 4.5 ont une version C* , nous donnons cette version sans preuve (elle est immédiate)
dans ’énoncé suivant :

Théoreme 4.7. — Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, F' étant supposé complet, Q) un ouvert de
E, (fn)nen une suite de fonctions de §2 vers F, toutes k fois différentiables ou C* sur Q et telle que la suite (resp.
la série associée a la suite) (Dkfn)neN de fonctions de Q vers L(E, - - -, E; F') converge localement uniformément
sur Q vers Ly : Q — L(E,---, E; F). Les ensembles :

- O ={a € Y (fu(a))nen converge },

- Qy={be Q(fn(b))nen ne converge pas },
sont deux ouverts de Q tels que Q@ = Q1 U Qy. Et si Q1 est non vide, la suite (resp. la série associée a la suite)
(fn)nen converge uniformément localement sur §2y vers une fonction k-fois différentiable ou C K f:Q — F, telle

que : pour tout x € (Q, Dkf(z) = Ly(a), i€ Dk(nli_%<> fn) = nILH;o D*f,, (resp. Dk(nlln;ozgfj) = nler;oZ;Dkfj).
j= j=
O

Remarque (cas ou F et F sont de dimensions finies). Dans ce cas interprétons la convergence
uniforme de (Dfy)nen. Lapplication Df, : Q@ — L(E;F) est & valeurs dans l'espace L(E;F) qui est
de dimension dim(F) x dim(F). Cet espace peut étre identifié & Mat(dim(E) x dim(F)) (lespace des
matrices dim(E) x dim(F')), ce qui revient a identifier D f,,) et sa matrice jacobienne Jf(,). Sur Iespace
L(E; F), toutes les normes sont équivalentes, et si la suite (D fy,)nen est localement uniformément convergente
sur  pour un choix de norme sur L(E;F), elle est encore localement uniformément convergente sur 2
pour tout autre choix de norme sur L(E;F). Counsidérons alors sur Mat(dim(E) x dim(F')) la norme :

Qi )1<icdim(B) 1< i<dim(F |lo = max; j|oi:|. Si on identifie Mat(dim(E) x dim(F)) a RERE)XAmE) = catte
H( ]) <i<dim(E),1<j<dim( )H ,J|.J| ) ’
norme est la norme || ||o classique sur RIME) xdim(£)
Maintenant la convergence uniforme de (D f,,)nen vers L sur une boule B de E signifie :
Vee £, AN. €N, n > N, = ||an(1.) — L(a;)Hoo <e, Vx € B, (6)

ou encore en écrivant le critére de Cauchy (L(E; F) étant de dimension finie, cet espace est complet) :

Vec B, AN. €N, n,p > Ne = [|J fru(a) — S fp)llo < €, VI € B.
En notant (€;;())ic(1, dim(E)},je{1,.dim(F)} la matrice représentative de L, et f, 1 < i < dim(F), la i*™®

composante de f,, la convergence uniforme de (Df,)nen vers L sur la boule B équivaut par (6) & celle des
i

dérivées partielles = vers ¢;;. On peut dans ce cas énoncer :

8:cj

Théoréme 4.8. — Soient E et F' deux espaces vectoriels normés de dimension finies respectivement m et
p, Q un ouvert de E, (fn)nen une suite de fonctions de ) vers F, toutes différentiables sur €, telle que quel
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que soit i € {1

, D}, quel que soit j € {1

n

Ox;

i
-,m}, la j¢™¢ dérivée partielle
converge uniformément localement sur € vers une fonction £;;
- Q) ={a€Q;(fula))nen converge },

de la i°™¢ composante de fy,
) — R. Les ensembles
- Qo ={be Q;(fn(b))nen ne converge pas }

g
n—oo O

sont deux ouverts de  tels que Q = Q1 UQs. Et si Q1 est non vide, la suite (f,)nen converge uniformément
localement sur €y vers une fonction différentiable f : Q1 — F, telle que : pour tout x € 1, 3 (x) = £;;(x)
J
.0, ; . Oft
fe g (Jim f,)" = lim /
4.3. Formules de Taylor

4.3.1. Formules de Taylor-Young

Rappelons la formule de Taylor-Young pour f : I — R une application k fois dérivable en un point a de
I'intervalle I de R. OnaVh e R,a+hel:

| P
fla+h) = f(a)+hf'(a) + -+ ﬁhjfm(a) 4+t Ehkf(k) (a) + R*
En considérant que h? f()(a) = D7 f(,(
n’est pas surprenante
v

(h) et flblinop“(h) =0
Théoreme 4.9

,h) (cf Théoréme 2.10, formule (3)), la généralisation suivante
ouvert de E, a un point de €2, et f
existe alors p,

(Formule de Taylor-Young) — Soient E et F deux espaces vectoriels normés, Q un
Q — F telle que :

Q) — F une application qui admet en a une différentielle d’ordre k > 1. Il

LA '
Vhsa+heQ, fla+h)=> FDif(a)( +||A||*pa(R)
j=0

) et hm pa(i_i) =
ott par convention : D°f(,)(h)° = f(a) et D f(y(h) = D7 f()[(h)

L ().

Preuve. On fait la preuve par récurrence sur k. Si k = 1, le théoréme & prouver est I’exacte transcription

de la définition de la différentiabilité de f en a. Supposons le théoreéme vrai pour l'entier £ — 1 et montrons

alors qu’il est vrai pour k. Pour cela supposons que f admet a une différentielle d’ordre k
Soit 7 (1) = f(a+h) — f(a)

PR B
Zj:l ﬁDJf(a)(h) : =
Théoreme de Schwarz que D(i_i — Djf(a)(i_i)j)(h) est 'application linéaire

On a r;(0g) = Op. On sait par la Proposition 1.5 et le

E> E — jDJf(a)(f_i)]_l(E)
On peut le vérifier en exercice, dont la solution est donnée dans la suite immédiate de la preuve
Exercice 32. Avec les notations ci-dessus, vérifier que

[h = D7 fay (h)) sy (k) = j

En effet soit ® : E > h —

D7 fay (h)~(F).
](h) et donc D(h — DI fa)(R)7) ) (k) =

(f_i) € EJ. ® est trivialement linéaire continue. On a h — DJ fa)(h h) = [DJ f(a) o
DD fay 0 ®) iy () = [D(DI fiay) g () =
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R Djf(a)(l_i, f_i, cee E), par le Théoreme 1.5. Or par le Théoreme de Schwarz, les termes de cette somme sont
égaux entre-eux.
On obtient donc :

1 o -
Drygy = Dfariy = 2 G f@ ™ = Dty = Dfw) = D*fay(h) = ...
j=1
e D i ()
(k-1 7@ ’

et par hypothese de récurrence, cette quantité étant le reste de rang k — 1 de Q2> x — Df(,) € L(E; F) en a,
on a:

Drygy = (R)E|pa(R) avec lim pal(R) = 0.

(r) h—0
On en déduit, par le théoreme de la moyenne, que :

k

- 1 . S i
7k (R) = re(0)|| = [|f(a+h) = fla) =) =D fay ()| < [[RILIRIFY sup ([pa(Q)]]-
= ¢CeB(0,|[RI])
Soit, finalement :
LA N . . .
1f(a+h) = f@) =3 =D fay(BY || < [1F]Fga(R) avec gu(B) = sup  [Ipa(Oll 0. O
= ) ¢EB(O,]|A]) h—0

Remarque. Bien siir lorsque E = R, on retrouve la formule de Taylor-Young que 1’on connait bien pour
les fonctions réelles, en écrivant, grace a la formule du théoréme 2.10, h¥.f%)(a) = D* f(,) (h)*.

Exemple. Ecrivons la formule de Taylor-Young pour f : R? — R, définie par f (z,y) = xsin(y), a U'ordre
3, en (a,b) € R*.

-Ona Dfp(h k)= %(a, b)h + %(a, b)k = sin(b)h + a cos(b)k.
0% f 0% f 0% f 0%f
- D? -7 2, Y4 2
= 0°f (a,b)h? +2 0 (a,b)hk + 0°f (a,b)k? = 0.h* 4 2 cos(b)hk — asin(b)k?
Oxdx "’ Oxdy "’ Oydy ' '
finalement :

1
(a + h)sin(b+ k) — asin(b) = sin(b)h + a cos(b)k + 5[2 cos(b)hk — asin(b)k?] + ||(h, k)||* .p(ap) (h, k),
avec p(q,p)(h, k) — 0 lorsque (h, k) — (0,0).

4.3.2. Formules de Taylor avec reste intégral.

Commengons par des considérations sur 'intégration des applications de variables réelles et a valeurs dans
un espace vectoriel normé complet F'.

Si I = [a,b] est un intervalle fermé et borné de R et si f : I — F est une application bornée sur I (ce sera
automatiquement le cas si f est continue, puisque I est compact), on peut considérer les sommes supérieures :

p—1

S(£,8)=>_ sup (f(t)- (o541 —0j)

j=1t€log,o5+1]
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et inférieures : )
p—
s(f,8) = inf (f(t)- (0511 —0y)
= t€(oj,0541]
de Darboux de f assoiciées & des subdivisions finies S = {a =01 < --- < g, = b} de I.
On dit qu'une subdivision S’ de I est plus fine que la subdivision S de I, si les points de S sont des points

de S’. On montre alors facilement que :
s(f,8) < S(£,8), S(f,S) < S(f,8) et s(f,S) <s(f,S).

En particulier si S; et S sont deux subdivisions finies de I, on peut considérer la troisieme subdivision finie de
I, S, ayant pour points de subdivision tous les points de S; et S2. S est alors par construction plus fine que
S1 et S3. On en déduit que 'on a toujours :

s(f,S1) < S(f,S2).

De cette majoration on déduit 'existence de :

S(f.8) = inf S(f,8)

subdivisions de I

et de 5(f,S) = sup s(f,S). Lorsque S(f,S) = 5(f,S), on note cette quantité /f, on appelle
I

subdivisions de I
I'intégrale (de Riemmann) de f sur I. On dit encore que f est intégrable sur I.

On peut prouver que toute application continue sur I est intégrable sur I, et dans la suite les applications
dont on considerera les intégrales seront toutes continues.

On peut, tout comme dans le cas ou F' = R, montrer que lorsque f est intégrable sur I, || f|| I'est aussi et

que :
WEEYAH
I I
et si f est continue sur I, l'application F : [a,b] > t — f € F est dérivable, et vérifie le Théoréme
[a,1]

fondamental de I’analyse :

F'(u) = f(u).
Ce Théoréme assure en particulier qu'une fonction continue f : I — F admet une primitive sur I(par exemple
I>t— f € F). Notons qu'alors, si f est ct:

[a,1]

/ =) - f(a) (7)
[a,b]

En effet f et g:[a,b] 3¢ +— f' € F ont méme dérivée sur le connexe I, et donc par le Corollaire 2.7,
[a,t]
g — [ est constante sur I. La détermination de la constante conduit alors immédiatement & (7).

Notons pour finir que si F' est de dimension finie m, intégrer f revient a intégrer les composantes de

f dans une base (pour la preuve, procéder comme pour la différentiation des applications & valeurs dans un

produit, Theéoréme 2.3 et Exercice 23). Autrement dit, si {€1,- -, &y} est une base de F, il existe des fonctions
m

fisooy fm : I — R telles que quels que soit t € I, f(t) = ij (t) - € et si f intégrable sur I, les f; le sont et
j=1

de plus :

/Ifij:(/l 156 - 7.
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Ou encore, écrivant f en coordonnées dans la base B = {1, --,én}

([ ng=([ £ [ 10.

De la formule (7) on obtient directement la formule de Taylor suivante :

Théoréme 4.10. (Formule de Taylor avec reste intégral) — Soit E un espace vectoriel normé, 2 un
ouvert de E, F un espace vectoriel normé complet, k > 1 un entier et f :  — F une application C*. Soit
a,h € Q tels que [a,a+ h] ={{ € E;Ft € [0,1;E =a+1t-h} CQ (ce qui est le cas dés que h est suffisament

petit). On a :
k-1

1. , 1
flath)=>" ﬁDjf(a)(h)j T Eo /[071](1 — )" D" flagrm ()"

Jj=0

Remarque. Les hypotheses du Théoréme 4.10 sont un peu plus fortes que celles du Théoréme 4.9 (formule
de Taylor-Young) : on réclame ici le caractere C k de f et non plus la k-différentiabilité, d’autre part dans la
construction de l'intégrale, on a recours a la complétude de F. Cependant la formule de Taylor avec reste
intégral est plus précise que la formule de Taylor-Young, car elle donne précisément la valeur du reste. Par
exemple on pourra, a l’aide de cette formule obtenir des minorations, et non plus seulement des majorations.

On verra dans la preuve du Théoreme d’inversion locale en dimension finie, & quel point ceci est utile.

Remarque. Lorsque E = R, on retrouve la formule de Taylor avec reste intégral pour les fonctions réelles

que 'on connait :
k—1

17 . , hk
f(a+h) = ZF f(]a) -h? +m/{071](1t)k_1fk(a+t'h).

=0

Preuve. Par hypothese f est C* sur Q et quel que soit ¢ € [0,1], [a + t - h] € Q, Dlapplication
[0,1] 5 t — (1 — )* ' D* fuip.n) ()" € F est donc continue et ainsi intégrable sur [0,1]. Soit g : [0,1] — F
Papplication définie par :

9(t) = flatt-h) + (1 =)D f(ayen(h) + %(1 = )" D* farrn (h)* + -

1

Ty

(1—- t)k_le_lf(ath.h)(h)k_l-

g est C', puisque f est C*. Calculons ¢'(t). Sije1,---,k—1,ona:

{0

1 i gy L d j
G WP D faany (P | (0) = g ms (1= [0 D frasony (P +

1

L= 03 [0 D e8] 0

1 o o o ,
_ ] (1—t)y 1. DI fraprm(h) + W(l —t)7 - D]+1f(a+t_h)(h)-7+1.
On en conclut que :
1 .
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Or par (7) :

Ce qui donne exactement la formule annoncée. (]

4.4. Points singuliers et extrema.

Définition. Soient E et F deux espaces vectoriels normés, Q un ouvert de F et f : Q — F une application
différentiable en a € 2. On dit que a est un point critique de f ssi D f(,) n’est pas une application surjective
ie Dfq)(E) # F. On dit que a est un point singulier de f ssi D fq) = 0z(p,p). f(a) est appelée une valeur
singuliere de f lorsque a est un point singulier et une valeur critique de f lorsque a est un point critique.
Supposons maintenant que F' = R. On rappelle que l'on dit que f admet un maximum local (resp. un
minimum local) en ¢ ssi il existe p > 0, tel que ||z — al| < p implique |f(z)| < |f(a)| (rvesp. |f(z)| > |f(a)]).
On suppose bien stir que p est suffisamment petit pour que ||z — al| < p implique 2 € . Un maximum ou un
minimum local est appelé un extremum.

Rappelons qu’une fonction d’une variable réelle dérivable en un point et qui admet en ce point un extremum
est de dérivée nulle en ce point (considérer les limites a gauche et & droite du taux d’accroissement, qui sont de
signes opposés).

Exercice 33. Montrer qu’une application f : R — R dérivable en a € R, qui admet en a un maximum ou
un minimum local est de dérivée nulle en a.

Proposition 4.11. — Soient E un espace vectoriel normé réel, Q un ouvert de E et f : Q@ — R une
application différentiable en a € Q. Si a est un extremum de f, a est un point singulier de f.

Preuve. Si a est un extremum de f, 0 est aussi un extremum de la fonction réelle f;(t) = f(a + ti_i), quel

que soit h € E. Or cette fonction est différentiable en Or, puisque f est différentiable en a. On sait alors que
f4(0) = 0 (Exercice 33). Mais on sait aussi que f;(0) = Dy, fa) = D f(a)(h). 0

Remarque importante. Bien siir cette proposition n’admet pas de réciproque, c’est-a-dire que si f est
différentiable en a et admet en a un point singulier, a n’est pas nécessairement un extremum de f. Par exemple
: t — 3 n’admet pas d’extremum en 0, mais 0 est cependant un point singulier de f.

Supposons maintenant que a soit un point singulier de f et que D? f(a) existe (donc D f(,) existe sur un
voisinage de a). La formule de Taylor-Young montre que :

Va+heQ, fla+h)=fla)+D?fu)(h)?+||[*pa(h) avec lim p,(h) = 0.

h—0
Nous allons étudier le signe de f(a + i_i) — f(a) grace a celui de D2f(a)(ﬁ)2 = DQf(a)(i_i, i_i)

e S'il existe ¢ > 0 tel que pour tout h € S5(0,1) = {l_i e FE; ||i_i|| =1}, DQf(a)(f_i, l_i) > ¢ > 0, on a quel que
soit k € B\ {0g} :

E ok 1 - . - -
D2f(a)(ma W) = ||E||2D2f(a)(k:, k) > c¢>0, soit D2f(a)(k:, k) > c||k|]2.

On en déduit :

Ya+heQ, fla+h)—fla)>]h|>(c+pa(h) avec lim p,(h) =0,
h—0

et donc dés que h est suffisamment proche de a pour que |pa(i_i)| <¢/2, fla+ h) > f(a), i.e. a est minimum
local strict de f.
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- =

e De méme, s'il existe ¢ < 0 tel que pour tout h € S(0,1), DQf(a)(h, h) < ¢ < 0, par la formule de
Taylor-Young, f admet en ¢ un maximum local strict.

Théoréme 4.12. — Soient E un espace vectoriel normé réel, Q un ouvert de E et f : Q@ — R telle que
DQf(a) existe et a soit un point singulier de f.

i- S’il existe ¢ > 0 tel que Vh € S(0,1), D2 (a)(_‘, ) > ¢ >0, f admet en a un minimum local strict.

-

14- Sil existe ¢ < 0 tel que Vh € S(0,1), D2f(a)(_', h) <c¢ <0, f admet en a un maximum local strict.

En particulier lorsque E est de dimension finie, S(0,1) est compact, et si la forme quadratique D? fa) est
définie positive, comme elle atteint son inf sur S(0,1), celui-ci est nécessairement > 0, et on est dans le cas i :
f admet en a un minimum local strict.

Si la forme quadratique D? f(a) est définie négative, pour les mémes raisons, on est dans le cas ii : f admet
en a un maximum local strict.

Etude pratique en dimension finie. Déterminer si la forme D? f,) est définie négative ou positive revient
a déterminer les valeurs propres du Hessien H(f)(4), c’est-a-dire regarder les valeurs des coefficients diagonaux
de A(g) (les notations sont celles du Chapitre précédent).

- Si toutes les valeurs propres de H(f )(a) sont strictement positives, on est dans le cas 1.
- Si toutes les valeurs propres de H(f)(,) sont strictement négatives, on est dans le cas ii.

- Si les valeurs propres de H(f)(4) sont non nulles mais de signes distincts, le long des droites affines passant
par a et dirigées par les vecteurs propres associés aux valeurs propres > 0 de H(f)(q), f admet en ¢ un minimum
local strict et le long des droites affines passant par a et dirigées par les vecteurs propres associés aux valeurs
propres < 0 de H(f)(q), f admet en @ un maximum local strict. On parle de point “col”.

- Si H(f)(a) possede une valeur propre nulle, on ne peut rien dire en examinant seulement D? f(ay- 1l faut
pousser plus loin 1’étude du comportement de f le long des droites affines passant par a et dirigées par les
vecteurs propres associés aux valeurs propres nulles, grace a la formule de Taylor & un ordre > 2.

Exemple. Etudions le comportement de f au voisinage de ses points singuliers.

f: R* — R
(z,y) — (1—-2*)(1-y%

of

Les points singuliers a de f sont déterminés par Df(,) = 0 ce qui équivaut a 8—(a) =
x

of
dy
quatre points singuliers : (0,0), (1,1), (1, —1),(—1,1). Le Hessien de f en (x,y) (dans la base canonique) est :

(a) = 0. On obtient

e Ly

ozoz Y yar Y| (=24 242 4y
82f( ) 82f( ) - 4y —2 4 222
Ox0y Y OyOy Y

e en (x,y) = (0,0), le Hessien dans la base canonique est diagonal, de valeurs propres —2 et —2, donc f
admet en (0,0) un maximum local strict.
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£(0,0)=1

(xy.f(x,y))

e en (z,y) = (1,1), les valeurs propres du Hessien sont —4 et 4. Une base de I'espace propre E,4 associé a la
valeur propre 4 est h= (1,1) et une base de l’espace propre E_4 associé a la valeur propre —4 est k= (1,-1).
Le long de la droite {(1,1) + tﬁ}, f admet donc un minimum local strict en (1,1), et le long de la droite
{(1,1) + tk}, f admet un maximum local strict en (1,1). Il s’agit d’un point col. Il en est de méme des deux
derniers points singuliers.

Au voisinage de ces points, le graphe de f a donc 'aspect suivant (point col) :

Remarque importante. L’étude des points singuliers de f menée ci-dessus n’est valable que lorsque
le point en question est dans un ouvert sur lequel f est différentiable. Lorsque I'on veut étudier les
extrema de f sur un ensemble qui n’est pas ouvert, on restreint successivement f a des domaines
ouverts, non plus de F mais d’espace de dimension < dim(FE).

Exemple. Etudions les extrema de fz l\B (ot f est donnée ci-dessus), la restriction de f & la boule unité
fermée B de E.
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e Sur la boule unité ouverte, le seul point singulier de f (et donc le seul candidat a étre un extremum local
de f) est (0,0). L’étude précédente montre qu’en ce point f (et donc f) admet un maximum local sur la boule
ouverte.

e Etudions maintenant le comportement de f sur S, la sphere unité de E, qui est le bord de B. Pour cela
~ 1
on parametre S, et on considere F(6) = f(cos(f),sin(h)) = sin?(#) cos?(d) = 1 sin?(26), pour 0 €]0,27 + €],

e > 0 aussi petit que 'on veut. On a F’(f) = sin(26) cos(26), et les points singuliers de F sont 61 = 7/4,
0o =7/2,05 =3mw/4, 0, =7, 05 =57/4, g = 31/2, 07 = Tw /4, O = 27.

On fait alors en chacun d’eux une étude locale grace & F"(0;) = 2cos(46;). F"(61) = —2 (maximum local
strict), F"(f2) = 2 (minimum local strict), F'(f3) = —2 (maximum local strict), F”'(64) = 2 (minimum local
strict), F"(65) = —2 (maximum local strict), F”'(0g) = 2 (minimum local strict), F"(67) = —2 (maximum local

strict), F'(fs) = 2 (minimum local strict).

e Remarquons que fétant continue sur B, elle atteint son inf et son sup. Si I'inf 5 fou le supp fest atteint
sur la boule ouverte, le point ol il est atteint est un point singulier de f, ce ne peut étre que (0,0). Mais ce
point étant un maximum local de f, en (0,0), fne peut atteindre que son supg en (0,0).

Silinf gz fou le supp fest atteint sur S, alors le point ou il est atteint est un point singulier de F', et méme
l'infg F' ou le supg F'. 1l faut alors comparer les valeurs de f en chaque 6;, pour trouver ce sup ou cet inf.

En conclusion on a :

inf f = min{F(65;);1 < j <4} et sup f = max{F(02;41);0 < j < 3; £(0,0)}.
B B

Exercices du chapitre 4

Exercice 34 (Séries normalement convergentes). Soient £ un ensemble, F' un espace vectoriel normé

complet et pour tout n € N, f, : &€ — F. On dit que la série Z fn est normalement convergente sur &,
neN

ssi il existe une série numérique Z un (ie u, € R) convergente telle que pour tout n € N, pour tout x € &,

neN
n

[ fn(@)]] < up. Montrer alors que la série S,, = Z f; est uniformément convergente sur £.
=1

Exercice 35. Soit Z anz™ une série entiere de rayon de convergence R > 0, soit (E,| ||) un espace

neN
vectoriel normé complet et soit f € L(E; E) un endomorphisme continu de E, tel que || f||z(g;r) < R. On note

classiquement f" = fo---o f la composée de f avec lui-méme n fois (f° =Idg).
i - Montrer que la série S = S§ = Z anf" : E — E est définie et C*.
neN
ii - On considére ¢ : BR > f +— Sy € L(E; E), ot BE est la boule ouverte de L(E; E) de rayon R. Montrer
que ¢ est différentiable.

Exercice 36. Soit Z uy, une série réelle absolument convergente (ie Z lun| < 00) et soit ¢ :]0, +00[— F
neN neN
une fonction C', F étant un espace vectoriel normé complet. Soit enfin (,,)nen une suite de E = R? contenue

dans une boule fermée B de E, centrée en Og. On définit f(z) = Z unp(||z — zn||) (la norme || || de E est la

neN
norme euclidienne issue du produit scalaire usuel) pour tout z € ) = E '\ B.

Montrer que f est bien définie, puis que f est C* sur Q.

www.tifawt.com



www.tifawt.com

Chapitre 4- Théorémes limites. Points singuliers et extrema. 67

Exercice 37 (Théoréme de Borel). Soit (a,)nen une suite de réels. On suppose qu’existe une fonction
© (et il en existe en effet) telle que ¢ : R — R est C™, telle qu'il existe o, 5 tels que —2 < a < —1< 1< <2,
¢ est nulle sur R\ [, B, et @j_1 1)=1-

a
i- Montrer qu’il existe (A, )nen une suite de réels telle que, en posant f,(x) = —T:ac"go()\nx), sup [f®)(z)] <
n: zeR

1
2—n,p0ur0§k:§n—1.

ti- En déduire 'existence d’une fonction f : R — R, C*, telle quel que soit n € N, f(")(()) = Q.

Exercice 38.

Dans cet exercice on considere le R espace vectoriel C, muni de la norme | | (le module). Noter que via
lisomorphisme isométrique ® : (C, | |) — (R?, || ||2) cet espace est R* muni de sa norme d’espace euclidien. Sur
C on dispose bien siir, en plus de la structure d’espace vectoriel, du produit de deux nombres complexes qui
confere a C une structure d’algebre sur R.

Quel que soit n € N, on considére :

fan: C

—
z

2| %

et f = g la série associée a la suite (fn)nen-
neNf,
1 - Montrer que la série f converge sur C.

2 - Montrer que f, est différentiable sur C, et quel que soit z € C, calculer || D fy,(l z(c:c)-

3 - Montrer que f est différentiable sur C puis que D f(.): C> h+— f(z).h € R?.

4 - Déduire de la question précédente que f est C™.

5 - Montrer que pour tout z,w € C, f(z +w) = f(z)f(w). (Ind. On pourra montrer que ’application
z+ f(z+w)f(—2) est constante)

Exercice 38bis. Soit pour tout n > 0 Ila fonction

x+1/n

fus @) o T

Quel est le domaine de définition U de f = Z fn 7 Montrer que f est différentiable sur U.

n>0
Exercice 39 (Unicité de la formule de Taylor). Soit P € K[ X, ..., X,,] un polynéme a n indéterminées.
Pour tout x = (x1,...,2,) € K" et pour tout multi-indice j = (j1,...,jn) € N", on note 2/ le monéme

alad? . adn | de sorte que si X = (X1,...,X,) et si|j| = j1+ ...+ jn, il existe k € N (le degré de P) et des
constantes 1, ..., € K tels que P(X) = Z 7 X7
0<jI<k

i- Rappeler la formule de Taylor-Young a l’ordre k pour une fonction f : K" — K qui admet une différentielle
d’ordre k en un point a et montrer que s’il existe des applications j-linéaires L7 : K™ x ... x K" — K, avec
1 < j < k, telles que pour tout h € K", f(a+ h) — f(a) = Z LI(h,...,h) + o(||h]|¥), alors les quantités

1<j<k

Li(h,...,h) sont uniques.

ii- Montrer que pour tout a = (aq,...,a,) € K", il existe des constantes aq, ..., ax € K uniques telles que
P(X)= Z a;(X — a)?. Calculer ces constantes o; grace aux dérivées partielles de f en a. En déduire les

0<|j|<k

dérivées partielles de f en a en fonction des dérivées partielles de f en 0 et de a.

Exercice 40. Soit f : R* — R définie par f(z,y) = (z* + 1)(y2 — 1). Etudier les extrema de f sur le
disque unité fermé de R2.
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Corrigés des exercices du chapitre 4

Exercice 31. La suite (f,)nen converge simplement vers la fonction f : [0,1] — R, définie par f(z) = 0,
pour z €]0,1] et f(0) = 1. En effet, si z €]0,1], fn(z) = (1 — 2)™ — 0, et comme f,(0) = 1 pour tout n € N,
frn(0) converge bien vers 1. La fonction f n’est pas continue en 1, comme toutes les fonctions f,, sont continues,
la suite (f,)nen ne converge pas uniformément vers f sur [0, 1] (cf Proposition 4.2).

Exercice 33. Soit f :]a, S[— R une application dérivable qui admet en a €]a, B[ un maximum local. Le
rapport f(z) — f(a)/(x — a) est alors > 0 pour z < a proche de a et < 0 pour z > a proche de a (puisque
f(x) < f(a) pour x proche de a). Par hypothese la limite de ces rapports lorsque  — a existe et vaut f’(a) et
cette limite est a la fois > 0 et < 0, donc nulle.

Exercice 34. On a : pour tout x € £ :

n+k n+k n+k
1Sn(@) = Snar(@)lr =11 Y fi@le < Do 1H@1< D0 w,
j=n+1 j=n+1 j=n+1
n+k oo n+k
or puisque u; > 0, Z u; < Z u;. Mais puisque Zun converge, son reste a l'ordre n, r, = Z U
j=n+1 j=n+1 neN j=n+1

converge vers 0 lorsque n — oco. Quel que soit € > 0, il existe donc N € N, tel que n > N,k € N implique :
pour tout © € &, ||Sn(z) — Spyr(x)||r < €. Le critere de Cauchy uniforme est vérifié, par la Proposition 4.3 la
suite (Sp)nen est uniformément convergente.

n
Exercice 35. i - Soient f € B? S, = Zanf" : F — E. En tant que combinaison linéaire
7=0

d’endomorphismes continus de E, Sy, est une application linéaire continue de £ dans . De plus, ||y f" | £(5;5) <
|an| | Iz (p. ) (Exercice 6). Le terme général de la série S, étant majoré par le terme général d'une série
numérique convergente, la série S,, est normalement convergente et donc uniformément convergente (cf
Exercice 35). On en déduit que S existe et est continue (Proposition 4.2). Comme pour tout, z,y € E, A € E,
Sn(x 4+ Ay) = Sp(x) + ASn(y), cette égalité par passage a la limite donne la linéarité de S. S est ainsi linéaire
et continue, donc C*°.

On peut aussi dire plus simplement que comme ||an f"| z(m;5) < |an|-[|f|[Z(z,p) €t comme la série de terme
général |a,|.|| f ||Z( B, E) converge, la série S est absolument convergente, et comme L(FE; E) est complet puisque
E est complet (Exercice 29), la série S est convergente dans L(E; E), et donc en tant qu’élément de L(E; E),
S est C™°.

ii - Appliquons le Théoreme 4.6. Soit ¢, : Bf — L(E;E) définie par : pour tout f € BE,

n

on(f) = Zanf". La suite (¢n(0z(g;5)) = (aoldEg)nen est constante donc convergente.

3=0
Montrons que Bf > f s f" € L(E;E) est différentiable. Si L : (L(E; E))" — L(E; E) est définie par
L(f1, -, fn) = fio-- 0 fn, L est n-linéaire et comme par 'Exercice 6) :

ILCf1s s fallleczey < illeem - 1 nll e,

L est continue. Maintenant si note § : L(FE;E) 3 f — (f,---,f) € (L(E;E)", § est linéaire et continue
(puisque § = (Idg,---,Idg)) et Bf > f +— f" € L(E;E) est lapplication L o § restreinte & BT.
On en déduit que f — f™ est C™ en tant que composée d’applications C*° (Théoreme 2.9 ) et que :
D(g = g")(5) = DLy,... 5y © 0, ie pour tout h € L(E; E), D(g — g")p)(h) = Z fioho fI (Proposition

i+j=n—1

www.tifawt.com



www.tifawt.com

Chapitre 4- Théorémes limites. Points singuliers et extrema. 69

1.5). On obtient alors |D(g — ")y (Mlleczey < D> NIRRT = nll£I*~ " R], ce qui donne :
i+j=n—1
1D(g = 9™l eee:e)cimm) < nllfI""
En résumé : g — a,g" est différentiable en f (et méme C*) et de différentielle ayant une norme majorée

par n.|a,|.|[f]|""!. Or la série dérivée g n.a,z" "' a méme rayon de convergence que g anz™. On en conclut
neN neN
que sur toute boule B centrée en Oz(g; ), de rayon r < R, la série des différentielles de f — g an f™ est

neN
normalement convergente, donc uniformément convergente (Exercice 34). Par le Théoréme 4.6, on en

déduit que f — Sy est différentiable sur toute boule B”, » < R, donc sur B® et que pour tout f € BE, pour
tout h € L(E;E), D(g— Sg)(py(h) =Y an Y, flohofl.
neN i+j=n—1
Remarque. On peut montrer que g — S, est C* sur B, de la méme fagon (en utilisant le Théoréme
A47).

Exercice 36. I'application f est bien définie car si B est de rayon R et si z € ), quel que soit n € N,
0<|lz]| = R < ||l —an| < ||z|| + R. Or ¢ est continue sur le compact [||z] — R, ||z|| + R], donc bornée, disons
par M = M,, et donc ||unp(||z — zn|lg)l|lF < |un|Mz, terme général d’une série convergente (puisque Z [t |

neN
converge par hypothese). Comme la norme ||| g est issue d'un produit scalaire ( | ), elle définit une application

différentiable en dehors de Og (cf Exercice 25). L’application ®,, : 3 z — || — z,||g ne s’annule pas, quel
que soit n € N. Par le théoréme des applications composées, on en déduit que Q@ 3 = — p(||lz — 2| g) est
différentiable sur © et que (cf Exercice 25 pour Iexpression de la différentielle de || || g) :
(h|x — mn) /
Do h)=-—%¢ (| — zn||E)-
Soit alors a € 2 et B(a,r) une boule fermée centrée en a et de rayon r, telle que B(a,r) C Q. Quel que soit
x € B(a,r), quel que soit h € E :

(2]l -z = znlls

[k )

1D, ()1 < 'l = 2l )

par I'inégalité de Cauchy-Schwarz. On en déduit que ||D®,,) | z(5r) < @ (|2 —20||E)|. Orr—R < [|[z—2,||E <

r + R et ¢ est borné sur [r — R,r + R] disons par M,. On déduit que la norme du terme général de la

série Z Up - D®,, ;) est majorée par |un| - M., qui est une série numérique convergente par hypothese. La
neN

série Z Up, - D®p, ;) est ainsi normalement convergente sur B(a,r), donc par 'Exercice 34 est uniformément
neN

convergente sur B(a,r) (L(E; F) est complet, puisque F est complet, cf Exercice 29). Par suite Z Up - D®p ()

neN
est localement uniformément convergente sur €2 et le Théoreme 4.6 assure que la série ¢ est différentiable sur

Q et que Dp = Z up D®,,. Comme chaque z — D®,,, est continue, et que la convergence de Z U, D®,, est
neN neN
localement uniforme, par la Proposition 4.2, x — D f() = Z U D@y () est également continue. On en conclut
neN
que f est C' sur Q.

Exercice 37. La formule qui donne la dérivée k¢ d’un produit de deux fonctions k fois dérivable est :

k
(h.g)®) = Z C’I’fh(p)g(k*p), ce qui donne ici pour f,, en faisant h(z) = a—rll:c” et g(x) = p(Apz) :
n!
p=0

k
B () = % Z C;fn(n —1)---(n—p+ Da"PAEPRE=P) () 2),
p=0
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On en déduit que :

k
an -
B @) < z e T L )

Comme p*=P)(\,z) = 0 pour |x| > 2/|\,|, en posant M,, = max;e(o,....n-1} SUp | ()], on obtient :

z€[—2,2]
()] < |an|ZC’k 2/|A D" A Mo (A
|an| k=) |an| My k_ 2"P
A < —_
< S e < el S T
n—p
Majorons grossierement C;j I par k12" < (n—1!)2", on obtient alors la majoration suivante de |f,(Lk) (z)| par
n—p)!
M, n| M,
la quantité ||§ :n Fn(n—1)12" = ||§ :n - n!2", qui ne dépend que de n. Si [A,| > 1, on a encore [A,["~ k<l

ce qui implique :
M,
P < e

de sorte que si [A,| > 1 et |Ay| > |an| - My, - n!- 4", on a la majoration voulue |fr(lk)(x)| < 27" pour tout € R
et pour tout k € [0,n — 1].
Quel que soit £ € N, on obtient que la série Z f,gk) est normalement convergente sur R, puisque pour
neN
n >k, |f(k)( ) < 27™ et Z 27" est convergente. Le Théoreme 4.7 donne alors que la somme f = Z fn

neN neN
existe et définit une fonction C*° de R dans R. On sait de plus que quel que soit k € N, quel que soit x € R,

f®) () = Z f¥) (). Calculons maintenant
neN

k
FP0) = 375000 = AP 0) + 30 5 Cinln = 1)+ (n = p+ DO PN (3,0)

neN n<k n>k  p=0

Qn
=Y o= = e )] "(0) (%)
n<k n<k
comme pour 1 < k, [£"p(A,z)]*) est une somme de termes dans lesquels apparait 27 ou ¢U)(z) avec j # 0, les
k premiers termes de la somme (x) sont nuls puisque la constance de ¢ au voisinage de 0 implique la nullité de
toutes ses dérivées successives en 0. Il ne reste donc dans () que le terme :

k—1
7)) P (0) = T (ko (0) + 37 Che- (k= § + DI N p(02) ) (& = 0) = an +0.

Jj=0

ak
E[

Exercice 38. 1- Remarquons que C est un espace complet, car de dimension réelle 2 < co. On sait
alors qu'une série a termes dans C absolument convergente est convergente. Soit z € C. Pour tout n > 0,
on a [z"/nl| = |z|"/n!. On en déduit que la série définissant f(z) est absolument convergente, et donc
convergente (puisque la série Zr” /n! converge quel que soit r € R}).

jEN

2- fy est constante, donc (iifférentiable et de différentielle nulle. On peut calculer Df, ) de duex fagons

différentes (au moins !) :
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2.a- Pourtoutn>1et z,heC,ona

Falo ) — fuz) = P Ry Cu2 ) g

n!

En posant L(h) = 2" h/(n — 1) et p(h) = (3 j_o CEz""Fh*=2)h? /(n!|h|). Or, L est linéaire en h, continue
(car entre espaces de dimension finie), et de plus

[p(h)] < 2" [h|max(|A], |2])"~* /n!,

ce qui prouve que p(h) tend vers 0 lorsque h tend vers 0. L’application f, est donc différentiable en z, de
différentielle L. On a par définition de la norme sur £L(C,C) :

|Zn71h| |Z|n71
Df,. || =||L|| = sup ||L(h)| = sup = .
DSl = Ll = sup L) = sup 551 = ¢
2.b- Soit £: C" — C l’application définie par : (21, -, 2,) = 21 - 2,. Cette application est n linéaire
et continue (puisque C est de dimension finie). Soit ensuite A : C — C", définie par A(z) = (z,-,2).

L’application A est linéaire et continue. On a : f, = — (£ o A) ce qui prouve que f, est C*°. De plus :

n!

1
Vz € CVh € C, Dfu(sy(h) = — Dla)[AM)

1 1 n—1
=—(hz-z+--42z---2h) = —=(nhz""') = z

n—1
~n! (n— 1)!hz

3- Pour montrer que f est différentiable sur C, on considere r > 0 quelconque et on montre que f est
différentiable sur la boule fermée B, de centre 0 et de rayon 7.

Pour tout z € B, et tout n > 1, on a |[|[Df,,|| = [z"}/(n — 1)! <r""1/(n —1). On en déduit que la série
+oo
de fonctions z +— Z D f,, est normalement convergente sur B,, donc uniformément convergente sur B,
n=0
(Exercice 34). Le Théoréme 4.6 permet de conclure que f est différentiable sur B,, et que pour tout z € C
+oo +oo

Papplication linéaire D f, est la somme d’applications linéaires Z Df,,,soit Df, = Z(h = 2"/ (n—1)!) =

n=0 n=1

+oo
(b= Y 2"7'h/(n = 1)!) = (h— f(2)h).

n=0
Remarque. la série de terme général f,,(0) est convergente, de sorte que le Théoréme 4.6 assure

directement, du fait de la convergence uniforme de la série des différentielles D f,,, que la série de terme général
frn est uniformément convergente. On retrouve alors 1-.

4- Montrons que f est k fois différentiable sur C, quel que soit k, par récurrence. On vient de coir que
[ est différentiable et que Df(.)(h) = h- f(z). Soit & : C — L(C;C) définie par ®(w)(h) = w - h. Cette
application est linéaire et continue donc C™ et de plus :

Df=dof (1)

Supposons que f est k fois différentiable sur C. Par (), Df est alors aussi k fois différentiable sur C ie que f
est k+ 1 fois différentiable sur C.

5- Fixons w € C, notons p I'application produit C x C — C, T, 'application translation z — z 4+ w et M
Papplication z — —z. L’application proposée par ’énoncé est po (foTy,, foM). Comme p est bilinéaire continue
et comme M est linéaire continue et Ty, est somme d’une application linéaire continue et d’une application
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constante, M et Ty, sont toutes les deux différentiables. C’est aussi le cas de f par 3—, et le Théoreme 2.1
s’applique. Comme DT, = Id¢ et DM, = —Id¢, on a donc pour tout z € C,

Dgz = Dp(f(z+w),f(—z)) © (szer; 7foz) = f(Z + w)foz - f(fZ)szera

et donc Dg, = (h — f(z 4+ w)f(—2)h — f(=2)f(z + w)h) = (h — 0) = 0. Comme C est connexe, g est
constante sur C par le Corollaire 2.7. Pour tout z € C, on a donc g(z) = ¢g(0) = f(w), d’ou la relation
f(z+w)f(—2) = f(w) valable pour tout z,w € C. Prenant w = 0, on en déduit f(z)f(—z) = 1, et donc
fz4+w)=fz4+w)f(2)f(=2) = f(2)f(w) pour tout z,w € C.

Exercice 38bis. Pour tout (z,y) € R2, et tout n > 0, fn(z,y) est bien défini et de plus,

1

fu(z,y) = + nytl

et Z est le terme général d’une série convergente si et seulement si y > 1 tandis que —L+ est le terme général
ny+

y

d’une série convergente si et seulement si y > 0. On a donc
U = {(z,y) € R? tels que y > 1}.

Comme on sait que »_ f, converge simplement sur U, pour prouver la différentiabilité, nous avons le
choix entre les deux méthodes suivantes :

Premiére méthode : le Théoréme 4.6 (ou sa version affaiblie donnée en TD) dit que pour prouver la
différentiabilité de f, il suffit de montrer :

1) la différentiabilité de f,, sur U pour tout n > 0,

2) la convergence uniforme locale de la série des différentielles ) _, D f, (comme série de fonctions
U — L(R? R)).

Pour prouver 1), on calcule pour tout n la matrice de (D fn)(z,y) dans les bases canoniques de R? et R, &
I'aide des dérivées partielles, ce qui donne :

1 —lnn(z+1/n) }

ny ny

Ces dérivées partielles sont continues sur U, ce qui prouve que f,, y est différentiable. De plus, on a

lnn|z + 1/n|}

1
1D f)wanll e Ry = max{ =, =

Pour prouver 2), considérons (a,b) € U et R > 0 tels que la boule fermée B((a,b), R) est incluse dans
U. On a alors pour tout (z,y) € B((a,b), R) les inégalités y > b — R > 1 et |z| < |a| + R, d’ou

1 Inn(ja| +R+1)
1)l e Ry = max{ =, — o |

Or, les séries > nbl,R et > Inn( ‘a‘tf“) sont toutes deux convergentes puisque b — R > 1, ce qui prouve la
convergence normale, donc uniforme, de ) (D f,)x,y) lorsque (z,y) € B((a,b), R).

Deuxitme méthode : le théoréme 4.8 affirme qu’il suffit pour prouver la différentiabilité de f de prouver
la convergence uniforme locale des séries de dérivées partielles ano %’::' et ano % (on aura alors
leUetﬁgz(Z)).

Or (par le méme calcul que pour la premiére méthode), pour tout (a,b) € U et R > 0 tels que la boule
fermée B((a,b), R) est incluse dans U, on a pour tout (z,y) € B((a,b), R) les inégalités

Ofn 1 1

ox Fra y)‘_ny Snb*R
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“ of Innfz +1/n| _ Inn(la[+ R+1)
n nnjx+1/n nn(lal + £+
= <
dy (x,y)‘ ny - nb—R

et les séries > nbl, = et > lnn(llab‘if,fm sont toutes deux convergentes puiilue b— R > 1, ce qui prouve la
convergence normale, donc uniforme, des séries des dérivées partielles sur B((a, b), R).

Exercice 39. i- Soit f: Q) Cc K" — F une application admettant en a € Q une différentielle & ’ordre k, F
étant un espace vectoriel normé quelconque sur le corps K. On sait alors que f est capable de la formule de Taylor

k
1 ,
alordrek: f(z) = Z ,—'Djf(a)(acfa)JJr||:::fa||kpa(:cfa)7 ol pg(u) — Op, lorsque v — Ogn. Gréce a la formule
!
7=0
(3) du théoreme 2.9 du cours, on peut exprimer chaque D’ f,)(x —a)? comme un polynome de degré j en les n
, . I
coordonnées de x — a. En effet, on a : D7 fi,)(x —a)! = Z ﬁm(@(mel —ag,) ... (xe; — ag,).
1<01,.,85<n i
On en déduit que f(x) = P*(x — a) + o(||z — al|¥), avec P¥ un polynéome de degré k & n indéterminées,

dont les coefficients s’expriment en fonction des dérivées partielles de f en a.
k

Supposons maintenant que f(x) = ZLj(ac —a)’ + o(||z — a||¥) (), avec L7 : EI — F une application
3=0
j-linéaire. Montrons par récurrence que les applications £ > h— L (i_i)J € F sont uniquement déterminées (ce
qui est différent de montrer que les applications L7 elles-méme sont uniquement déterminées)

- Lorsque k = 0, la formule (%) dit : f(x) = cte + pa(z), oit cte = L(z — a)® € F et py(z) — 0 lorsque
x — a. On en déduit que nécessairement L%(z — a)® = lim,_, f(u). Cette limite n’est f(a) que lorsque f est
continue en a. Si f n’est pas continue en a, on considere plutét son prolongement par continuité fen a, défini
par f(u) = f(u) siu# aet f(a) = L°(x — a)?. Dans la suite on suppose donc que f(a) = L°(z — a)°.

- Lorsque k = 1, (x) est f(x) = L°(z —a) + L*(z — a)* +o(z —a). Or L! est 1-linéaire, c’est-a-dire linéaire,
et donc continue (dimension finie). On en déduit que L(x —a) < ||LY||.||z — al|, i.e. L1(z —a) = o(||x — a||°),
et par ce qui précede, nécessairement L°(z —a)® = f(a). On conclut que f(z) — f(a) = L' (z —a) + o(||z — al|),
ou encore que f est différentiable en a. Par unicité de la différentielle, L'(z —a) = D f(a)(® — a) est uniquement
déterminée.

- Faisons ’hypothese de récurrence H(k) suivante :

“la propriéte P(k) est vraie, o P(k) est 1'unicité des applications (z — a) — LI (z — a)?, pour 0 < j < k,
des que 1'égalité () a lieu”.

kt1
Supoosons alors que f(x) = Z Li(z —a) + o(||x — a|[*t1), avec L7 j-linéaire. Par continuité de LF+!, on
7=0
a: ||[LFY(x —a)* | < ||L||.]|x — al ¥t = o(||z — al|¥), et donc par H(k), les applications (z —a) — LI (z —a)’
sont uniquement déterminées, pour 0 < j < k. Deux écritures du type (x) pour f ne peuvent ainsi différer
que sur les termes L1 (x — a)*t1 4 o(||z — a|[¥t1). Supposons alors qu'existe LFt1 et £FF! toutes les deux
(k + 1)-linéaires telles que (L1 — £FH1) (2 — a)5*1 = ||z — a||*'pa(z — a), avec pq(z — a) — 0 lorsque = — a.
En remplacant  — a par t(x — a)/||z — al|, pour & # a et ¢ > 0, on obtient :

tk‘—i—l

— (LM — MY (2 — o) = L, (t(x = a) /|| — al)),
||1’*a||k+1( )( ) pa(( )/H H)
et en faisant ¢ — 0, on obtient LFt1(z — )1 = £¥ (2 — a)F 1. Clest-a-dire que P(k + 1) a lieu et donc que
H(k) = H(k + 1), ce qui termine la récurrence.

Conséquence. S'il existe un polynéme P* de degré k a n indéterminées tel que f(z) = P¥(z —a)* +o(||x —
a||k)7 ce polynéme est unique (car la somme de ses mondmes de degré j est une application j- linéaire calculée
sur (z — a)’, i.e. une écriture du type (¥)). En particulier si Dkf(a) existe, ce polynome existe, est unique, et
ses coefficients sont donnés par les dérivées partielles de f jusqu’a 'ordre k.

www.tifawt.com



www.tifawt.com

74 Chapitre 4- Théorémes limites. Points singuliers et extrema.

Exemple. Considérons la fonction f : R? — R définie par : f(z,y) = = + y?sin(zy), f admet toutes ses
dérivées partielles & tous les ordres, donc f est C*° (théoréme 2.9). En (1,1), f admet donc une formule de
Taylor a tous les ordres.Ecrivons cette formule a 'ordre 2 :

on a : af af
Dfay(e-1y—-1)=>-(1,1)(z - 1)+ 8—(1 D(y—1), et
>*f *f % f
D’ fay(z—1,y—1)* = 2L —1)%+ 0x8y(1 (=) (y—1)+ p(l Dy —1)%
On obtient :

Y(z,y) € R?, f(z,y) =1+sin(1) + (1 + cos(1))(z — 1) + (2sin(1) + cos(1))(y — 1)

+%[(— sin(1))(x — 1)% 4+ 2(3 cos(1) — sin(1))(z — 1)(y — 1) + (4 cos(1) +sin(1))(y — 1)%] + o(||(z — 1,y — 1)||*)

ii- On pourrait montrer que les monémes (x — a)?, pour |j| = 0,..., k sont les éléments d'une base de I'espace
K [z] des polynémes de degré < k, ce qui donnerait 1ex1stence et l’unicité des ;. Mais ceux-ci ne seraient
explicitement donnés que grace  la matrice de passage de la base canonique de Ky [z] & la base ((x—a)? )(0<j|<k)-
On va ici déterminer explicitement les «;.

Ecrivons la formule de Taylor pour P en a a l'ordre k + p, avec k = deg(P). On a :

k+p
P(z) = P(a)+ Y D' Pgy(z — a)’ + o(||lz — al[**7),

j=1

or les dérivées partielles de P a l'ordre m > k sont nulles, puisque P est de degré k, de plus P(a) +

2?21 DI Py (z—a)? est un polynéme de degré < k en les coordonnées de (z—a). Notons-le Q(x Z aj(z—a)’
Les constantes a; sont données par les dérivées partielles de P en a, jusqu'a I'ordre k. On Vlent d écrire que
1
pour tout p < 0, lim ——————(P(z) — Q(x)) = 0, ce qui n’est possible, que si P(z) — Q(x) = 0, car ce
0 Tfe — aleer

polynoéme est de degré < k).

En identifiant les coefficients ; de P(x), qui sont donnés par les dérivées partielles de P en 0 et les
coefficients a; de Q(z), qui sont donnés par les dérivées partielles de P en a, on obtient ces derniéres en
fonction des premieres.

Exemple. Soit P(z,y) = 1+ x + zy, alors par la partie “conséquence” de la premiére question ci-dessus

oP oP o?pP o0?pP
cag = P(0,0) =1,0q = %(0,0):Lagz a—y(0,0) = 0,3 = pe 2(0 0) = 0,a5 = =5(0,0) =0et
0P

= Doy
1)2 +’Y4(x —1)(y — 1) +75(y — 1)%. En identifiant, on obtient le systeme : g = Y9 — 1 — Y2 +¥5 + 74 + V351 =
Y1 — 293 — Yas 2 = Y2 — Y4 — 29553 = Y334 = Ya; 5 = 75, d’oU les dérivées partielles y; de P en (1,1) en
fonction des a.

——(0,0) = 1. Mais on a aussi, par la seconde question : P(x,y) =~v0+y1(x — 1) + y2(y — 1) + y3(x —

Exercice 40. f étant continue sur le compact D = {(z,y) € R* 2% + y? < 1}, f est bornée sur D et
atteint ses bornes. Le domaine sur lequel on doit étudier f étant a bord, I’étude se fait en deux temps, et

— [e]
Iinf de f sur D est a déterminer parmi infyp f et les minima locaux de f sur D; le sup de f est a déterminer
parmi supyp f et les maxima loacaux de f sur D. Précisément : infp f = min{infsp f, minlocauxDo I} et

supp f = max{supyp f, maxlocauxDof}.

a- BEtude sur D= {(z,y) € R% 22 4+ % < 1}.
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Sur D les points (z,y) en lesquels f admet des extrema sont des points singuliers de f, i.e. tels que
0 0 0? 0?
Dfizy) = OE(RQ;R), ou encore 8—£(:C, y) = 6—;(:0, y) = 0, soit le seul point (0,0). De plus a—xé(x, y) = a—y‘z(x, y) =
82
3 éf (x,y) = 0, de sorte que le Hessien de f en (0,0) est nul. Nous sommes dans le cas défavorable ot I’étude du
oy

Hessien n’apprend rien sur le comportement de f au voisinage de (0,0). Notons simplement que f(0,0) = —1.

b- Etude sur D = ' = {(z,y) € R%: 22 + 42 = 1} (voir la figure ci-dessus).

Nous devons étudier le comportement de f sur S'. Les points en lesquels f restreinte & S' admet des
extrema sont des points en lesquels f o~ admet aussi des extrema (de méme nature), pour toute paramétrisation
v de S', de sorte que si v est dérivable, et si en y(f) € S!, f admet un extremum, F'(6) = (f ov)'(§) = 0.
En posant v(0) = (cos(6),sin(f)), on obtient : F'(§) = 0 ssi § = 0,7/2,m,37/2,00,27 — 0y, avec Oy tel que
cos(fp) = —(2/5)Y/3. Ona: F"(0) = 2cos(20)(5 cos®(0) + 1) — L2 sin(26) cos?(#) sin(f). Donc F”(0) =7 > 0, et
en 0, F' admet un minimum local et F(0) = f(0,0) = —2; F"(7n/2) = -2 < 0, et en /2, F admet un maximum
local et F(7w/2) =0; F”(n) = =3 < 0, et en m, F admet un maximum local et F'(r) = 0; F"(37/2) = =2 < 0,
et en 37/2, F admet un maximum local et F(37/2) = 0; F”(fy) = 6sin®(fy) > 0, et en 6y, F admet un
minimum local et F(fy) < 0, enfin F” (27 — ) = 6sin*(6) > 0, et en 27 — 6y, F admet un minimum local et
F(27T — 90) < 0.

c- Conclusion : f admet sur D un maximum égal & 0, atteint en trois points

(0,1), (=1,0) et (0,—1) et un minimum égal & —2, puisque —2 < f(0,0) < F(6y) = F (27 — 6y), atteint en
(1,0).
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Chapitre 5- Fonctions implicites. Inversion locale.

5.1. Différentielles partielles.

Rappelons que si f : @ € K" — F, on a défini la j¢™¢ dérivée partielle de f en a, lorsqu’elle existe,
relativement & une base B = (€1,...,€y,), par:

of 1
9 (a) = D, fry = lim - &) —
ax] (a’) € f(a) 072120 t (f(a’ + te]) f(a))7
. S . of s
autrement dit, en notant ¥ = (x1,...,2,) les coordonnées dans la base B, 6—(&) est la dérivée en a; de la
L

fonction fg :Q; — F,ou Q; = m;(Q) est la j°™° projection de Q sur K (les projections 7 étant ouvertes, §2;
est bien un ouvert de
K), et ol fJ est définie par: fi(t) = f(a1,...,aj—1,t,aj41,.-.,0n)-

Pratiquement calculer ——(a) revient donc a fixer toutes les variables de f, autres que la j¢™*

8:cj
respectivement a ay,...,a;-1,a;41,...,a, €t & dériver f au point a;, par rapport a la seule j¢*¢

, égales

variable.

On peut concevoir des restrictions de f du type fg, dans un cadre plus général: lorsque f est une application
définie sur un ouvert {2 d'un produit d’espaces vectoriels normés I, on peut fixer les variables des espaces Ej,
pour k # j, et ne faire varier que la variable de E;. Ceci conduit a la définition suivante des différentielles
partielles:

Définition. Soient E4,..., E,, F des espaces vectoriels normés sur le corps K, Q C E = E; x ... x E, un
ouvert (E étant muni de la norme produit : | ||g = max{|| ||g,,.--,| |lg.}) et @ un point de . Soit enfin
f:Q—=F.

On dit que f admet une différentielle partielle au point a € {2 relativement a la variable j, ssi 'application:

fi: QcE — F

r — fg(x):f(ala'"7aj—17-raa/j+1a"')an)

est différentiable en a;. On note cette différentielle partielle par D f(,) ou 0; f(a).

Remarques importantes. - Lorsque E; = K, on retrouve tres exactement Dj f(q)(h) = %(a)h.
j

-Sin=2e F, = K,E, = K", F = KP, notons a = (62,5) avec @ € R

af} of2
et § € R™. En calculant les dérivées partielles af“ (@) et ai(ﬁ) (1 <j<¢ 1<k<m)des applications
T T
P aof} 9 of2 - 0
partielles f! et f2 on trouve immédiatement 0£j (@) = 6—;;(11), 8;:‘; (8) = 33?@{% (a) (ici f est considérée comme

une application de £+m variables !), et on obtient donc que les deux différentielles partielles: D1 f(,) € E(Ke; KP)
et Do f(q) € L(K™;K”) ont respectivement pour matrice jacobienne (dans les bases canoniques):

of of P _9f of
P (a),..., Dy (a)) € Mexp(R) et Jacf ) = (630“_1 R T

Jacf;(a) = ( (a) (a)) € Mimxp(R)

et donc: B _
Jacfia) = (Jacfy oy Jacfs ay) € Mpsm)xp(R).

Exemple. SiIK=R, /=3 m=2,p=2, et

flx1, @0, 3, 4, w5) = (x125 sin(xs + x3), cos(x4) + x3),
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on a, pour tout & = (hy, ha, hs) € R?, D1 fay(h h) = hy af( )—&-hggg( )+ h3 8f( ) = hi(as sin(az + as3),0) +

ha(ayas cos(as + as),0) + hs(aias cos(as + as), 1) et pour tout k € R? Dy fa)(k k) = k 8f ( ) + k2 5205( ) =
k1(0, —sin(aq)) + k2(ay sin(ag + as),0).

On peut prouver, pour les différentielles partielles, les mémes types d’énoncé que pour les dérivées partielles.
Il suffit d’adapter les preuves au cadre que 'on se donne: chaque espace K devenant ici un espace E;, de
dimension peut-étre infinie.

Le théoreme 2.10 admet alors I’analogue suivant:

Théoreme 5.1. — Soient F1, ..., E, des espaces vectoriels normés, E = E; x ... x E,, étant muni de
.l lle,} (par exemple), et soient F un espace vectoriel normé, Q) un ouvert de E et

f:Q—F.
1.0- Si f est différentiable en a € 2, alors f admet toutes ses différentielles partielles en a, D1 f(4), - - - s Dnf(a),

et Dfiq) = ZDjf(a) omj, oun;: E — Ej; estla j*¢ projection canonique m;(h1,...,hy) = h;.
j=1

1.i- Si f est C* sur §, f admet toutes ses différentielles partielles sur ) et celles-ci sont continues sur €.

1.72- Réciproquement, si f admet toutes ses différentielles partielles sur § et si celles-ci sont continues sur
Q, alors f est C' sur Q.

Donc f est C* ssi ses différentielles partielles existent et sont continues.

1.iii- Si f admet toutes ses différentielles partielles et que celles-ci sont continues en a € £, sauf
éventuellement une qui n’existe qu’en a, alors f est différentiable en a.

On a en realité le théoréme général suivant:

2.i- Si f admet en a une différentielle d’ordre k > 1, alors f admet en a toutes ses différentielles partielles
d’ordre k:

D; (...(Dj,f)..)(a) notée Dj, j fla), j1,...,.jx €{1,...,n}

en a. On a de plus:
VY hi,...,hy € E, Dkf(a)(hk) e (hl) =

D¥fay (b h) = > Dy fla)(hr...h]) (8)

0<Jk;--sj1<n

2.ii- [ est de classe C* sur Q ssi f admet toutes ses différentielles partielles d’ordre k; Dj, . f(a),

1.k €4{1,...,n} sur Q, et si celles-ci sont continues sur ).
2.441- Si f admet toutes ses différentielles partielles d’ordre k sur §), continues en a € (), sauféventuellement
une qui n’existe qu’en a € €, alors f est k-fois différentiable en a. |

5.2. Famille de contractions dépendant uniformément d’un parameétre.

Définition. Soient F et F des espaces vectoriels normés sur le corps K, Qg un ouvert de E, Qf un ouvert
de F,et &, : Qp — F, avec z € g, une famille de fonctions telles que:

V(z,9,2) € Qp X Qp X Qp, [|P2(y) — P2(2)]|F < Clly — 2]|p,

pour une constante 0 < C' < 1 indépendante de z,y et z.

i- On dit alors que la famille ® = (®;),cq, est une famille de contractions dépendant
uniformément du parametre x.

ii- Une partie S C Qp est dite stable par ® ssi pour tout « € Qg, ®,(S) C S.

i12- Une application ¢ : Qg — Qp est dite invariante par ® ssi pour tout z € Qp,

Py [p(2)] = o(2).
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Remarques. - Unicité de la fonction invariante: Comme C € [0;1], & toute famille de contractions, on
ne peut associer (éventuellement) qu’une seule application invariante. En effet, si ¢ : Qg — Qp est une autre
application invariante par la famille ®, pour tout z € Q g, on a:

[6(z) — (@)l = [ 2(d(2)) = o (¥ (2))]| < Clld(x) —P(@)]| et C <1,

ce qui ne se peut que si ||¢(x) — ¢ (z)|| = 0.

- Pour tout z € Qg, &, est lipschitzienne, donc uniformément continue sur Q. Bien str on
ne peut rien dire a priori de la continuité de Qg x QF 3 (z,y) — ®,(y) € F.

- Si QF est convexe et si pour tout z € Qp, ¢, est différentiable, de différentielle telle que
| D®yey|| < 1, la famille ® est une famille de contractions (par le théoreme de la moyenne).

Exemple.  Considérons, pour = €]0,1[ la famille de fonctions @, :]0,4+o0o[— R, définie par ®,(y) =
Vitay (E=F =R, Qp =]0,1] et Qp =]0,+00[). Soit x €]0,1], on a pour tout y €]0,+oo: P (y) =

x
- < Z
2142y = 2

contractions dépendant uniformément du parametre x. Az fixé, si la fonction ®, admet @(x) pour point

)

fixe, celui-ci est donné par: @, (o(x)) = p(x), soit p(x) = /1 4+ xp(x), ce qui donne: p(z) = Hfm

Si 'équation ®,(p(z)) = ¢(x) n’avait pas été facile & résoudre, on aurait pu prouver que P, possede
un point fixe de la fagon suivante: on définit la suite (u,)neny par la donnée de wug €]0,+00[ et la relation
de récurrence u,+1 = ®,(u,). Notons que quel que soit ug €]0, +oo[, quel que soit n € N, u,, €]0,+0o0[, ce
qui permet bien de définir la suite (un)nen. On peut alors montrer que (up)nen est une suite de Cauchy:
par le théoreme de la moyenne, |®,(uy) — ®p(tn-1)] < 1/2Jup — up—1|, ce qui donne de proche en proche:
[tnt1 — Un| = [Py(tn) — Py (un—1)] < 1/2"|u; — ug|. On en déduit que:

1
|ug = un| < fug — ug-1] + |ug—1 —ug—2[ + ... + |unt1 —un| < (F +

9242

1 1 1 1-1/20°n
o Dy — | = —(—2
ot Dlun = o = 52 1-1/2

< 1/2 < 1. Le théoreme de la moyenne assure alors que (®,)cjo,1[ est une famille de

1
+...4 2—n)|u1 — ugl. Soit:

)|u1 — ugl, et donc

|uq o u”| = 2_n(2q—n—1 2¢—n—2

[ug — un| < lur — wol,

- 9n—1

quantité qui tend vers 0 lorsque n — +oo. Ceci prouve que (up)nen est bien une suite de Cauchy, et comme

R est complet, cette suite converge vers un réel £ = £(z) (la suite (uy)neny dépend de z ). Mais par continuité

de (z,y) — D, (y), et comme up41 = Py (uy,), néeessairement £(x) = lim up4q = lim @, (uy,) = ( lim w,) =
n—oo n—oo n—o0

®(¢(x)). Cest-a-dire que P, admet bien un point fixe, quel que soit z €0, 1[.

Cet exemple fournit en réalité le modele de la preuve de I’existence de fonctions invariantes

par une famille de contractions (théoréme 5.2): dés que 'on peut trouver une partie stable par ®, on définit
une suite (un)nen, qui s’avere étre de Cauchy (parce que C < 1). Sil’espace F' est complet, elle converge vers
o(z), et par continuité de (x,y) — ®,(y), @(z) est bien un point fixe de ®,. L’existence d’une partie stable
sera assurée par l'existence d’au moins un point fixe (a,b) (i.e. ®,(b) = b) et la continuité de (z,y) — P, (y) en

(a,b).

Théoréme 5.2. (Théoréme du point fixe en famille) — Soient E un espace vectoriel normé, F un
espace de Banach, Qg et Qp des ouverts de E et F respectivement, ® = (9,),cq, une famille de contractions
telle que @, : Qp — F.

S’il existe (a,b) € Qg x QF tel que o (b) =b et si Qg x Qp 3 (x,y) — P, (y) € F est continue en (a,b), ou
de fagon un peu moins restrictive, si Qg > x — ®,(b) € F est continue en a, alors il existe une partie S C Qp
stable par (@x)er/E (S étant de plus une boule fermée de centre b incluse dans Qp et Q% une boule ouverte de
centre a incluse dans Qg ) et il existe une unique application ¢ : Q0 — S invariante par (‘I’x)er'E~ Si de plus
Qr X Qp 3 (z,y) — P, (y) € F est continue, Papplication ¢ est aussi continue.
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Preuve. Soit p > 0 tel que B(b,p) C Qp. Une condition nécessaire et suffisante pour que B(b, p)
soit une partie stable par ®, est que pour tout x € Qp, pour tout y € B(b,p), |®.(y) — b < p. Or
[P2(y) — bl < [|Pa(y) — P @)]| + [P2(b) = ]| < Clly = b]| + [[®2(b) = b]| < C.p + [|®2(b) — bl|. Mais par
continuité de x +— ®,(b), comme P, (b) —b = 0, il existe une boule ouverte ¥ telle que pour tout = € Q,
|@.(b) —b]| < (1—C)p et donc S = B(b,p) est une partie stable par (Ps)zer, -

Nous devons maintenant supposer que F' est un espace de Banach pour trouver une application ¢ : Q — S
invariante par (‘bx)xeﬂ’E.

Pour z € Qf, définissons la suite @o(x) = b,01(x) = Pu(wo(2)), ..., Pny1(z) =
suite est bien définie car S est une partie stable par ® : pour tout n € N, ¢, (x)
en(x) = Pa(pn-1(x)) et pn_1(x) € S.

On a alors, sip > q:

D, (on(x)),... Cette
€ S C Qp, puisque

lep(@) = q(@)ll < llop(@) = -1 (@)l + .. + lg1(@) = @q(2)]| < ll1(2) = @o(@)(CP™" + ...+ C9).

On en déduit que :

1—Cr-a

lep(@) = eq(@)ll < CH——5)ller(@) — wol@)ll — 0, (%)

et donc que la suite (¢n(x))nen est une suite de Cauchy, qui converge vers un point noté ¢(x) dans F' (puisque
F est complet). Mais comme S est un fermé de F' et ¢,(x) € S pour tout n € N, p(x) € S. Enfin comme
pour tout z € U, on a D, (¢n(x)) = @nt1(x), en faisant n — oo, par continuité de (z,y) — @, (y), on a bien
D (p(x)) = ().

Notons que [|®,(b) — b|| = ||p1(z) — wo(z)|| < (1 — C)p, de sorte que la convergence de (¢, (2))nen est
uniforme sur Q%, par (%) (critére de Cauchy uniforme), et par conséquent si chaque ¢, est continue, la limite
¢ est continue sur 2. La continuité de chaque ¢, se prouve treés aisément par récurrence sur n € N, grace a
I’hypothese de continuité de (x,y) — P, (y). 0

5.3. Le théoreme de la fonction implicite.

Le théoreme 5.2 permet d’obtenir une unique application invariante ¢ par une famille continue de
contractions ®, pourvu qu'un membre de la famille ®, possede un point fixe b ('existence de ¢ est assurée
localement autour de a). Par exemple, étant donnée une application f : E X F' — @G, considérons, lorsque
F=G:

d,: F — F
y — y+flz,y)

Si @ vérifie les hypotheses du théoréme 5.2., il va exister une unique application invariante ¢ : Q5 — S par
®, cest-a-dire que pour tout x € Oy, ®(p(z)) = (z), ou encore: f(x,¢(z)) = 0. De plus on a vu que
siy € F est tel que ®,(y) = y alors nécessairement y = ¢(x) (unicité de lapplication invariante). On en
conclut que localement autour d’un point (a,b) € E X F tel que f(a,b) = 0, 'ensemble des points (x,y) tel que
f(z,y) = 0 (on parle d’hypersurface dans E x F) est 'ensemble (x, p(z)), c’est-a-dire est donné par le graphe
d’une application ¢, ce qui est une propriété non triviale.

Par exemple soit f : R? — R définie par f(z,y) = y> — z. L’ensemble {(x,y) € R?, f(z,y) = 0} est la
parabole P d’axe Ox. Mais autour de (0,0), P n’est certainement pas le graphe d’une application ¢ :]—¢, e[— R,
avec ¢(z) = y, puisque P N7, ({a}) contient soit deux points, soit est vide, pour « voisin de 0 dans | — €, €]
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(7, : R? — R étant Papplication définie par m,(a,b) = a).

N o p

Remarquons que dans cet exemple, en notant ®,(y) = y — f(z,y) = y — y*> + x, le rapport (®,(y) —
D,.(2))/(y — 2) — ®,(y) =1 — 2y quand z — y. Ce rapport n’étant pas majoré en valeur absolue par une
constante C' < 1 pour y voisin de 0, au voisinage de x = 0 et de y = 0, ®, ne peut pas étre une famille de
contractions.

Exercice 41. Montrer que ®, : R — R, donnée par ®,(y) = y — f(x,y) ou f(z,y) = y? — 23,
ne définit pas une famille de contractions, en montrant qu’au voisinage du point (0,0) € R?, I’ensemble
H = {(z,y) € R% f(z,y) = 0} n'est pas le graphe d’une application du type = — y = p(z). (ind. utiliser le
théoréme 5.2 et s’inspirer de 'exemple ci-dessus).

Ne supposons plus F' = G, et remarquons que tout ceci est encore valable lorsque @, (y) = y+ P[f(x,y)], o
P : G — F est une application telle que P(z) = 0p = z = 0g. Car ®,(p(z)) = p(z) = P[f(x, p(z))] = 0F.

Autrement dit, on peut essayer de “choisir” P pour que la famille ® soit dans les hypotheses du théoreme
4.2, ’est-a-dire pour que 'hypersurface f(z,y) = 0g de E x F soit localement un graphe autour d’un de ses
points (a, b).

Grace au théoreme de la moyenne, pour trouver une condition suffisant au caractere contractant de
®, (uniformément en z € E), on peut évaluer D®,,), pour y € E. Si P est choisie linéaire, on obtient:
D®qy(y) = Idp + P o Dafiay).

Or si Dyf(ap) est un isomorphisme de F' — G, pour un certain (a,b) € E x F, on peut poser
P = *[DQf(a,b)]_a ce qui donne: D(I)a(b) = Idp — [Dgf(a,b)]_l o D2f(a,b) = Idp — Idp = OL(F;F)- Si de
plus (z,y) — D®,(,) est continue en (a,b), alors pour (x,y) dans un voisinage Qp x Qp convexe de (a,b):
|D®, || < C <1, ce qui donne bien une famille (®,),cq, d’applications contractantes, par le théoreme de la
moyenne. Pour se ramener aux hypotheses du théoreme 4.2, il nous faut encore supposer que f est continue,
pour que (x,y) — P, (y) le soit. En conclusion, sous les hypotheses suivantes:

- f:Q — G est une application continue, ou 2 est un ouvert de £ x F

- Il existe (a,b) € Q tel que f(a,b) =0p,

- Dafapy € Isom(F;G),

-Q 3 (2,y) = Dafay € L(F;G) est continue en (a,b), le théoreme 5.2 assure qu'il existe un voisinage
O de a dans E, une boule fermée S centrée en b (et de rayon non nul) dans F, et une application continue
¢ Qp — S telle que:

V(z,y) € U x S, f(z,y) =0c < y=p(z).
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Etudions le probleme de la différentiabilité de . Pour cela on suppose que f : © — G est elle-méme
différentiable.

Soit g € Vg, yo = @(xo) € S C F et p(xo +h) —yo = k € F. La continuité de ¢ implique que k — 0
lorsque h — 0. En particulier, des que h est suffisamment petit, (o + h,yo + k) € Q. On a alors:

f(xo+h,yo+ k) — f(x0,90) = D fag,yo) (A k) + | (hy )P (20,50) (B, k) avec }llii%p(zo,yo)(hv k) =0¢.

Mais comme k — O lorsque h — Om, P(zq,y0) (M k) = Qag,y0)(R) — Og lorsque h — Op et par définition de ¢,
f(zo + hyyo + k) = f(x0,y0) = O0¢. Soit:

0 = D1f(zo.y0) (P) + D2 f(wq ) (k) + max([|A]], | k[ )g(h).

Rappelons (il s’agit du Théoreme 3.3) que si F' et G sont deux espaces de Banach, Zsom(F'; G) est un
ouvert de L(F;G) et T : Zsom(F;G) > P — I(P) = P~! € Isom(G; F) est une application C™.

Dans ces conditions, pour (zg,%o) suffisamment proche de (a,b), D2 f(z,,y,) €st dans Zsom(F'; G), comme
D3 f(ap)- On en déduit:

k= @(wo + h) = 9(x0) = ~[D2f(z0,40)] " (D1f(ao,0) (1) — max([[Al], 1) [D2f o 0]~ la(h)]-

Pour montrer que ¢ est différentiable, il suffit de prouver que || k||/||h|| est borné lorsque h — 0. Or par ’égalité
précédente: k]| < [[L(A)] + ] [r(A)] avee L = [Dafrom)) 0 Dt fisony ot 1) = Dafiay) a(h)]
On obtient alors: ||k||/||k] < ||L|I/(1 — ||r(h)]]). On en conclut que la différentiabilité de f implique bien celle
de ¢. Si de plus f est C*, I'égalité: Do) = —[D2f(z0,40)] " © D1 f(xo,40), Mmontre, grace au caractere C>
de T : IZsom(F;G) > P — I(P) = P! € Isom(G; F) que ¢ aussi C*. On vient de montrer le théoréme
fondamental suivant:

Théoréme 5.3. (Théoréme de la fonction implicite) — Soient E et G deux espaces vectoriels normés
sur K=R ou C, et F un espace de Banach sur K. Soit ) un ouvert de E x F et f : Q) — G. Posons que f est
C° ssi f est continue, et C/? ssi f est différentiable. Si:

- f est une application C*, k = 0, 1/2,1,...,00,

- II existe (a,b) € Q tel que f(a,b) = 0g,

- Do f(ap) € Zsom(F;G) (G est alors comme F un espace de Banach),

- (2,y) = Daf(z,y) € L(F;G) est continue en (a,b) (ce qui est automatique si k > 1),

Alors il existe un voisinage ouvert Qg de a dans E, un voisinage ouvert Qr de b dans F', et unique
application ¢ : Qg — QF de classe k, telle que:

V(I’,y) € Qg XQF7 f(zay):()G <:>y:§0($)

De plus, si k>0, Do(y) = —[D2f(z,p()) " © Difwe@). U

Remarques. e Les hypotheses du théoréme de la fonction implicite impliquent que F' et G sont isomorphes

(il existe une application linéaire continue, inversible, d’inverse (linéaire) continue, entre F' et G.) En particulier,
F étant complet, G est également complet, et si F' est de dimension finie, il en est de méme de G, et
dim(G) = dim(F).

e L’hypothese: “Dsf,p) € Zsom(F;G)” est la pour définir 'application (z,y) — ®.(y).

e L’hypothese: “Il existe (a,b) € Q tel que f(a,b) = 0¢” assure l'existence d’une partie stable
(avec la continuité en (a, b) de (z,y) — @, (y)).

e [’hypothese: “f est une application ck k=0, 1/2,1,...,00,” assure que f est au moins
continue, et donc que (z,y) — P, (y) est continue, ce qui & son tour implique:
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- d’une part la continuité en (a,b) de (z,y) — P, (y), et donc 'existence d’une partie stable,
permettant de définir la suite @, (z) (cf le point précédent),

- d’autre part la continuité de (z,y) — ®,(y) garantit la continuité de ¢ dans la version C°
du théoreme. Le caractere Ck, k > 1/2 de ¢ étant garanti par le caractere c* de f.

e L’hypothese: “(x,y) — D2f(z,y) € L(F;G) est continue en (a,b)” assure enfin que la famille
®, est une famille de contractions (par le théoréme de la moyenne).

Exemple. Soit dans R? le cercle unité S* = {(z,y); f(z,y) = 0}, avec f(z,y) = z* + y*> — 1.

3]
[ @ RxR — R étant C™, elle admet ses deux différentielles partielles, qui sont: Dj f(qy(h) = a—f(a)h =
x

2ay.h et Dy fqy(k) = ?(a)k = 2az.k. On en déduit que D3 f(,) est un isomorphisme ssi az # 0. Donc en un
Y

point a = (a1, az) de S*, Dy f(4) est un isomorphisme ssi a # (1,0) et (—1,0). Soit donc a € S' qui n'est pas
sur ’axe des x.

On a:
- f est C* sur R?,
- f(a) - Oa

- Dy fa) € Zsom(R;R),

- Du fait que f est C*, (x,y) — D2 f (s, est bien stir continue.

Le théoréme de la fonction implicite assure alors qu’au voisinage de a, S! est le graphe d’une application
C™, 2 — y = ¢(z). On sait de plus que Dp(y) = —[Dafzp@)) ' o D1 f(a,p(x))- Par exemple en (a1,az) € St

¢ ar) = =51 = )/ G (1= ),

Méme étude au voisinage des points de S' qui ne sont pas sur I’axe des y, en remplacant f par g, avec
g(z,y) = f(y,x). On obtient au voisinage de ces points que S! est le graphe d’une application C>,

y o= 0l et ¥'as) = - G/ 1 - Bra2)/ 51 )

Autrement dit, au voisinage des points de S! pour lesquels 'axe des coordonnées y (resp. ) coupe
“ransversalement” S, S est le graphe, au-dessus de 1'axe des coordonnées x (resp. y) d'une application C*,
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z =y = ¢(x) (resp. y — x = ¢(y)).

5.4. La géométrique des hypothéses du théoreme de la fonction implicite.

Supposons que les conditions du théoreme de la fonction implicite (théoreéme 4.4) soient réalisées en un
point (a,b) pour une application f : Q@ € E x F — G au moins C'. Notons H l'ensemble {(z,y) € Q C
E X F; f(x,y) =0g}, (a,b) € H. Au voisinage g de a est alors définie une application ¢ : Qg — Qp, de méme
régularité que f (disons C'), qui arrive dans un voisinage Qp de b, telle que H N (g x Qp) soit le graphe de .
De plus on sait Dy (,) = —[Dgf(m’q,(z))]_l 0 D1 f(a,p(x))- Puisque ¢ est différentiable en a, il résulte de la définition
de la différentiabilité que le graphe de ¢, en (a,b), vient s’aplatir sur le graphe T{q ) de b+ Dy (. —a) : E >
hi b+ Dpy(h—a) € F. Orona: Ty = {(h,b+ Dp@y(h —a)),h € B} = (a,b) + {(h, Dpay(h)),h € E}.
Soit :

Tapy = (a,0) + {(h, =[D2f(ap)) " (D1 fan)(h),h € E}

Tiapy = (a,b) +{(h, k) € E X F; Dafq)(k) = —D1fap)(h)}
Tapy = (a,b) + {(h, k) € E x F; D1 fa))(h) + D2f(ap (k) =0a}.

Or comme par le théoreme 4.1, D1 f(q,4))(R) + D2 f(ap) (k) = D f(ap)(h, k), on en conclut que :
T(a,b) = (a7 b) + ker(Df(a,b))'

On peut donc énoncer un premier résultat :

Proposition 5.4. — Soit f : Q ¢ E x F — G une application au moins C'. Notons H ’ensemble
{(z,y) € Q C E X F; f(z,y) = 0} et soit (a,b) € H. Supposons que le théoréme de la fonction implicite soit
satisfait pour f au point (a,b). Alors, en (a,b), H s’aplatit sur I'espace affine T(, ) = (a,b) + ker(D f, 1)),
appelé I’espace tangent a H en (a,b) ou le plan tangent & H en (a,b).

Si E est de dimension finie, dim(T(,p)) = dim(E).

Preuve. Il reste a prouver que dim(7(,)) = dim(E). Mais cela est immédiat puisque T\, ;) est le translaté
par (a,b) du graphe de Dy, : £ — F.

Nous allons maintenant interpréter I'hypothese : Daf(qp) € Zsom(F;G) du théoreme de la fonction
implicite. Plagons-nous en un point (a,b) de H = f~1({0}) en lequel le théoréme de la fonction implicite
a lieu, ce qui donne I'existence du plan tangent T, ,H.

L’hypothese Daf(ap) € Zsom(F,G) implique que Daf(qp) est une application injective, et donc que
ker(Da f(a,p)) = {Or}. On en déduit qu'un vecteur (0g, k) € £ x (F'\ {Or}) ne peut pas étre dans ker D f(4 1),
puisque Df(aﬁb)(OE,kJ) = le(aﬁb)<OE‘) + Dgf(ayb)(k‘) =0g <= Dgf(ayb)(k) =0 <= k€ k/’e’I“Dgf(a#b) \ {0¢}.
De sorte que I'hypothese D3 f(q4) € Zsom(F, G) implique que

ker(Df(aﬁb)) N {OE} x F = {OEXF}-
D’autre part si (h,k) € E x I, on peut trouver (0g,k’) € {Op} x F' et (u,v) € ker(D f,)) tels que (h,k) =
(0, k") 4 (u,v). En effet, il suffit de poser u = h, et comme D f(q ) (u,v) = D1 f(ap)(w) + D2 fap) (v)) = 0g,
nécessairement v = —[Da f(q.1)] "1 (D1 f(a,p) ().

On vient ainsi de prouver que :

Do fap) inversible = E x F' =ker(D f,4)) ® {0g} x F). (9)

Ce qui implique que T, ) = (a,b) + ker(D f(a,b)) ne contient pas de direction “verticale” au-dessus de F
(ie dans {Og} x F') .
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Finalement I’hypothese Ds f(q4) € Zsom(F, G) garantit que T(, ) est un plan affine “en regard” de E, sur
lequel H vient s’aplatir en (a,b); il n’est donc pas surprenant que localement autour de (a,b), H lui-méme soit
“en regard” de E, et donc que localement autour de (a,b), H soit un graphe au-dessus d’un voisinage de a dans
E.

S P

Tiab)=(ab)+ker(Df(ab))

(%, %)

Voyons si la réciproque de (9) est vraie. Supposons que £ x F' = ker(Df(q)) ® ({0g} x F). Montrons
qu'alors Daf,p) : F' — G est injective. Daf, (k) = Og implique que D f(,4)(0g,k) = Og, ce qui par
hypothese ne se peut que si (0g, k) = Ogpxr, soit encore que k = O ie que Do f(, ;) est injective. Supposons
que dim(E) < oo et dim(F) = dim(G) < oo. L’hypothese £ x F' = ker(D f(, 1)) @ ({0g} x F) implique que
Im(Dfap) = Dfap ({0} x F). Or Dfp({0e} X F) = D3 fqp(F). D’autre part le théoreme du rang
donne dim(Im(D f(qp))) = dim(F). On en déduit que dim(Dsz f(qp)(F)) = dim(F) = dim(G), ie que Dz f(4 1)
est surjective. On a donc prouvé :

dim(E) < oo,dim(F) = dim(G) < oo et E x F =ker(Dfqp))® ({0} x F)

= Daf(ap) inversible (10)

Nous avons illustré dans la figure ci-dessus I'hypothese D3 f(, ) € Zsom(F, G), qui implique que E x F' =
ker(D f(ap)) © ({0} x F), ou encore que T(, ) est “face a”, ou “en regard de” E dans E x F.

Nous représentons dans la figure ci-dessous la configuration interdite par les hypotheses du théoreme de la
fonction implicite : celle out ker(D f(, ) contient un vecteur non nul de {Og} x F.

Dans cette configuration interdite, T4 ) = (a,b) + ker D fa,p) n'est pas en regard de F, ce qui permet de
dire que H n’est pas au voisinage de (a,b) un graphe d’application différentiable au-dessus d’un voisinage de a
dans F (dans le cas de la figure, au-dessus d’un point voisin de a dans E, se trouve dans H soit 2 points, soit
aucun. Si H était au voisinage de (a,b) le graphe d’une application au-dessus d’un voisinage de a, ce nombre
serait constant et égal a 1. Nous n’avons pas reeprésenté le cas ou H traverse son plan tangent, ce qui est par
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exemple le cas pour le graphe de z — y = x'/3 au-dessus de Oz dans R2).

OoxF H/‘

{0gxF

(ab) — |

T(ab)

Ex{0g

Etude en dimension finie : cas £ = R", F = G =RP. Supposons que f:Q — R? ou ) est un ouvert
de R™ x R? satisfasse les hypotheses du théoréme de la fonction implicite en (a,b) = (a1,...,an,b1,...,bp),
c’est-a-dire que f soit par exemple C', que f(a,b) = Orr et que Djf(4p) soit inversible (la continuité de
(z,y) = D2 f(zy) € Zsom(R?;R”) = GL,(R) en (a,b) est assurée par I'hypothese f est ch)

Remarque. Formellement f est une application de deux variables vectorielles & = (x1,...,z,) E R" et § =
(y1,---,Yp) € RP, mais quitte & composer f par I'isomorphisme linéaire ¥ : R™*? 3 (z1,..., 20,91, --,Yp)
U(T1, ey Ty Y1y Yp) = (T1 -2y 20), (Y1, -+, Yp)) € R x RP| cest-a-dire quitte & identifier R" ™ et R™ x R?,
on peut, au besoin, aussi bien voir f comme une fonction de n + p variables sur un ouvert de R™ 7.

e L’hypothese “f est C'7 se teste en regardant les dérivées partielles de f sur €, par le théoreme 2.10 :

%j(ml, vy @nap)s J € {1,...,n+ p} doivent exister quel que soit (z1,...,Zntp) € 2 et étre continues sur €.
e L’hypothese “Daf45) : R? — R est bijective” signifie que la matrice représentative, dans n’importe
quelle base de R”, de cette application linéaire est inversible. Si l'on se fixe une base (€1,...,...,€,) de RP,
disons la base canonique, on sait, en notant f1,..., f, les p composantes de f dans notre base, que :
D3 f1(a,p)
Dafap) = _
D2 fp(a,n

Orsig:R" xR — R, pour 1 < j < p, Dageap(€;) est par définition Dﬁfa’b)(é}), c’est-a-dire la dérivée
directionnelle de l'application §(2a’b) du paragraphe 5.1, suivant la direction du j°™¢ vecteur €; de notre base.
Mais comme ’application §(2a7b) consiste & fixer la premiére variable (i.e. z) de f égale & a et & considérer 'autre
(i.e. y) comme libre, cette dérivée directionnelle est donc exactement la dérivée directionnelle de f (vue comme
application définie sur un ouvert de R™7), au point (a, b), suivant la direction Ej, avec Ej le (n+j)¢™€ vecteur
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. ntp . - of . .
de la base canonique de R"™”). Autrement dit, D29, (€;) = w(a, b). En faisant g = f1,..., fp, on obtient
J
la matrice représentative de Dj f(, 1) dans notre base :
df1 df1
—(a,b —(a,b
o (a,b) ayp( )
Mat(Ds frap)) = :
é)f,, afzp
a,b a,b
oy (a,5) Oyp (@5)
ou encore, en considérant f comme une fonction de n + p variables (x1, ..., Zntp) :
0 0
o) o)
6$n+1 6$n+p
Mat(Ds fap)) = : :
%(% b) %(% b)
6$n+1 6$n+p

Dire alors que cette matrice est inversible, revient a vérifier que son déterminant est non nul.

On a vu (proposition 5.4), que lorsque le théoreme de la fonction implicite a lieu, H = f~1({Ogr}) vient
s’aplatir en (a, b) sur le plan affine T4 ) = (a,b) + ker(D f(a.p))-

T4, est alors de dimension n. En effet par le théoreme 5.1, D f(q.p) = D1 f(a,p)-T14+D2f(ap)-m2 : R" xRV —
R?, avec m et 3 les projections canoniques de R" X R? sur R” et R? : 71 : R" xR? 5 (Z, ) — m(Z,y) = F € R"
et my : R" x RP 5 (Z,%) — ma(Z,y) = § € R”. Or si Dyf(, ) est inversible, elle est en particulier surjective,
et Dy fap(R”) = RP. On en conclut a fortiori que Df(,p) est surjective, et par le théoreme du rang,
dim(ker D f(qp)) = dim(R" x R?) — dim(Im(Dfap))) = (n +p) —p = n. (On peut aussi dire, comme
dans la preuve de la proposition 5.4, que ker Df(, ) est le graphe de Dy, : R" — RP, pour prouver que
dim(T(a’b)) = ’I’L)

Remarquons que ker(D f(,.5)) = ker(D fi(a,p), - - - D fp(a,p)), ¢'est-a-dire que :

ker(D f(ap)) = ﬂ ker(D fj(a,p))-

j=1,...,p
Chaque Dfjap) : R™P — RP, j = 1,...,p est une forme linéaire non nulle (sinon Mat(Ds fqap)) ne
serait pas inversible !), égale & : D fj,p)(h1,. .., hnyp) = gf (a,b).hy + ...+ aafj (a,b).hpnip. En notant
€ Lntp
— of; of; —
gradfjap = (a—fl(a,b), ol 8:cfjr (a,b)) € R™ on a que ker(D fj(a,p)) est I'hyperplan (graclfj(a’b))L7 c’est-
n+p

a-dire que ker(D f(,5)) est I'intersection de p hyperplans de R"™P .

ker(Dfp) = [ (9radfiap)*.

j=1,...,p

On en déduit que le n-plan affine T(, ;) a pour équation :

9 0

oy OHX1 a0 ok @)Xy —8) =0
S

aﬁ (a,0)(X1 —a1) + ...+ axfﬂ; (a,0)-(Xnip = bp) =0

Maintenant, dire que Mat(D3 f(q,5)) est inversible, signifie que les p lignes de
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Mat(Ds f(qp)) sont libres, ou encore que :

les projections de gradfj(,p) € R" x R? sur R?, (j =1,...,p), forment une base de R”. (12)

Si ker(D fra,p)) = ﬂ (gr—ac)lfj(a,b))l contenait une droite A de RP, chaque gr—ac)lfj(a,b) serait alors orthogonal
J=1,.0p

a A, et ainsi les projections de gr—acz fj(a,p) sur R” ne pourraient engendrer un vecteur de A, et ne donneraient
pas une base de R”. On retrouve que la condition (9) : “Daf(, ;) est inversible” implique que ker(D f(q,p))
ne contient aucune direction de R”, c’est-a-dire aucune direction orthogonale a R" , ou encore que T\, =
(a,b) +ker(D f(, ) est en regard de R" dans R™*?.

En tenant compte de (9) et de (10), nous pouvons énoncer la version suivante, en dimension finie, du
théoreme de la fonction implicite.

Théoréme 5.5 (fonction implicite-version géométrique). — Soient n et p deux entiers non nuls,  un
ouvert non vide de R" x RP et f = (f1, -+, fp) : Q@ —RF. Si:

- f est une application C*, k = 0, 1/2,1,-- -, 00,
- II existe (a,b) € Q tel que f(a,b) = Ogs,

OF,
- Les dérivées partielles 0—ﬂ’ ie{l,---,p}, je€{n+1,---,n+ p}, sont continues en (a,b),

Ly
“R" X R” = ker(D fap) ® ({00} x RP),
Alors il existe un voisinage ouvert O1 de a dans R", un voisinage ouvert Oy de b dans RP, et unique
application ¢ : O1 — O de classe k, telle que :
V(z,y) € 01 x Oz, f(z,y) = Orr <=y = p().

De plus, si k> 0, Dtp(m) = —[Dgf(zﬁp(z))]_l o le(z,@(z))~ O

Exemple. Soit f : R® — R? Papplication définie par :
flay,z) = (@ +y° +2° =Lz +y? - 1).
On note H = {(z,y, 2) € R®; f(z,y,2) = Og2}. 'H est l'intersection des deux surfaces H; et Hso, données par :
Hy = {(z,y,2) € R fi(z,y,2) = 2% + y? + 2% — 1 = Og},

Ho = {(ZC,y,Z) € RB;fZ(xayaz) = Z+y2 —1= ORz}'

Cherchons les points de H au voisinage desquels H est le graphe d’une application C*°, par exemple du type
y — (x,z). Voyons pour cela ce que donne le théoréme de la fonction implicite appliquée & f dont la premiére
variable est y et la seconde (z, z) (ie que f est vue comme étant définie sur R x R?). Toutes les hypotheses du
théoreme de la fonction implicite sont satisfaites automatiquement ici, sauf celle portant sur le caractere bijectif
de D2f(x,y,z)-

La matrice représentative de Ds f(, , .y est :

6.17 » Y, 02 » Y, _ 20 2z
P dfa 0 1

%($,y72’) g(‘xﬁgaz)
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qui est inversible dés que  # 0. Or 2z = 0 donne les points P = (0,0,1), Q(0,1,0), R = (0,—1,0) de H.
A Texception peut-étre de ces trois points, en tous les points de H, H est donc localement le graphe d’une
application C™, ¢ 1 y — (z(y), 2(y))-

Retrouvons ce résultat a l'aide de la caractérisation géométrique fournie par (9) et (10) (résumée dans le
Théoreme 5.5) de 'hypothese “Ds f() est inversible”.
L’espace tangent & H en (z,y, z) est :

(z,y,2) +ker(D fzy,2)) = (2,y,2) +{(h, k1) € R3: 2h 4 yk + 21 = 0 et 2yk + [ = 0}.

Puisque dim(Oxz) = 2, dire que ker(Df(, , .)) n’est pas un supplémentaire de Oxz dans R3, c’est dire
que ker(D f(zy.2)) N Oxz contient un vecteur non nul ou que ker(D f, , .)) = 0. Or cette condition derniere
condition n’est satisfaite qu’en 0, qui n’est pas un point de H.

Soit alors (h,0,l) non nul tel que D f(;, .(h,0,1) = (0,0). On en déduit que [ = 0 et xh + 2l = 0.
Or si | = 0, nécessairement h # 0, ce qui donne x = 0. On en conclut que les seuls points de H en lequel
ker(Df(;,,,»)) n'est pas un supplémentaire de Ozz dans R? sont P,Q,R. D’apres (9) et (10) il s’agit des
points en lesquels le théoreme de la fonction implicite ne s’applique pas. Notons qu’en P, ker(D f(p)) est le
plan Oxy, qui n’est pas supplémentaire de Oxz pour une simple rasion de dimension, alors qu'en @ et R,
ker(D f(qy) = ker(D f1(q)) Nker(D fg)) = Oz, qui pas supplémentaire de Oxz.

On a retrouvée ces points spéciaux grace a (9) et (10), donnés par la condition “Dsyf(z,y,z) n’est pas
inversible”.

En ces points la figure ci-dessous montre que H ne peut pas étre localement le graphe d’une application (cf
le croisement en P, le rebroussement de H en @ et R le long de Oy).

5.5. Théoremes d’inversion locale et d’inversion globale.
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Le théoreme de la fonction implicite permet, sous certaines hypotheses, de résoudre 1’équation g(z,y) =0
en y, et de trouver une unique solution du type y = ¢(x), sur des voisinages de a et b, solution de g(x,y) = 0.
Une équation intéressante a résoudre est g(x,y) =y — f(x) = 0. Si (a,b) est une solution de y — f(z) =0, i.e.
si b € Im(f), trouver une unique solution x = ¢(y), définie sur un voisinage Qp de b dans F', c’est exactement
dire que localement autour de b, tout point y admet un unique antécédent, ou encore que fiq, : g — QF est
une bijection d’inverse ¢ : Qp — Qpg, pour un certain voisinage (g de a dans FE. Notons que l'existence de ¢
prouve aussi que b est un point intérieur de I'm(f). On énonce :

Théoréme 5.6. (Théoréme de 'inversion locale) — Soient E un espace vectoriel normé, F un espace
de Banach sur K (bien siir si F' est de dimension finie, F' est de Banach), et f: Q — F, ou § est un ouvert de
E.

Rappelons que 'on dit que f est CY? ssi f est différentiable. Si :

- f est une application C*, k = 1/2,1,..., 00,

- f(a) = b€ Im(f) est tel que D f(,) est une application linéaire inversible de L(E; F), (E est alors comme
F un espace de Banach),

- x + D f,) est continue en a (ce qui est automatique si k > 1),

Alors il existe un voisinage ouvert Qg de b dans F', un voisinage ouvert Qg de a dans E tels que f : Qg — Qp
établisse un C* difféomorphisme entre Qg et Qp. UJ

Exemple. Soit f : R? — R? définie par f(z,y) = (ysin(z), yz?). f est C* et on a :

Jac(f)(zy) = (yc;;;x) Sh;(f))

Donc det(Jac(f)(z,y)) = yx(xcos(x) —sin(z)). Des que y # 0,2 # 0 et x cos(x) # sin(x), D f(,,) est inversible,
et f détermine un C*°-difféomorphisme d’un voisinage de (z,y) sur un voisinage de (ysin(z), yz?).

Exercice (partiel du 29 novembre 2001). Soit E = C;([0;1];R) Iespace vectoriel des applications
f:[0;1] — R, dérivables sur [0; 1], a dérivée continue sur [0; 1] et telles que f(0) = 0. On note pour tout f € E,
Iflle= sup |f'(z)|+ sup |f(z)|.

z€[0,1] z€[0,1]

Soit F' = C°([0;1];R) I’espace vectoriel des applications g : [0;1] — R, continues sur [0;1]. On note pour
tout g € I, ||g||lr = sup |g(z)].

z€]0,1]

On admettra que (E,|| ||g) et (F,|| ||Fr) sont deux espaces de Banach.

1. —Soit ® : E — F lapplication définie par ®(f) = f? + f. Montrer que ® est une
application C* et calculer D® 4y(h), pour tout f,h € E.

2. —Soit Q={f € E;f(t)#£0, Vt € [0;1]}. Montrer que ) est un ouvert de E.

3 . — 3.a. Montrer que quel que soit f € Q, D®y) : E — F est bijective.
3.b. Montrer que D®y) € Zsom(E; F), en utilisant sans preuve le théoréme suivant:
Théoréme 2: Si E et F sont deux espaces de Banach, et si u € L(E; F) est bijective, alors
ut e L(F;E).

4 . —Soit fo € N et go = ®(fo) = fi* + fo € F. Montrer, grace au theéoréme d’inversion locale,
qu’existent €, un voisinage ouvert de gy dans F' et Qy, un voisinage ouvert de fo dans E,
tels que pour tout g € Q,, I'équation différentielle £, :  f?+ f =g admette une unique
solution f € Qy,.

Remarque. Dans le cas ol FE = F = R, f : R — R est différentiable en a ssi f est dérivable, et alors
D fay(h) = h.f'(a). Dire que D f(, est inversible revient ainsi a dire que f’(a) # 0. On retrouve le théoreme
bien connu d’inversion des fonctions réelles : si f'(a) est non nul et si f est C*, alors f'(z) # 0 pour z dans

www.tifawt.com



www.tifawt.com

90 Chapitre 5- Fonctions implicites. Inversion locale.

un voisinage de a et f est alors strictement monotone (strictement croissante ou décroissante), donc localement
autour de a, f est inversible et de plus (f~1)'(f(x)) = 1/f' ().

Importance de ’hypothése “z — Df(,) est continue en a”. Cette hypothése est essentielle dans le
théoreme de l'inversion locale, comme le montre I’exemple ci-dessous. D’autre part, comme les théoremes
d’inversion locale et de la fonction implicite sont équivalents, I'hypothese (z,y) +— D2 f(, ) est continue en (a, b)
du théoreme de la fonction implicite est également essentielle.

Soit f : R — R la fonction définie par : f(z) =y = z + 2?sin(1/z), si z # 0 et f(0) = 0. Cette fonction
est C*° sur R\ {0}, dérivable en 0, et Dfy : h +— Df(h) = f'(0).h = h est inversible (c’est I'identité !),
mais z — f’(x) n’est pas continue en 0. Il n’existe aucun voisinage 21,2 de 0 dans R, tel que f établisse une
bijection de €1 sur Q9. En effet quel que soit le voisinage €27 de 0, il existe yq, aussi proche de 0 que 'on veut
tel que f~1({ya,}) N Q1 soit un ensemble de plus de deux points (en xy, k € N et x — 0, la dérivée de f
s’annule et change de signe), f n’est donc pas injective sur €.

y y=f(x)

Yo,

;

Q10 £ ({yerd)

Exercice 43. Soient k € N, fx(x) = x + 2 sin(1/z) pour x # 0 et f,(0) = 0.

Montrer que fj, est C* si et seulement si k > 3. En déduire que le graphe de f est localement en 0 le graphe
d’une application C', y — gly) = z.

Montrer que fo posséde une dérivée qui s’annule et change de signe infiniment au voisinage de 0 (ind.
étudier le signe de p(u) = —sin(u) + 2/u? sin(u) — 2/u cos(u), lorsque u est grand. Pour cela tracer les graphes
de tan(u) et de 2u/(2 — u?). En déduire que ¢ s’annule en des points uy = 2km — €, avec € — 0 quand
k — +o0. Montrer enfin que 1 — [cos(uy) — 2/uk sin(ug)] < 0.)

Théoréme 5.7. (Théoréme de I'inversion globale) — Soient E un espace vectoriel normé, F un espace
de Banach sur K (bien siir si F est de dimension finie, F' est de Banach), et f : Q — F, ot  est un ouvert de
E. Rappelons que I'on dit que f est CY/? ssi f est différentiable. Si :

- f est une application C*, k = 1/2,1,...,00,
- Vo € Q, Df,) est une application linéaire inversible de L(E; F'), (E est alors comme F' un espace de
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Banach),
-x Df(x) est continue sur §) (ce qui est automatique si k > 1),

Alors Im(f) est un ouvert de F, et si de plus f est injective f : Q — Im(f) établit un C* difféomorphisme
entre 2 et Im(f).

Preuve. Les hypotheses impliquent par le théoréeme d’inversion locale, que localement, en tout point de
z €Q, f est un C* difféomorphisme et que f(z) est un point intérieur de Im(f). On en déduit que Im(f) est
un ouvert de F. Si de plus f est injective, f : Q@ — Im(f) est une bijection et son inverse est de classe C*, par
ce qui précede, autrement dit f est un C* difféomorphisme. O

Exemple. - Soit ¢ :]0; +00[x]0;27[> (p,60) = w(pcos(d), psin()) € R*\ (R_ x {0}). ¢ est C* car ses
composantes admettent toutes leurs dérivées partielles & tous les ordres en tous les points de ]0; +00[x]0; 27].
@ est une injection et de plus det(Jac(p(y,9))) = p > 0, donc par le théoreme d’inversion globale, ¢ est un C*°
difféomorphisme.

Remarque. L’hypothese “f est injective” est essentielle dans le théoréme d’inversion globale. Considérons
lapplication f : R*\ {0} — R?\ {0} dénie par f(z,y) = (2 — »? 2zy). En identifiant R? et C, f est
I'application f: C\ {0} 3 z — 22 € C\ {0}. Bien sur f n’est pas injective (f(—1) = f(1)) et donc f n’est pas
un difféomorphisme. En revanche, quel que soit z € C\ {0}, Df(.) : h+— f'(2).h = 2z.h est bien inversible.

5.6. La dimension finie : des preuves sans théoréme du point fixe.

Nous avons démontré le théoreme du point fixe, puis le théoreme de la fonction implicite et enfin le théoreme
d’inversion locale, dans le cadre tres général des espaces de Banach.

Nous allons maintenant donner, en dimension finie, une preuve du théoréeme d’inversion locale, sans
utiliser le théoreme du point fixe. Le théoreme de la fonction implicite se déduisant aisément du théoreme
d’inversion locale, il s’ensuit que ces deux théoréemes, en dimension finie, ne nécessitent pas le théoreme du
point fixe. Leur preuve en est assez notablement simplifiée.

Cependant les hypotheéses que nous prenons ici sont un peu plus fortes que celles du cas général (Théoreme
5.6): nous allons supposer que f est C! sur son ouvert de définition, et non plus seulement différentiable &
différentielle continue en a. La raison en est 'utilisation de la formule de Taylor avec reste intégral.

Soit n un entier, £ un ouvert non vide de R™ et f : Q@ — R™ une application C*, avec k > 1. On suppose
qu'en a € Q, D f(,) est une application inversible. Nous allons alors montrer qu’existent 21,2 deux voisinages
ouverts resp. de a et b = f(a), tels que flo, : & — Qs soit un C*-difféomorphisme.

Preuve sans point fixe du théoréme de 'inversion locale. Commencons par remarquer que, f est un
CF-difféomorphisme local en a ssi h : 2 [Dfa)] H(f(a+z) — f(a)) est un C*-difféomorphisme local en 0. On
peut donc supposer que a = f(a) = Ogn et que D f(,) = Idgn, comme c’est le cas pour h.

Par continuité de z +— D f(,), il existe e > 0 tel que B(Orn,€) C Qet ||z]| < e implique || D f)—D foyl| < 1/2.
Soient alors 2,y € B(Or~, €). Puisque x +— D f(,) est continue sur B(Orn, €), on a, par la formule de Taylor avec
reste intégral :

f(y) — flz) = /[ | Pltestt-an v =) ()

On en déduit, si f(x) = f(y) :

0=(y—=) + /[ DSsaen = Dlly =) 2 Iy~ - /[ Pty = DSl =)l

Zly— x| - /[0 : IDfti(y—a)) = DolllI(y = )l = 1/2[ly — |-

)
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On en conclut que Vz,y € B(0,€), f(x) = f(y) = z =y, ie que f est injective sur B(0,¢).

Notons que (*) signifie que Papplication réciproque de f1Beo.., * Blo.e — F(B,e))s 9 : f(Bo,e)) = Bo,e)
est 1/2 lipschitzienne, donc continue. Cependant cela ne garantit pas que f (B(o,e)) est un ouvert de R”, mais
seulement que f(Bo,¢)) =g ' (Bo,)) est un ouvert de f(Bg,)) (pour la topologie induite par celle de R") !

Montrons alors que I'image par f de B /2) contient la boule B, des que 0 < r < ¢/8.

Soit z € Byg,). La boule B(g /2y étant compacte, la fonction continue B /2y 3 = + || f(7) — z|| atteint sa
borne inférieure en xg € B(g,c/2). Montrons que xg € B(g /2y En effet, si [|zo]| = €/2 le caractere 1/2-lipschitzien
de f~! donne :

[f@) = [If(z) = fO) = 1/2||z — 0| = €/4 > 2r.
On en déduit que :

() = 2l Z 1 f (@)l = |zl > 2r = > [lz[| = [[f(0) = z[| > [[f(20) — =],

ce qui est contradictoire.

Montrons enfin que f(zg) = z. La fonction B(0,¢/2) 5 = — (f(z) — z|f(z) — z) étant minimale en
zg € B(0,¢/2) sa différentielle est nulle en x9. Or celle-ci est D f(,,)(f(x0) — 2z). Notons que par la Proposition
3.2, D f(a,) est inversible, puisque || D f,,) — D f(o)l| = 1/2 < 1. Par conséquent D f,)(f(z0) — 2) = 0 implique
flxo) = 2.

Q1 = f~4B(0,r)) est alors un voisinage ouvert de 0 dans R", et comme ; C B(0,¢), f est injective sur
Q1. Notons Qy = B(0,7), f: Q1 — Q2 est alors une bijection.

Il reste & prouver que f~! est différentiable sur B(0,r) (le Théoréme 3.5 assurera alors que f est un
C*-difféomorphisme).

Soit z € B(0,7) et k € R" tel que z+ k € B(0,r). On note f(z) =z, f(x+h) =2z+k. Ona:

171z + k) = £71(2) = [Dfw)) T (Bl = B = [Dfa)] 7 1D fiay (h) + [IWllp A2 (R)-

avec p(h) — 0 quand h — 0. Or f~1 étant 1/2 lipschitzienne sur B(0,r), || f~1(z+k)— f~1(2)| = ||h| < 1/2]|k|.
On en déduit que :
171z + k) = £ (2) = [Df)] T (R < 1/2[K]] (Rl

Mais lorsque k — 0, h = f~1(z + k) — f~1(2) — 0 par continuité de f~!, et donc k — 0 = p(h) — 0, ce qui
prouve que f~! est différentiable, en z de différentielle [D fe f—l(x)]_l.

Exercices du chapitre 5

Exercice 42. (Sous-variétés différentielles de R*) On considére dans R? la surface ¥ donnée sous la
forme inplicite : ¥ = {(z,y,2) € R®; f(x,y,2) = 0}, avec f(x,y,2) = 2% + 3> — 2°.

i- Représenter dans R® I'intersection ¥ N 1IL,, ot II, est le plan d’équation z = cte, puis ¥ N1y, ot Iy est
le plan d’équation y = tan(f)x. Représenter enfin X.

ii- Existe-t-il un voisinage de (0,0,0) dans ¥ qui soit le graphe d’une application v;, avec :
01 : Qg =R, @©2: Q. =R, ¢o3:Q,,—R,
o1 Q, , est un voisinage ouvert de (0,0) dans R?, identifié avec R* x {0} = {(z,y,0) € R}, Q.. est un voisinage
ouvert de (0,0) dans R?, identifié avec R x {0} x R = {(x,0,2) € R}, Q, . est un voisinage ouvert de (0,0)

dans R?, identifié avec {0} x R* = {(0,y, z) € R%}?
Si tel est le cas, quelle est la régularité de p; 7
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iii- Rappelons que dans un espace de Hilbert (E,( | )) , pour toute forme linéaire continue U : E — R, il
existe un unique vecteur @ € F tel que :

—

Vh e E, U(h) = (ilh).

Si (| ) désigne le produit scalaire usuel de R3, trouver I'unique vecteur de R®, noté gradf,) tel que :
— — _ —
Vh € RB; Df(a)(h) = (gradf(a)lh)

iv- Soit v : I — R3, ot I est un intervalle ouvert de R contenant 0, un arc dérivable, tel que ~v(0) = a,
s
7'(0) # (0,0,0) et v(I) C X. Montrer que gradf,y L 7'(0).

V-

Soit a € ¥\ {0}. Montrer que dans un voisinage de a, . est le graphe d’applications C*° du type @1, et/ou
a2, et/ou 3. On définit alors I'espace tangent de ¥ en a, que ’on note T,X, par :

T,% = a+ Graphe de Dy, (), pour un i dans {1,2,3} et pour o € R? tel que vi(a) = (aya).

Montrer que cette définition ne dépend pas du choix de i € {1,2,3}, en montrant que T, est le sous-espace
affine de R? qui passe par a et qui est dirigé par les vecteurs du type v'(0).

Déterminer I'équation de T, %, le plan tangent de ¥ en a, de deux fagons différentes : grace a gradf(q), puis
grace aux dérivées partielles de ;.

vi- On note m, et m, les projections de R? de noyaux respectifs R, et R, :

Ty R3 — Ry, . Ty - R3 — R,
(z,y,2) — (0,y,2) (z,y,2) — (2,0,2)

Soit wa (resp. C’Ey) le “lieu critique” dans ¥ de m, (resp. my), c’est-a-dire I’ensemble des points a de ¥ tels
que dim(m, (T, X)) < 2 (resp. dim(my(T,X)) < 2).

Déterminer CZ et C’Ey, ainsi que 7,(CZ) et , (ny).

Au voisinage de points de CZ. (resp. C’fy), Y est-elle le graphe d’une application du type 3 (resp. ¢2) ?
Si non, expliquer pourquoi le théoreme des fonctions implicites est mis en défaut.

Corrigés des exercices du chapitre 5

Exercice 42. Soit X la surface de R? définie par f(z,, 2) =0, ou f(z,y,2) = 2% +y? — 25

i- Soit 29 € R, si 29 < 0, [I,, N =0, si zg > 0, (z,y, 20) € [, N T ssi 2% +y? = 23; il s’agit d'un cercle de
centre (0,0, zo) et de rayon z§/2. Si Iy est le plan d’équation y = Az, S NIy = {(x,y,2); 2 = (1 + \2)?/322/3},
il s’agit d’une branche parabolique dans le plan II,.
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-

<

L

ii- Au-dessus d’un voisinage de (0,0) dans R? (et méme au-dessus de R? tout entier), ¥ est le graphe de
(z,y) — z = (22 + y?)Y/3, qui n’est pas différentiable en (0,0), et qui est du type ;. En revanche V N'Y n’est
pas le graphe d’une application du type 2 ou s, pour tout voisinage V de (0,0,0) dans R3. En effet si tel
était le cas, la projection de ¥V N Y sur lespace des coordonnées serait un voisinage de (0,0) dans R? | ce qui

n’est jamais le cas ici, quel que soitV.

z

///%
Laprojection sur yOz /

d'un voisinage de O dans>
n'est pas un voisinage de O dansyOz !

.

»

¢ y
/ a

3
iii- Soit (51,52,53) = BB une base orthonormée de R, on a alors, en notant h = Zhjgj: Df(a)(}_i) =

j=1
- of
3 3 3
> =1 hiDfay(bi) = 3754 thgj fa)y =225 hjaTj(a), en notant:
of , e : . . . .
a—(a) la j™¢ dérivée partielle de f en a relativement a la base B. De sorte que, B étant orthonormée:
Ly

Df(a)(i_i) = ((38—51(@)’ g—;;(a), g—i’(a)) | E) L’unique vecteur Wlf(a) tel que pour tout & € R?, Df(a)(l_i)
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of of of

(3L @ 2L @), 2L @),

iv- Soit v : I — R? dérivable en 0 € I, avec v(0) = a et y(t) € ¥ pour tout s € I. On a alors

f(()) =0, pour tout t € T et I >t — (f o~)(t) étant constante, sa dérivée est nulle. On en déduit que
— N .

(f o Mit=o)y = D(f 0o 7)) (Ir) = Dfe)[Dv0)(1r)] = Dfa)(v'(0)) = (gradfi)|7'(0)) = 0, c’est-a-dire que

RN ,

gradfy L +'(0).

(gradf(a)U_i) est donc (dans la base B): gradfq)

- =

fi: R°xR — R
((xay)az) - fl((xay)az):f(wayaz)'

C’est-a-dire que la premiere variable de f1 est v = (z,y) € R? et la seconde est z. f étant C*>° sur R?, et f1 = fod,
avec ¢ Papplication linéaire (et donc C*) suivante: R* xR 3 ((z, %), 2) — ¢((z,%),2) = (x,y,2) € R?, f1 est C=
et admet une différentielle partielle D f1(4) suivant sa seconde variable, en tout point a € R?xR ~ R3. Or celle-

v- Soit a = (a1, az,as) € X\ {0}.
v.a-Considérons:

ci est obtenue en fixant (x,y) égal & (a1, az) et en différentiant la fonction z — f1((a1,az2), z) au point z = as, de

sorte que: Da f1(qy(h) = a(a).h = —(3a3).h, pour tout h € R. L’application lindaire R 3 h — Dsfi(4)(h) € R

est donc inversible ssi 3a3 # 0 (et son inverse est alors R > h — 373%.]1 € R). Regardons & quelle condition
a € ¥ implique a3 # 0. Si & la fois a? + a3 —aj = 0 et a3 = 0, on obtient: a? + a3 = 0, et donc a; = as = a3 = 0.
Autrement dit, des que a # 0, D2 f(,) € Zsom(R;R). De plus Ds fi(q) = 3a2.Idg et donc Dyf; = Wo %, ol
U : R — L(R;R) définie par U(A) = Aldr. ¥ est linéaire, entre deux espaces vectoriels de dimension finie, ¥

est par conséquent C*>°, comme a — —=(a), et ainsi Dafy est C°°, donc continue.

0z

- f1 est une fonction C* sur R3,

- fi((a1,a2),a3) =0,

- D3 f1(a) € Zsom(R;R),

et R ~R? xR 3 b— Dyfi(b) € L(R;R) est continue en a,

par le théoréme de la fonction implicite, il existe une application C*, ¢1 : Q(4, 4,) — Ua, définie sur
un voisinage ouvert {24, 4,) de (a1, az) dans RQ, Uq, étant un voisinage ouvert de as dans R, telle que, autour
de a dans Q4 4,) X Uay, 2 est le graphe de ¢:

¥N (Q(alm) X L{ag) ={(z,y,2); (2,9) € Qqy,a0) €t 2= P1(2,y) € Uy}

On pouvait aussi remarquer que (z,y,2) € ¥ ssi z = (22 +y2)%, ce qui donne ¢;. Notons que (z,y) — (22 +y2)%
est continue sur R?, mais non différentiable en (0,0), le point en lequel le théoreme de la fonction implicite est
mis en défaut.
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v.b- Considérons:

fo: R*xR — R
((QZ,Z),y) - fQ((x,Z),y):f(ﬂf,y,Z)~

L’étude du v.a, que I'on pourrait reprendre point par point, montre que Dafaq) : R 3 h — Dafoq)(h) =
2az.h € R, et donc que pour tout a € ¥, Dafoq) € Zsom(R;R) ssi a? # a3. Des que a ¢ {(a1,az,a3) €
;a2 = a3 et az = 0}, on a l'existence, par le théoréme de la fonction implicite, d'une application C*°,
®2 : Qay,a3) — Ua, définie sur un voisinage ouvert Q(,, 4,) de (a1,a3) dans R?, U,, étant un voisinage ouvert
de a32 dans R, telle que, autour de a dans (4, q4) X Ua,, 2 est le graphe de ¢a:

S0 (Qayas) X Uay) = {(2,9,2); (2,Y) € Qar,a5) €8 Y = d2(x,2) € U, }-

+ = . +
On pouvait aussi remarquer que (z,y,2) € X ssi y =— V23 — 22, ce qui donne ¢. Notons que (z,z) ——

V23 — 22 est continue sur R?, mais non différentiable en tout point (a1,a3) tel que a3 = a3.

v.c- Considérons:
fs: R*xR — R
((y,z),x) - f3((y,2:),$) :f($7y,2)

L’étude du v.a, que 'on pourrait reprendre point par point, montre que Daf3) : R 3 h — Dafsqy(h) =
2a;.h € R, et donc que pour tout a € X, Dy f3q) € Zsom(R;R) ssi a3 # a3. Des que a ¢ {(a1,a2,a3) €
a2 = a3 et a; = 0}, on a Dexistence, par le théoréme de la fonction implicite, d'une application C*°,
®3 : Qay,a5) — Ua, définie sur un voisinage ouvert 2, q,) de (az,a3) dans R?, U,, étant un voisinage ouvert
de a; dans R, telle que, autour de a dans €4, q4) X Uq,, 2 est le graphe de ¢3:

N (Q(ag,ag) X Ual) ={(2,9,2); (¥, 2) € Qag,as) €t T = $3(y,2) €Ua, }.

+ +
On pouvait aussi remarquer que (z,y,2) € ¥ ssi @ =— /23 — y2, ce qui donne ¢3. Notons que (y,z) ——

/23 — y2 est continue sur R?, mais non différentiable en tout point (az,as) tel que a3 = a3.
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Points de Zen lesquels le
théoréme de la fonction implicite
est mis en défaut pour @,

Remarque: Au voisinage de tout point @ € ¥\ {0}, X est le graphe d’une application ¢;, pour au moins un
indice ¢ € {1,2, 3}, car le seul point a € ¥ qui
appartienne & tous les ensembles “interdits”, mis en évidence par v.a, v.b, v.c est a = (0,0,0).

Soit maintenant a € ¥ \ {0}, et ¢ € {1,2,3} tel qu’au voisinage de a, ¥ soit le graphe de ¢;. Notons
a; € R? tel que ¢(o;) = (ay,a). On définit: T,% = a+Graphe de Dgj(a,)- Cette définition dépend
a priori de ¢;. Si par exemple i = 1, le Graphe de D¢;(;) est {(z,y,2) € R* 2z = Dé1(ay a0)(7,y) =

0 3} 3}
x%(al,ag) + y%(al,ag)}. Il s’agit du sous-espace vectoriel de R® engendré par (1,0, 991 ——(a1,a2)) et
x y

Oz

0
(0,1, 901 ——(a1,as)). Ces deux vecteurs étant indépendants, T,% est un sous-espace affine de R® passant par

Ay
a et de dimension 2. Le théoreme de la fonction implicite donne de plus D14, .q,) = —[Dgfl(a)]_l o D1 fi(a), €t

donc Dy (q, 45)(h, k) = —[3a3]~ (%fl( )-h+ %fl( ).k) = —[3a3] ' (2a1.h+2az.k). On a donc: —x(a) = f;;Q
01 2a2 ’

et ——(a) = ——5, et donc le graphe de D¢, est le sous-espace vectoriel de R? engendré par (1,0, L12) e
Oy —3a3 —3a}
2a2

,3 2)
Les memes remarques conduisent, lorque i = 2 a montrer que le graphe de D¢y (,) est le sous-espace

2a1 2

. 3
vectoriel de R® engendré par (1, ——,0) et (0, 2;“3, 1). Un calcul rapide montre alors que le graphe de D¢ (4
—2z0a2 as

est celui de Doy (q (et aussi celui de Deg(g)...). Clest-a-dire que la définition de 7, ne dépend pas de i.
En revanche cette définition dépend encore a priori de ’application ¢ qui parameétre localement
autour de a la surface Y. Nous allons montrer qu’il n’en est rien, en donnant une définition intrinseque de
T.,X.

(1,0,

Soit v € Graphe de D¢j(q,,q,) (prenons i = 1, par exemple), v = (u, Dd1(ay,as) (1)), pour

u = (uy,us) € R?. Notons v : R — ¥ C R? la courbe définie par ~y(t) = (t. ul,t ug, P1(a1 + tug,ag + tug)) € X,

des que ¢ est suffisamment petit, (a1 + t.uq, a2 + t.ug) € Q(al as) €t 7 (0) = (u1,u2, Dd1(a; a,) (1)) = v.
Réciproquement, si v est une courbe dérivable de R3 contenue dans ¥ telle que ¥(0) = a, alors p =m, oy
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est une courbe dérivable de R?, telle que 1(0) = (a1, az), et si I est la courbe t — (u(t), ¢ (u(t))), alors T' = 5
(puisque localement en a, ¥ est le graphe de ¢1) et 7'(0) = I"(0) = (1'(t), Dp1(a,,a)(1'(0))) € Graphe de
Dé1(a;,a5)- On a donc prouvé que a+Graphe de Deq(q, q,) €t a +{¥'(0);7: I — X C R? dérivable telle que
v(0) = a }. cette définition ne dépend pas du paramétrage de X.

Le plan tangent apparait donc comme le sous-espace affine de R? contenant toutes les directions limites
de sécantes en a & des courbes dérivables de R? tracées sur 3. C’est un résultat remarquable que cet ensemble
soit précisément un espace affine de dimension 2 (et non un ensemble plus “gros” ou plus compliqué; pensez,
par exemple, & I’ensemble des directions limites des sécantes en (0,0) au graphe de t — ¢.sin(1/t), qui n’est pas
dérivable. Cet ensemble est celui des droites passant par (0,0) et comprises entre les deux bissectrices. Alors
que Pensemble des directions limites de sécantes en (0,0) au graphe de t — t2.sin(1/t), qui est dérivable, est
bien une droite: 1'axe des x.)

Ce résultat de nature dimensionnelle traduit le fait géométrique suivant (cf 'introduction): la différentiabilité
de ®; en (a1, as2) signifie que le graphe de ®;, au voisinage de a, c’est-a-dire tout un voisinage de a dans X,
s’aplatit sur

le graphe de D®(q).

Par la question iv, tout vecteur du type 7'(0) est orthogonal & gradf,), mais grad f(t) est un sous-espace

vectoriel de dimension 2 de R? (des que gradf,) # 0). On en conclut que 74X = a + gradf(i;). Ce qui donne
une autre définition intrinseque de T,3.
—
Déterminons ’equation du plan tangent T,3. D’apres 7,2 = a + gradfd‘l):

(a) + (y - az)g—‘;(a) + (2~ as)

af

oxz

On a aussi vu que le Graphe de D¢, (4) est engendré par (1,0, %(a)/%(a)) et (0,1, g—z(a)/%(a)), ce qui

T,2 = {(z,y,2) € R* (2 — a1)

of
o (@)}

donne bien siir la méme équation pour a+Graphe de D¢,y (de méme avec ¢ et ¢3).
vi- a € CZ ssi dim(m, (T,X)) = 0 ou 1 ssi a + D'axe des  est inclus dans 7,3 ssi I'axe des x est inclus dans

gradf(fz) ssi gradf,) € {0} x R x R ssi ==(a) = 0 ssi a; = 0 ssi a = (0,az,a3) € ¥ avec a3 = a3 ssi a est dans

le lieu des points de ¥ au voisinage desquels le théoreme de la fonction implicite est en échec pour ’existence
de ¢3. Soit a un tel point de X, si ¥ était tout de méme le graphe d’une application du type ¢3 au voisinage de
a, il existerait V un voisinage de a dans X tel que 7, (V) serait un voisinage de (az, a3) dans {0} x R x R. Ce
qui n’est pas le cas. (mémes remarques pour 7).

www.tifawt.com



www.tifawt.com

Chapitre 5- Fonctions implicites. Inversion locale. 99

() ,

(V)

@29

ay

Le théoreme de la fonction implicite pour une application du type ¢, par exemple, est mis en défaut des
0
que Dsfaq) & Tsom(R;R), i.e. a—f(a) = 0 ssi T,Y contient la direction de 1’axe des y ce qui est le lieu des
Y
points critiques C’Ey de la projection m,. On retiendra que le théoréme de la fonction implicite, qui donne un
parameétrage de ¥ au voisinage de a suivant les coordonnées numéro i et j de R?, a lieu dés que la droite dirigée

par l'axe de la troisieme coordonnée coupe “transversalement” ¥ au voisinage de a.
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Chapitre 6- Equations différentielles.

6.1. Définitions générales. Réduction au cas résolu du premier ordre.

Soient E et G deux R-espaces vectoriels normés complets et soient n € N*, Q un ouvert non vide de
R x E"! et F: Q — G une application C*, k € NU {o0}. On note (e) I’équation :

F(t7 y(t)7 yl(t)a T ,y(n) (t)) = 0¢ (6)

Cette équation est appelée équation différentielle d’ordre n en I’inconnue y, non résolue en y(™.
Chercher une solution de (e) c’est chercher un intervalle non trivial I de R (ouvert, fermé, ouvert en une borne
fermé en l'autre, de longueur finie ou pas) et une application n fois dérivable y : I — E telle que :

=Dy oy = {ty(),y/ (1), -+ y™ (1) € IXE" 1t € I} (legraphede I 3 ¢ — (y(t),y'(t),--,y™ (1)) €
I x E™*1) soit contenu dans €,
- quel que soit t € I, F(t,y(t),y'(t),---,y"™ (1)) = 0g.

Le terme ordinaire signifie que la solution y est a variables réelles.
Exemple. Sin=2 E=R, Q={(t,zo,z1,2) €ER* 2¢-2>0, t #0, 2, -z > 0} et F est application
1
définie sur Q par F(t,x0,21,2) = \/ZT1 - 2 sin(; In(zg - 2)), ’équation (e) est :

V0570 -sin - n(y(0) -y (1)) =0

L’équation différentielle (e) est la plus générale que I'on puisse considérer, mais on ne sait pas, sauf cas
particuliers tres rares, en trouver des solutions. On essaie alors de se ramener a une équation résolue en
y(™, cest-a-dire une équation du type décrit ci-aprés. On considére & un ouvert non vide de R x E™ et une
application ¢ : Y — E continue (au moins). On note (¢) 1’équation :

y(n) (t) = (,O(t, y(t)v e 7y(n71)) (6)
Cette équation est appelée équation différentielle d’ordre n en I’inconnue y, résolue en y(™.

Réduction au cas résolu. Pour passer d’une équation non résolue en y(™ (de type (e)) & une
équation résolue en y(™ (de type (€)), on essaie d’appliquer le théoreme de la fonction implicite & F. Notons
t,To,,Tn_1,2 les n + 2 variables de F. Si (t°,29,---,2% |, 2%) € Q est tel que F(t%, 29, -, 2% ;,2°) = 0g,
si F' est différentiable partiellement relativement a la variable z, et si D.F40,40,...20 | 20) € Isom(E;G) et

(t, 2o, "y Tpn_1,2) — D.Fit .0, wn_1,-) €St continue en (% x0,---,2% ), on peut alors appliquer & F le
théoreme de la fonction implicite : il existe & un voisinage ouvert de (t°,z3,---,2% ;) dans R x E™, un
voisinage ouvert V de z° dans E et une application ¢ : i/ — V de méme régularité que F telle que : quel
que soit (¢, zg, -+, ¥n-1,2) EU XV, F(t,x0, +,Tn_1,2) = 0¢ < 2z = p(t, 20, ,Tn—1). Autrement dit une
solution y : I — E de () telle que (t,y(t),y'(t),---,y™(t)) € U x V pour tout ¢ € I est une solution de (e) et
réciproquement toute solution y : I — E de (e) telle que le graphe de (y, 3/, - - -, y™) au-dessus de I est contenu

dans U x V est une solution de (e).

Exemple. Reprenons I'exemple ci-dessus. Dans ce cas quel que soit (¢,z9,21,2) €, on a :

h*‘/ZI 1 1

(= sin(; In(zo - 2)) + % cos(% In(zo - 2)))

N

F
D,F(t,xg,x1,2) : h— %(t,xo,ml,z) .
z
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2
Cette application est bijective dés que x1 # 0, et tan(In(xg - 2)) # - Posons (12,23, 29,2%) = (1,1,1,1). On a

alors F(t, 23,29, 2%) = 0 et D, F(t°, 23,29, 2°) € Zsom(R;R). 1l existe alors un voisinage ouvert U/ de (1,1, 1)
dans R, un voisinage ouvert V de 1 dans R, tels que U x V C Q et une application p:U—V,C™, telle que :
(F(t, z0,21,2) =0 et (t,m0,21,2) €U X V) < z = p(t, x9,x1). Autrement dit les solutions de (e) dont le

graphe est contenu dans U x V, sont les solutions de y” (t) = ¢(t, y(t),y'(t)) (bien str il est en général impossible
d’exprimer explicitement application . Le théreme de la fonction implicite n’en fournissant que l’existence).

Réduction au premier ordre. Nous allons voir comment, & partir de ’équation différentielle (¢) d’ordre
n résolue en y(™, on peut se ramener & une équation différentielle (€) du premier ordre résolue en y’ qui soit
équivalente & (e), ie dont les solutions sur un intervalle donné sont les mémes que celles de (e).

On munit E™ de la norme || ||ooc = max(|| ||z, -, || ||z). Avec cette norme E™ est comme E un espace
complet. Soit f : U — E™ lapplication définie par f(¢,zg, -, Zn—1) = (L1, Tn—1,0(t, o, Tn_1)).
L’application f a la méme régularité que ¢. Soit enfin (£) I’équation différentielle du premier ordre en I'inconnue
i, résolue en 7’ :

g'=ftit) (€)

Ici 'inconnue ¢ est une application de variable réelle a valeurs dans E™. Si ¢ = (yo,y1, ", Yn—1) : I — E™ est
une solution de (£), on a pour tout ¢t € I :

(y(l)(t)7 ?/1 (t)7 T 7y:171(t)) = (yl (t)a yQ(t)a U ayn—l(t)a (,0(2‘:, yo(t)7 1 (t)) U ayn—l(t))) (1)

De (1) on déduit que :

Y1 () = ot yo(t),y1(t), - yuo1 (1)) et ya(t) = yo(t) - yi() =y () yur (8) = 53"V (1),

c’est-a-dire que yo est n fois dérivable et que y(()")(t) = p(t,yo(t),- - ,yén_l)(t)), ou encore que Yo est solution
de (¢). Mais réciproquement si y est une solution de () sur un intervalle I, en posant ¥ = (y,y’,---,y" V), i

est une solution de (&) sur I.

En conclusion, une équation du type général (e) peut se ramener, lorsque le théoréme de la fonction
implicite permet de résoudre en y(™, & une équation du type (€) (ie du type (€), avec n = 1). Dans la suite
on ne considérera donc que des équations différentielles du premier ordre résolues en y’. On en
redonne le modele pour fixer définitivement les notations :

Soit f : U — E une application au moins continue, avec £ un espace vectoriel réel normé et U un ouvert
de R x E. On note (£) I'équation différentielle suivante en I'inconnue y :

y'(t) = f(t,y(t)) )

Chercher une solution de (&) c’est chercher un intervalle ouvert I de R et une application dérivabley : I — E
telle que :

-Ty={(t,y(t)) € I x E;t € I} (le graphe de y) soit contenue dans U,
- quel que soit t € I, y'(t) = f(¢t,y(¢)).

Définition (I-solution). Pour tout intervalle I de R non réduit & un point, on appelle I-solution de (&)
toute application y : I — E dérivable telle que :

- T'y, le graphe de y au-dessus de I, est contenu dans U,

- pour tout t € I, y'(t) = f(¢,y(t)).

Nous noterons S;(€) I'ensemble des I-solutions. La réunion S(€) des S;(€), sur tous les intervalles I non
réduits & un point, s’appelle I’ensemble des solutions de (£). Intégrer (&) c’est déterminer S(&).
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Proposition 6.1. — Si I'application f de I’équation (£) est de classe k (k > 1), il est de méme de toute
I-solution de ().

Preuve. Soit y une I-solution de (£). La preuve se fait par récurrence sur la classe de y. Comme f
est C*, avec k > 1 et comme y est par hypothése dérivable au moins une fois (en tant que solution de (&))
Papplication ¢ — f(¢,y(t)) est au moins dérivable. Or cette application est y’, qui est par conséquent au moins
C°, ie que y est au moins C'. Soit p < k et supposons que quel que soit j inférieur ou égal & p, y soit C/. Dans
ce cas, comme k > p, Papplication t — f(t,y(t)) est C*, et donc y’ est C?, ie y est CPT1. |

6.2. Solutions maximales.

On munit 'ensemble S(€) de la relation d’ordre suivante :
V%d) S S(S)a "2 j ¢ — FLp C Fwa

ou 'y, et I'y sont les graphes dans U respectivement de ¢ et ¢. Autrement dit, pour deux solutions ¢ et ¢ de
(&), on dit que ¢ < 9 si et seulement si ¢ est une fonction qui prolonge ¢, ou encore @ est une restriction de .

Bien str la relation d’ordre < n’est pas une relation d’ordre total, mais partiel : deux solutions de (£) ne
sont pas toujours comparables, ie que I'une n’est pas nécessairement la restriction de I'autre.

Définition. On dit qu’'une solution p de (€) est une solution maximale de (£) si et seulement si p est
un élément maximal pour Pordre <. Autrement dit p est une solution de (£) qui ne peut pas étre prolongée
strictement par une autre solution de (£).

Théoréme 6.2. — Toute solution de (£) peut étre prolongée en une solution maximale.
Avant de démontrer ce théoreme, rappelons le lemme de Zorn, qui est équivalent a I’axiome du choix (7).

On dit qu’un ensemble ordonné (A, <) est inductif si et seulement si toute partie non vide P de A
totalement ordonnée admet un majorant dans A. Autrement dit si P C A est non vide et tel que Vp,q € P,
p = qouq = p (P totalement ordonnée), alors il existe u € A tel que Vp € P, p = i (u est un majorant de P).

Lemme de Zorn. Tout ensemble non vide, ordonné, inductif admet (au moins) un élément maximal.

Preuve du Théoréeme 6.2. D’apres le lemme de Zorn, il suffit de prouver que S(€) est inductif. Soit
donc P un sous-ensemble de S(€) non vide et totalement ordonné, montrons que P posseéde un majorant dans
S(€). Si p € P, notons I, son intervalle de définition et I', son graphe. Comme les graphes des éléments de P
sont deux & deux comparables, d’une part I = U I, est un intervalle, d’autre part U 'y C U est le graphe

peP peP
d’une application ® : I — E. Sit € I, il existe ¢ € P tel que t € I, et  est par définition de ® la restriction

de ® a I,. Comme ¢ € S(&), ®'(t) = ¢'(t) = f(t,o(t)) = f(t,2(t)). On en conclut que € S(£). Comme P
est un majorant de P, dans S(&), S(€) est bien inductif.

Remarque. Le Théoreme 6.2 dit que ’on peut prolonger toute solution de £ en une solution maximale,
mais pas que ce prolongement est unique. Par exemple si E = R, U = R x R et f(¢,2) = 24/]|z|, équation

() L’axiome du choix est un axiome de la théorie des ensembles, comme par exemple ’axiome de I'infini
qui assure qu'’il existe un ensemble infini, ou de fagon équivalente que 'on peut construire N. L’axiome
du choix assure quant a lui que “tout produit d’ensembles non vides est non vide” ou de fagon équivalente
que “pour tout ensemble non vide F il existe au moins une application f : P(E) — FE telle que pour tout
ACE, avec A# (), on ait f(A) € A”. Cet axiome est équivalent au lemme de Zorn. Le lemme de Zorn
peut ainsi étre considéré lui-méme comme un axiome de la théorie des ensembles. Pour une preuve de
cette équivalence, on pourra par exemple se reporter a Cours de Mathématiques Spéciales. 1- Algébre.
B. Gostiaux. Puf.

www.tifawt.com



www.tifawt.com

Chapitre 6- Equations différentielles. 103

(&) devient : y'(t) = 24/y(t). 1l est clair que quels que soient «, § vérifiant & < 8 et a, f € RU {—o00, +00},
I’application :

t = —(t—a)? sia>t
0 si 0>t>«
(t—p)? si t>p

est une R-solution de (&), et donc une solution maximale de (£). Mais quels que soient —1 > aet § > 1, la
solution maximale yq, g prolonge la | — 1, 1[-solution ¢ — 0. Ce prolongement n’est donc pas unique.

C’est la raison pour laquelle, dans la preuve du théoreme précédent, il ne suffit pas de considérer la réunion
des graphes des solutions de (£) qui contiennent le graphe d’une solution donnée y pour montrer que la solution
y se prolonge en une solution maximale, car la réunion en question n’a aucune raison d’étre le graphe d’une
application. Afin qu’une réunion de graphe soit un graphe, on ne peut pas se passer des parties totalement
ordonnées de 'ensemble des graphes des solutions de (&), et donc du lemme de Zorn.

6.3. Interprétation géométrique. Champs de vecteurs.

Se donner 1'équation différentielle (£), c’est se donner un ouvert non vide U de R x E, et en chaque point
(t,Z) de U, un vecteur @ = f(t,Z) de E. Chercher une solution de (£), c’est chercher une application dérivable
y: I — E (en fait de méme classe que f par la Proposition 6.1), dont le graphe T, soit inclus dans U (ce qui
implique — mais n’équivaut pas ! — que I C m(U) et y(I) C w2 (U), ot 7 est la projection de R x E sur R, et 7y
est la projection de R x F sur E) et telle que la courbe I 3 ¢t +— y(t) € E ait en t pour dérivée y'(t) = f(¢,y(t)),
ie que cette dérivée est la valeur de f au point (¢,y(¢)) (qui est le point de T',, au-dessus de ?).

Par exemple, si E = R", I un ouvert de R"™" et si f : Y — R, une I-solution de (£) est une courbe
y : I — R™ dérivable dont le graphe est dans U, et telle qu’au point (¢,y(¢)), la tangente au graphe de y ait
pour coefficient directeur y'(t) = f(¢,y(t)), ie que cette tangente passe par (¢,y(t)) et est dirigée par le vecteur
(L,y'(t) = (1, f(t,y(¢¥))). Uinterprétation géométrique de (£) est la suivante : on se donne en chaque point (¢, z)
de U le vecteur (1, f(t, z)) et on cherche toutes les courbes dérivables dont les graphes sont dans U, et tangentes
en chaque point (t,z) au vecteur (1, f(t, 2)).

A

z+f(t,2)

Ex{0g
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Si en chaque point P d’un ouvert & d’un espace vectoriel E, on se donne un vecteur @(P) de E, on dit que
lon dispose sur U du champ de vecteurs U 5 P — wW(P) € E. Les courbes intégrales de ce champ sont
par définition les solutions maximales de I’équation différentielle :

p'(t) = di(p(t)) ©)
C’est-a-dire que résoudre (C) c’est chercher les courbes dérivables p : I — U, ou I est un intevalle de R, telles
qu’en le point p(t), la valeur de la dérivée p’(t) — ou le vecteur vitesse a l'instant ¢ de la trajectoire p(I) — soit
égal & W(p(t)). Résoudre (C) c’est ainsi chercher les courbes dérivables de U qui en chacun de leur point sont
tangentes au vecteur correspondant du champ.

On voit alors que résoudre I’équation différentielle (£), revient & chercher les courbes intégrales du champ
W:RXEDU>(tZ)— (L, f(t,Z)) € Rx E, puisque ces courbes sont du type I 5 ¢ — (t,y(t)), ou I 3¢+ y(t)
est solution de (€) : les courbes solutions du champ @ sont les graphes des solutions de (£).

Notons enfin que réciproquement, ’équation différentielle (C) est une équation différentielle du type (£),
avec f(t,Z) = (%), ie que f ne dépend pas de la variable ¢, mais uniquement de la variable Z. On dit dans ce
cas que I'équation différentielle (£) est autonome.

6.4. Le probleme de Cauchy.

Consiérons I’équation différentielle (£). Le probléme de Cauchy est le suivant : on se donne un intervalle
IdeR,tg el etyg € E tels que (to,yo) € U et I C w1 (U), et on cherche toutes les I-solutions y : I — E de (E)
telles que y(to) = yo.

Autrement dit on cherche toutes les courbes (définies sur I), du champ de vecteur de U défini par
(t,z) — (1, f(t,2)), qui passent par (to,y0). Notons que trouver toutes les I-solutions de (£) revient par le
Théoréme 6.2 & déterminer toutes les solutions maximales de (£), puisque qu’une I-solution est nécessairement
la restriction & I d’une solution maximale dont l'intervalle de définition contient I.

Le théoreme suivant sera utile pour faire apparaitre les solutions de (£) comme des points fixe d’une

application. Il fait intervenir la notion d’intégrale pour les applications continues a valeurs dans un espace
vectoriel normé complet. Disons rapidement que I’on peut faire une théorie de l'intégration pour de telles
applications, mais on peut aussi considérer que E = R”, avec p € N, pour plus de simplicité.

Théoreme 6.3. — Soit (to,y0) € U, et I un intervalle de R non réduit & un point. Les assertions (i) et
(it) sont équivalentes :
(1) - y est une I-solution de (£) passant par yo en to (une solution au probléme de Cauchy en (tg, yo))-

t
(1) - y: I — E est continue, I'y C U et quel que soit t € I, y(t) = yo + f(r,y(r)) dr.
to
Preuve. Si y est une I-solution de (£) passant par yo en to, I'y C U et y étant au moins dérivable,
lapplication I > 7 +— f(7,y(7)) est au moins continue (comme f) et le Théoréme de Leibniz assure que
t

vil3t—yp +/ f(m,y(T)) dr est dérivable, de dérivée en t, v'(t) = f(¢,y(t)). Mais comme y est I-solution

to
de (£), on a v'(t) = f(t,y(t)) = ¥'(¢). Ayant la méme dérivée sur l'intervalle I et passant toutes deux par yo
t

en 1o, les applications v et y coincident sur I. Réciproquement Papplication v : I 3 ¢ — yo + [ f(7,y(7)) dr
to
est dérivable sur I deés que f est continue, et de dérivée, en t, v'(t) = f(¢,y(t)). Si donc y = v, y est bien une

solution du probléme de Cauchy pour (£) en (to,yo)- |
6.5. Théoréme de Cauchy-Lipschitz : existence et unicité locale pour le probleme de Cauchy.

Avec les notations de I’équation (£), on dira que I'application f :U — E est localement lipschitzienne
en sa seconde variable sur U si et seulement si quel que soit (tg,29) € U C R x E, il existe un voisinage
ouvert Uy C U de (to, z0) dans R x E, tel qu’existe une constante Cy > 0 vérifiant :

V(t,2), (L) €Uo, [If(t2) = ft )| < Co- |z —z]|.
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- Bien stir lorsque f est localement lipschitzienne (ie que quel que soit (tg,20) € U C R x E, il
existe un voisinage ouvert Uy C U de (tg,20) dans R x E, tel qu’existe une constante Ky > 0 vérifiant :
W(t2), (s,2) € Uo, |If(s,2) = F(t,2)| € Ko ll(s —t.2 — @)llmwe = Ko - max(|(s — ], |z — a)].), f est en
particulier localement lipschitzienne en sa seconde variable.

- En particulier si f est différentiable partiellement par rapport a sa deuxiéme variable (ie z), et si
(t,2) = D f(,.) est bornée sur U, par le Théoréme de la moyenne f est localement lipschitzienne en sa seconde
variable sur U.

- Un cas important pour lequel le point précédent a lieu est celui-ci : FE est de dimension finie et
(t,z) — D, f(t,) est continue sur U (on applique alors le Théoreme qui dit qu’une fonction continue sur un
compact — une boule fermée par exemple si dim(E) < oo — est bornée).

- En particulier, lorsque E est de dimension finie, I’existence et la continuité sur U des dérivées partielles de
f relativement aux variables de E (ie x1,xa, -, xy, si 2 = (21,22, -, x,)) assure que la différentielle partielle
de f relativement & la seconde variable z de f existe et est continue, ce qui implique ensuite que f est localement
lipschitzienne en sa seconde variable sur U.

On dispose du théoreme suivant, dit de Cauchy-Lipschitz, d’existence et d’unicité locale des solutions
de (&).

Théoréme 6.4. (Cauchy-Lipschitz) — Avec les notations de I’équation différentielle (£), si f est continue
sur U et localement lipschitzienne en sa seconde variable sur U, quel que soit (to,yo) € U, il existe un intervalle
ouvert Iy contenant tg et une fonction y : Iy — FE, telle que :

- y(to) = yo,

- y est une Iy-solution de (£),

- pour tout intervalle J C Iy contenant ty, il n’existe qu’une seule J-solution de () passant par yo en to.
Il s’agit de y, 5.

Remarque. Avant de prouver ce théoréme, remarquons que dans l’exemple qui suit le Théoréeme 6.2,
Papplication (¢, z) — f(t,z) = 24/|z| n’est pas localement lipschitzienne en sa seconde variable z en 0. On peut
2y/]]

2|
Cauchy-Lipschitz : si f était lipschitzienne en la variable z, il n’existerait qu'une seule R-solution de (£) qui
vaudrait 0 en 0. Or dans cet exemple tel n’est pas le cas, puisque lorsque a < 0 < 3, les R-solutions y, g valent
0 en 0.
Cet exemple montre que pour obtenir l'existence et ’unicité localement de solutions au probleme de

soit le vérifier directement (le rapport n’est pas borné au voisinage de 0), soit invoquer le Théoreme de

Cauchy, on peut pas se passer de 'hypothese “f est localement lipschitzienne en sa seconde variable sur U”, en
la remplacant par 'hypothése moins forte “f est continue sur 4”. Nous verrons plus loin que la seule continuité
de f garantit cependant I'existence de solutions locales (Théoreme de Cauchy-Arzeld).

Preuve. Comme f est par hypothese localement lipschitzienne en sa seconde variable sur U, il existe g C U
un voisinage ouvert de (tg, yo) dans R x E et une constante Cy > 0 tels que quels que soient (¢, z), (¢, z) € Uo,
[ f(t,z)— f(t,2)]| < Co-|lz—=|. Soit alors v, 8 > 0 suffisamment petits pour que [to — v, to +a] x By, 5 C Uo.
Nous posons I = [ty — «, tp + «]. L’application I > ¢ +— || f(t,yo)|| est continue sur le compact I, donc bornée,
disons par m > 0. Si (t,z) € [to — o, to + @] X By, 5), on a :

1) < 1F(E2) = f(E o)l + 11 yo)ll < Co- [l —yol +m < Co-5+m=M

Maintenant, quel que soit le sous-intervalle J de I, I’espace métrique M ; des applications continues sur J et &
valeurs dans la partie complete By, ) de E, munit de la distance d(u,v) = sup,¢; |[v(7) —u(7)|, est complet.

Considérons alors :
d;: My — CO(J;E)

) — @J(’U):yO‘i’/t f(T,’U(T)) dr
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t t
On a ||®;(v)(t) — yol = ||/t f(ryo(r)) dr|| < \/t lf(ryu(m)]] dr| < |t —to] - M < a- M. Mais si « est

suffisamment petit pour que o - M < 3, on en déduit que pour tout v € M j, ®;(v) est & valeurs dans B(yo,ﬁ)v
ie que ®; est a valeurs dans M ;.
Montrons alors que ®; est contractante. Pour tout u,v € M, pour tout t € J :

1.5 (0)(E) = @ (w)(®)]| = II/t f(r,0(7)) = f(7u(r)) dr| < I/t 1f(r,0(7)) = f(r, u(r)]| dr]

t
< / Co - [o(r) — u(F)|ldr < Co - a - dy (u, ).
to

On en déduit que :
d](q)(](’l)) — <I)1(u)) S CO c Qe d(](u, ’U).

Si a est suffisamment petit pour que Cp - a < 1, @5 est contractante et possede ainsi un unique point fixe
yg € M. Par le Théoréme 6.3, y; est une J-solution de (£) qui vaut yo en to. Posons y = y;.
Pour montrer qu’il n’existe qu’une seule J-solution y; de (£) passant par yg en tg, considérons ¢ une J-solution
de (£) passant par yo en to. Si on montre que ¢ est a valeurs dans B(yo,ﬁ)’ par unicité du point fixe de ®;, on
aura ¢ = y;. Raisonnons par absurde : s’il existe ¢ € J tel que ||¢(c) — yo|| > B, supposons par exemple que
to < c. Soit alors, par continuité de ¢, t1 € J tel que : to < t1 < cet ||¢(t1) —yoll = B, o) — yol| < B, pour
tout ¢ € [to,t1[. On en déduit par le théoreme de la moyenne (puisque ||¢'(t)|| = || f (¢, ¢(¢))|| < M, pour tout
t € [to, 1], car dans ce cas (t,¢(t)) € I x By, p)) :

[6(t1) = woll = lo(t1) — d(to) | < M (1 —to) < M - < 5,

ce qui est contradictoire.
Comme g, ; est une J-solution de (£) passant par yo en to, que celle-ci ne peut étre que y;, par ce qui précede,
il s’ensuit que la seule J-solution de (&) est la restriction de y &4 J. [

B>a.M
Co- 0 <1

[to-ate+ alxB(y g, B
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Nous résumons les différentes hypotheses faites sur «, 8 dans la preuve qui précede par la figure ci-dessus.
Lorsque toutes ces hypotheses sont satisfaites, on dit que le produit [tg — a,tg + ] x B(yo,ﬁ) est un cylindre
de sécurité lipschitzien pour f, centré en (to,y). L’existence d’un tel cylindre garantit I'existence d’une
solution y : [t — a, to + o] — B(yo,ﬁ) de (£) dont le graphe passe par (to, yo).

6.6. Théoréme de Cauchy-Arzela : existence locale pour le probleme de Cauchy.

Lorsque F est de dimension finie, on dispose du théoréme suivant, qui garantit, sous I’hypothese que f
est continue, que I'équation différentielle (£) posséde au moins une solution définie sur un intervalle ouvert
contenant ¢y et passant par yo en to ((to,y0) € U étant donné au préalable). Bien sir cette solution n’est
pas dans ce cas nécessairement unique. Nous donnons 1’énoncé de théoreme sans en donner la preuve, qui fait
intervenir le Théoreme d’Ascoli.

Théoréme 6.5. (Cauchy-Arzela) — Avec les notations de I'équation différentielle (£), si E est de
dimension finie et si f est continue sur U, quel que soit (to,y0) € U, il existe un intervalle ouvert Iy contenant
to et une fonction y : Iy — E, telle que :

- y(to) = vo,

-y est une Ip-solution de (£).

Preuve. Voir par exemple : Equations Différentielles de fonctions de variable réelle ou complexe. J.-M.
Arnaudies. Ellipses.

6.7. Solutions maximales et feuilletage de .
Le Théoreme 6.4 de Cauchy-Lipschitz permet de montrer le théoreme suivant :

Théoréme 6.6. — Soit I’équation différentielle (£), ou f est continue sur U et lipschitzienne en sa seconde
variable. Les assertions suivantes ont lieu :

(7) - Les intervalles de définition des solutions maximales sont ouverts.

(#9) - Les graphes des solutions maximales forment une partition de U (on dit qu’ils feuilletent U ).

(t3¢) - Si'y est une solution maximale de (&) telle que I, # R, soit b # {—o00, +00} est une extrémité de I,,.
Si yo est une valeur d’adhérence de yr en b alors (b,yo) € fr(d) = U\ U.

Preuve. Commencons par prouver (ii). Les graphes des solutions maximales de (£) sont inclus dans
U, par définition des solutions de (£). De plus d’apres le Théoreme 6.4 de Cauchy-Lipschitz, si (to,y0) € U
il existe une solution de (€) passant par yo en to et d’aprés le Théoreme 6.2, une telle solution se prolonge
en une solution maximale. On en déduit que la réunion des graphes des solutions maximales de (£) est U.
Montrons alors que deux tels graphes distincts sont disjoints. Soient y : [ — E et ¥ : I — E deux solutions
maximales de (£) telles qu'existent (to,y0) € U vérifiant y(to) = §(to) = yo (to € I N I). Par le Théoreme
6.4 de Cauchy-Lipschitz, les deux solutions y et y doivent nécessairement coincider sur un intervalle qui est un
voisinage de tg, car le Théoreme de Cauchy-Lipschitz garantit I'unicité locale des solutions de (£) passant par
(to,yo0). On en déduit que {t € IN f,y(t) = y(t)} est un ouvert de I N I. Mais comme y et ¥ sont continues,
cet ensemble est aussi fermé dans I N I, qui est connexe. On en conclut que {t € IN I, y(t) = §(t)} = I N1, ie
Yini = yj‘ 7. Maintenant, comme y et y coincident sur 'intervalle I N f, si on avait I # f, on en déduirait que
le graphe I'y, N Fg serait le graphe d’une solution de (£) strictement plus grande que les deux solutions y et ¥,
mais comme y et ¥ sont deux solutions maximales de (£), cela ne se peut et ainsi I = I, ,ety=17.
Montrons (). Soit y : I — FE une solutions maximale de (£) et tg € I. Notons yo = y(to). Comme (tg,y0) € U,
Le Théoreme de Cauchy-Lipschitz garantit ’existence d’une solution locale en (tg,yo), ie qu'existe ¥ : I > E
une solution de (£) définie sur lintervalle ouvert I contenant to, telle que y(to) = yo. Mais y est nécessairement
la restriction d’une solution maximale ¢. Comme cette solution maximale a un graphe qui a en commun (¢, yo)
avec le graphe de y, par le point (i7) que nous venons de démontrer, y = ¢, et donc ¢y qui est un point intérieur

a 'ensemble de définition de ¢ (qui est I) est aussi est point intérieur a I.
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Montrons pour terminer (i3i). Soit y : I — E une solutions maximale de (£), b € R une extrémité (diosons une
extrémité droite) de I et yo une valeur d’adhérence de y en b. Clairement (b, yo) € U, car (b,yo) € [y et T, CU.
Montrons que (b,yo) ¢ U. La difficulté de la preuve est la suivante : méme si par le Théoreme de Cauchy-
Lipschitz on peut trouver une solution locale ¢ passant par (b,yo), on ne pourra pas dire que cette solution
permet de prolonger y par raccordement des graphes I'y et I',, puisque (b,yo) ¢ I'y. On procede alors ainsi :
Soit, puisque (b,y0) € U, o et (3 tels que [b— a, b+ a] x B(bﬁ) soit un cylindre de sécurité lipschtzien pour f, ie
que [b—a, b+a] x By, 3y CU, f est Co-lipschitzienne sur Uy, bornée par M sur [b—a,b+a] x B, gy et a-M < 3,
Co-a < 1. Posons alors a1 = /2, 1 = /2, et soit by € [b— a, b[ tel que ||y(b1) — yol| < B, ce qui est possible
puisque yo est valeur d’adhérence de y en b. On pose y1 = y(b1). On a bien stir a; - M < 31 et Cp -1 < 1. De
plus [b1 — a1,b1 + a1] X B(bl,ﬁl) C[b—a,b+a] x B(bﬁ) C U. On en déduit que [by — a1,b1 + 1] X B(bl,ﬁl)
est un cylindre de sécurité lipschtzien pour f, centré en (b1,y1), ce qui assure 'existence d’une solution locale
@ [bi—on,bit+a1] — By, 5,) de (£) passant par y1 = y(b1) en by. Or par le point (ii) de cette preuve, ¢ est dans
une solution maximale de (£) qui est nécessairement y. Mais comme b; + a1 > b, on a une contradiction. [

6.8. Retour sur I’équation (¢).

Le théoreme 6.6 s’applique a I’équation (), compte tenu de la réduction de (¢) & (£). On peut énoncer :

Théoréme 6.7. — Avec les notations de I’équation (€), supposons ¢ : U — E continue et lipschitzienne en
le n-uple formé par ses n variables vectorielles xq, - - -, Xn—1,2. Alors pour tout point (to, Yo, Y1, Yn—1) € U il
existe une unique solution maximale y : I — E de (¢) telle que : y(to) = o, %' (to) = y1,- -,y Y (to) = Yn_1.
Les intervalles de définition des solutions maximales sont ouverts et les graphes des solutions maximales forment
une partition detd. U]
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Exercices du chapitre 6

Exercice 43. (Inégalité de Lojasiewiecz) — Soit © un ouvert de R" contenant lorigine, g : @ — R"
une application C' et f : Rx Q — R I’application définie par f(t,) = g(y). On considere ’équation différentielle
(dite autonome ou encore le champ de vecteurs sur ) :

y'(t) = f(ty®) = g(y(®)) ()

1- Montrer que le probleme de Cauchy pour (£) admet une solution unique en chaque point (tg,yo) de
R x .

2- Soient (to,y0) € Rx Q et y: I — Q la solution maximale de (&) telle que y(tg) = yo. Montrer que
I+ (t1—ty) 2t ylt+ (to — t1)) € N est la solution maximale de (£) telle que y(t1) = yo. Faire un dessin
dans R x Q.

3- Montrer que les trajectoires des solutions maximales de (£) donnent une partition de §2
(ind. Utiliser le Théoréme 6.6 et remarquer que les trajectoires des solutions maximales de (€) sont les projetés
sur {0} x ©Q des graphes des solutions maximales de (£)).

4- On suppose que y :Ja,b[— € est une solution maximales de (£) ayant 0 pour valeur d’adhérence en la
borne a de I. Montrer, en utilisant le théoreme 6.6, que nécessairement a = —oc.

5- On suppose que ¢ est C' sur un ouvert borné O contenant Padhérence de 'ouvert et que g ne s’annule
éventuellement sur O qu’en 0. (On peut toujours se placer dans ces hypotheses dés que g & - éventuellement -
un zéro isolé en 0).

Déduire de la question 4 que si 0 est une valeur d’adhérence d’une trajectoire d’une solution maximale de
(€) en une des bornes de son intervalle de définition nécessairement g(0) = 0.

(ind. Raisonner par I'absurde et utiliser le théoréme des accroissements finis pour une composante bien choisie

de y).

P P
6- Soit P : © — R une application C%. On pose g(y1, -, yn) = (8 0

8_:1/1’ Tty 6—%) = gradp(ylf"ayn) et on

suppose que g vérifie les hypotheses de la question 5.

Soit y :] — 00, b[— 2 une solution maximale de (£) telle que 0 soit une valeur d’adhérence de la trajectoire
de y en —oo. Le but de cette question est de montrer que 0 est la seule valeur d’adhérence possible pour la
trajectoire de y, sous I’hypothese qu’existe un réel v €]0, 1] et une constante C' tels que :

v(yla' o ;yn) € Q’ |P(y1a '5yn)|’/ <C- ||g(y17 ayn)H (*)

Montrer que si la trajectoire de y possede une autre valeur d’adhérence que 0 en —oo, la trajectoire de y est
nécessairement de longueur infinie.

Montrer, a 'aide de (x), que la longueur de la trajectoire de y entre y(tg) et y(«) (a,to € I, < tp) est bornée
par :

/ (P oy /gt dt < (1 — )P (yto)) — P (y(a))).

Conclure.

7- Tllustrer I'étude qui précede a P'aide de P(y1,y2) = y? + y3.

Corrigé des exercices du chapitre 6

1- L’application f étant C', par le théoreme de la moyenne, f est localement lipschitzienne en sa seconde
variable, et d’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz, quel que soit (to,y0) € R x £, il existe un intervalle ouvert
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Iy contenant ¢y et une Ip-solution de (£), p : Iy — Q telle que u(tg) = yo. De plus Il n’existe qu'une seule
J-solution de (£) passant par yo en tg, pour J C Ip; c’est la restriction de p & J. Par le théoréme 6.2, p
se prolonge en une solution maximale y : I — Q. Par unicité locale de la solution de (£) en chaque point
(t,y(t)) € I x Q, y est la seule I-solution de (£) passant par yo en tg.

2- L’application z : T+ (t1 —tg) — 2 définie par z(t) = y(t+ (to —t1)) vérifie : z(t1) = y(to) = yo. D’autre
part 2’'(t) = y'(t + (to — t1)) = g(y(t + (to — t1))) = g(2(¢)). Donc z est I'unique solution de (£) passant par yo
en t1. Comme y est maximale, il en est de méme de z.

Le graphe de z est par conséquent le translaté du graphe de y par le vecteur (t; — tg). Le feuilletage de
R X € par les graphes des solutions maximales de (£) & donc allure suivante.

\

graphe de y-

graphe de z

trajectojfe de y
= projeté du graphe de y
=projeté du graphe de z

3- Une trajectoire dans © d’une solution maximale y de (£) est la projection sur 2 x {0} du graphe de y
suivant la direction R x {0}. En effet la trajectoire de y est {y(t),¢ € I} et le graphe de y est {(¢,y(¢)),t € I}.
D’apres la question précédente, deux points (to, yo) et (t1,yo) se projétent sur le méme point yo de  ssi (¢1,yo)
est dans le translaté par {t; — to} x {0} du graphe de I'unique solution maximale y de (£) passant par yo
en to. Ce translaté étant 'unique solution maximale z;, de (£) passant par yo en t;. Tous les graphes des
solutions maximales du type z;, se projetent donc sur la trajectoire de y, et aucune autre projection de graphe
de solution maximale ne rencontre la trajectoire de y. D’autre part, d’apres le théoreme 6.6, les graphes des
solutions maximales de (£) forment une partition de R x €. Tout point de Q est donc dans la projection d’un
graphe d’une solution maximale de (£), c’est-a-dire dans une trajectoire de solution maximale.

En conclusion si 'on définit la relation déquivalence suivante sur les solutions de (£) : yRz ssi le graphe
de y est le translaté du graphe de z par un vecteur du type T' x {0} (ie ssi il existe ¢,t’ tels que y(t) = z(t')),
chaque représentant d’une classe d’équivalence de R se projete sur €2 et les trajectoires obtenues forment une
partition de €.

4- Par le théoréme 6.6, si 0 est valeur d’adhérence en a de y, nécessairement puisque 0 n’est pas dans la
frontiere du domaine R x €2, a est une valeur infinie. Comme a est a gauche du domaine I, a = —occ.

5- Soit y une solution maximale de (£) ayant 0 pour valeur d’adhérence en la borne gauche de son
intervalle. On vient de voir que cette borne est alors —oo. Supposons que g(0) # 0. Alors d’apres les
hypotheses ¢ ne s’annule pas sur le compact €. Il existe alors une composante de g, disons g; pour fixer les
idées, qui ne s’annule pas sur €2, et donc il existe § > 0 tel que pour tout y € €, 91(y) > 6 > 0 (on peut
supposer que g; est par exemple positive, puisqu’elle ne s’annule pas). Soit alors to € I et « € I, < ty. On a

www.tifawt.com



www.tifawt.com

Chapitre 6- Equations différentielles. 111

to t()
Y1 (u) du = / g1(y(u)) du > 6(tg — a). Or y1(to) — y1(a) — y1(to) quand o — —o0 et
« @
d(to — a) — oo quand a@ — —oo. L’hypothese g(0) # 0 est donc absurde.
6- Si y possede 0 et w comme valeurs d’adhérence en —oco et si w # 0, il existe a; > B1 > ag > [ > - -
deux suites tendant vers —oo telles que ||y(an) — y(Bn)]| > |lw||/2. Comme la longueur de la trajectoire de
y entre a7 et —oo est plus grande que celle de la trajectoire de y entre a; et a,, qui est > n.||w||/2, cette

longueur est infinie. Remarquons que (g(y(t))|g(y(t))) = (g(y(t))|y’(t)) = DPy)(y'(t)) = (Poy)'(t). On

to t()
en déduit que la longueur £(y) de y entre ¢y et a, a > tg, est {(y) = / ly' () dt = / lg(y(@)| dt =
« «
¢

[ lstw®) /sl e = [ (stwelotuien) st s = [

N v ¢ ¢
y)' (0)/1P(y(2)]" dt.
D’autre part puisque (P o y)'(t) = (g(y(t))|g(y(t))) > 0, t — (P ouy)(t) est croissante, et comme
P(y(t)) — P(0) quand t — 0, et que l'on peut supposer, quitte & considérer P — P(0), que P(0) = 0, on
a P(y(t)) > 0. On en déduit que :

yi(to) — y1(e) = /

to t()

(P o) @)/latuie)] de < C [ (Po

| (@on' )0 dt = 15 (Plun) - Plya))

1—v

C
) < 1—
cette quantité étant bornée lorsque v — —o0, il en est de méme de £(y). On en conclut que, sous ’hypoyhese
(*), 0 est la seule valeur d’adhérence de y.

7- Ici gradPy, ., = (2y1,2ys) et pour réaliser (x), on peut choisic v = 1/2, car (y} + y3)'/? <
2||gr_&dP(yl7y2)|\. Les solutions de (£) passant en yo = (y9,%9) en to sont y(t) = (yi(t) = yPe2t710) yo(t) =
ygeQ(t*t")). Leur trajectoire dans € (2 = la boule ouverte de rayon 1 de R?, par exemple) sont les droites
Y49 = Xy9 et lorigine. Chaque trajectoire non constante adheére a l'origine pour ¢ — —oo et lorigine est,

comme prévu par la question 6, la seule valeur d’adhérence de ces trajectoires en —oo.

trajectoire|de I’application nulle
v J pp!

Uraphe de I’application nulle t

g\

raphe de y\/

trajectojfe de y = projeté du graphe de y
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