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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse e'conomique] Chapitre 1 : éléments de logique et langage ensembliste
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économiquel Chapitre 1 : éléments de logique et langage ensembliste

I- Quelques éléments de logique

I-1 Connecteurs

% Une proposition mathématique P est une phrase formelle qui est soit vraie, soit fausse :
% Lorsque P est une proposition vraie, on lui attribue la valeur logique 1 ou V.
% Lorsque P est une proposition fausse, on lui attribue la valeur logique 0 ou F .

% A partir de propositions données, on peut en former d’autres a I’aide de signes logiques qu’on
appelle connecteurs logiques. Dans ce paragraphe, on va étudier les différents types de ces
connecteurs.

I-1-1 Equivalence

®,

s Deux propositions P et O sont dites équivalentes si elles ont la méme valeur logique : elles
sont simultanément vraies ou simultanément fausses. On note par P < Q oupar Q < P.

s La proposition P< Q ( ou Q < P) est vraie si les deux propositions P et Q sont
simultanément vraies ou simultanément fausses.

a) Tableau de vérité :

P|O|PsQ
V|V Vv
V| F F
F|V F
F|F AV

I-1-2 Négation

®,

¢ La négation d’une proposition P c’est la proposition qui est vraie lorsque P est fausse et
fausse lorsque P est vraie. On note nonP ou P .

a) Négation de la négation :

(non(non(P))) = (P)

b) Tableau de vérité :

T < |
<[l
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économiquel Chapitre 1 : éléments de logique et langage ensembliste

I-1-3 Conjonction et disjonction

a) Conjonction

% La conjonction de deux propositions P et Q c’est la proposition qui est vraie si les deux
propositions P et Q sont simultanément vraies et fausse si I’une des deux propositions P et
O est fausse (les deux propositions peuvent étre fausses). On note (Pet Q).

b) Disjonction

% La disjonction de deux propositions P et Q c’est la proposition qui est vraie si I’'une des deux
propositions P et Q est vraie (les deux propositions peuvent étre vraies) et fausse si les deux
propositions P et O sont simultanément fausses. On note (P ouQ).

¢) Tableaux de vérité :

PO | (PetQ) | | (PouQ)
VIV|] Vv v
V|F F v
F|{V| F v
F|F F F

d) Propriétés

i) Commutativité :

(PetQ)<=(QetP)
(PouQ) <= (QouP)

ii) Loi de Morgan :

& |(non(P ouQ)) < (nonP et nonQ)

P | Q| nonP | nonQ | PouQ | non(PouQ) | (nonP)et(nonQ)
V|V F F \ F F
V| F F \ \Y F F
F|V \Y F \ F F
F|F \Y \ F \ \
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ISI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économiquel Chapitre 1 : éléments de logique et langage ensembliste

& | (non(Pet Q)) < (nonP ou nonQ)

nonP | nonQ | PetQ | non(PetQ) | (nonP)ou(nonQ)

|| < (<]~
| < | <D
<|<|=|=
< || < |
||| <] D
<|<|<|™
<|<|<|™

iii) Distributivité :

Distributivité de la conjonction par rapport a la disjonction |(Pet(QouR))< ((PetQ)ou (Pet R))

Pl|O|R|QouR | PetQ | PetR (PetQ)ou(PetR) Pet(QouR)
VI V|V \Y \Y \Y \Y \Y%
V|V I|F \Y \Y F \Y \Y
V|F|V \Y F \Y \Y \Y
V|F|F F F F F F
F|V|V \% F F F F
F|V|F Vv F F F F
F|F |V V & F F F F
F|F|F F & F F F F

Distributivité de la disjonction par rapport i la conjonction | (P ou (Q et R)) < ((Pou Q)et (P ou R))

P|Q|R|QetR | PouQ | PouR | (PouQ)et(PouR) | Pou(QetR)
VIV ]|V \ \ \ \ \
V|IVI|F F \ \ \ \
VIF |V F \ V \ \
VIF|F F \ \ \ \
F|IVI|V \ \ \ \ \
F|V]F F \Y F F F
FIF|V F F \ F F
F|F|F F F F F F
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économiquel Chapitre 1 : éléments de logique et langage ensembliste

I-1-4 Implication

a) Définition
< Le sens d’une phrase formelle (P = Q) qu’on lit P implique Q est le suivant: Si la
proposition P est vraie alors il en est de méme pour la proposition Q.
< (P = Q) ne suppose pas que la proposition P est vraie, mais :
& Sila proposition P est vraie alors la proposition Q est vraie.
& Si la proposition P est fausse, la proposition Q peut étre vraie ou fausse.

& Dol : (P = Q) < (nonP ou Q)

b) Tableau de vérité :

P | Q| nonP | (nonPouQ) | (P= Q)
V|V F \Y \Y
VI|F F F F
F |V \Y \Y \Y
F|F \% \% \%

¢) Transitivité d’'une implication
% Si (P= Q) et (0= R) alors (P = R)

d) Réciproque d’une implication

% |La réciproque de la proposition (P = Q) c¢’est la proposition (Q = P)|.

% Une proposition (P = Q) et sa réciproque (Q = P) n’ont pas nécessairement la méme valeur
logique.

e) Contraposée d’une implication

% |La contraposée de la proposition (P = Q) c’est la proposition (nonQ = nonP)|.

% Une proposition (P = Q) et sa contraposée (nonQ = nonP) sont équivalentes (ont toujours la
méme valeur logique) : (P = Q) & (nonQ = nonP)

Jf) Condition nécessaire (CN) et condition suffisante (CS)

< La phrase formelle (P = Q) signifie que si la proposition P est vraie alors la proposition Q

est vraie :
& 11 suffit alors que P soit vraie pour que Q soit vraie.
& On dit que P est une condition suffisante (CS) pour Q.
< La phrase formelle (P = Q) équivalente a (nonQ = nonP) signifie que si la proposition Q est
fausse (nonQ est vraie) alors la proposition P est fausse (puisque nonP est vraie) :
& Pour que P soit vraie il faut alors que Q soit vraie.

% On dit que Q est une condition nécessaire (CN) pour P.
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ISI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économiquel Chapitre 1 : éléments de logique et langage ensembliste

g) Equivalence et implication

< Les deux propositions (P < Q) et (P = Q)et (Q = P)) sont équivalentes.
L P est alors une condition nécessaire et suffisante (CNS) pour Q
L O est une condition nécessaire et suffisante (CNS) pour P.
% Transitivité de I’équivalence :  Si (P < Q) et (Q & R) alors (P < R)

h) Tableau de vérité :

PlO|(P=0)|(©=P)|(P=0)et(0=P)) | (P=0)
VIV \Y% \Y% \Y% \Y%
V| F F vV F F
F|V Y4 F F F
F|F \Y% \Y% \Y% \Y%

I-2 Quantificateurs

» Les quantificateurs sont les signes qui expriment dans le langage mathématique la quantification,
c.a.d. la quantité d’objets (aucun, tous, certains) pour les quels une proposition est vraie.

I-2-1 Quantificateur existentiel

dxe E/P(x) : Selit il existe au moins un x dans E tel que P(x)

» Cette phrase formelle signifie qu’il y a au moins un x dans E qui vérifie la propriété (P) (Il
peut y avoir plusieurs).

» S’iln’y aqu’un seul x dans E qui vérifie (P), on écrit ' xe E/P(x) et on lit il existe un
unique x dans E tel que P(x).

> Les expressions (Ixe E/P(x)) et (3ye E/P(y)) signifient exactement la méme chose. x et
y sont des variables muettes.
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économiquel Chapitre 1 : éléments de logique et langage ensembliste

I-2-2 Quantificateur universel

Vxe E, P(x) : Selit pour tout x de £, ona P(x)

» Cette phrase formelle signifie que tous les x de E vérifient la propriété (P).
> Les expressions (Vxe E,P(x)) et (Vye E,P(y)) signifient exactement la méme chose. x et
y sont des variables muettes.

I-2-3 Ordre d'écriture dans une phrase avec quantificateurs
» L’ordre d’écriture des quantificateurs est fondamental pour le sens d’une phrase formelle :

% Quand on écrit (Vxe E), (3ye F)/ P(x,y), cela veut dire que pour chaque x dans E, il y
aun y dans F qui dépend de ce x tel que P(x,y)

% Quand on écrit (Fye F)/ (Vxe E), P(x,y), cela veut dire que il y a un y dans F, le
méme pour tous les x de £, tel que P(x,y).

I-2-4 Négation d'une phrase avec quantificateurs

» Négation d’une phrase formelle
% avec quantificateur universel :|(Non(Vxe E,P(x))) < (3x € E/nonP(x))

% avec quantificateur existentiel :|(Non(Vxe E,P(x))) < (3x e E/nonP(x))

» En général, pour nier une phrase formelle qui comporte plusieurs quantificateurs :

% On commence par écrire la phrase formelle tout en respectant 1’ordre d’écriture des
quantificateurs.

% On change le quantificateur Ven 3 et le quantificateur 3 en V.

% On remplace la propriété P par sa négation nonP
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économiquel Chapitre 1 : éléments de logique et langage ensembliste

I-3 Introduction a la démonstration

I-3-1 Démonstration par la contraposée

» Parfois, il n’est pas simple de démontrer que P = Q par une méthode directe. Dans ce cas, il
convient d’utiliser la méthode de contraposée, qui revient a démontrer la contraposée de la
proposition P = Q, soit nonQ =>nonP ((P = Q)< (nonQ = nonP)). Pour cela, on suppose

que la proposition nonQ est vraie et on montre que la proposition nonP est vraie.

I-3-2 Démonstration par I'absurde

» Démontrer que P = Q par ’absurde revient a considérer les propriétés P et non(Q comme
hypotheses et d’aboutir a une contradiction : On suppose que les propositions P et non() sont
vraies et on trouve une conclusion impossible, par exemple, de type (R et nonR ).

I-3-3 Démonstration par récurrence

» C’est une démonstration propre aux propositions répétitives, de type : P(n),n > n, (ne€ IN), qui
se fait en deux étapes :

& 1% étape : consiste a vérifier que la proposition est vraie pour le premier ordre : P(n,) est

vraie
&, 2™ étape : consiste 2 montrer que si P(n) est vraie alors il en est de méme pour P(n+1).

@ P(n) c’est ’hypothése de récurrence.
@ P(n+1) c’estla conclusion de récurrence.

Remarque :
» Supposer que P(n) est vraie est équivalent a supposer que P(m) est vraie pour tout m<n .
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économiquel Chapitre 1 : éléments de logique et langage ensembliste

II- Ensembles

II-1 Notion d'ensemble

Définition :
» Un ensemble peut étre défini comme une collection d’objets, dits éléments de cet ensemble.

Exemples :
L IN c’est ’ensemble des entiers naturels et tout entier naturel est un élément de IN .
L IR c’est ’ensemble des réels et les nombres réels sont les éléments de IR .
% Une droite ¢’est un ensemble de points et ses points sont les éléments d’une droite.

II-1-1 Appartenance a un ensemble

» Si x estun élément d’un ensemble £, on dit que x appartienta E et onnote x€ E .
» Sinon, on dit que x n’appartient pasa E etonnote x¢ E .

II-1-2 Ensemble vide

» C’est I'unique ensemble qui ne contient aucun élément. On le note ¢ .

I1-1-3 Ensemble fini, infini

& Si E est un ensemble constitué¢ d’un nombre fini #» d’éléments alors E est dit ensemble
fini. Ce nombre n s’appelle le cardinal de I’ensemble E. On note card(E) =n

& Sinon, on dit que E est un ensemble infini.

II-2 Ecriture d'un ensemble
» 1l y adeux manieres d’écrire un ensemble :

I1-2-1 Ecriture en extension

% Quand on énumére les éléments d’un ensemble E, on dit qu’on a défini ou écrit
I’ensemble E en extension.

U Cette définition n’est pas toujours utilisable : on ne peut pas toujours énumérer les
¢léments d’un ensemble.

I1-2-2 Ecriture en compréhension

% Quand on caractérise les éléments d’un ensemble E par une ou plusieurs propriétés, on
dit qu’on a écrit ou défini I’ensemble E par compréhension.
L C’est I’écriture des ensembles la plus utilisée.
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse e'conomique] Chapitre 1 : éléments de logique et langage ensembliste

11-3 Inclusion et égalité

1I-3-1 Inclusion

a) Définition :

& Si tout élément d’un ensemble F appartient a un ensemble E, on dit que I’ensemble F est

inclus dans I’ensemble £ . On dit aussi que F est un sous ensemble ou partie de E :

% On dit qu’on a une inclusion large si I’ensemble F peut étre égal a ’ensemble E. On
FcE :|\FCEo (VxeF,xe E)|,

Sinon, on dit qu’on a une inclusion stricte. Onnote F c E .

note

Un ensemble F n’est pas inclus dans un ensemble E s’il existe au moins un élément de F

qui n’appartient pasa £.Onnote F ¢ E : |(F 2 E)«< (3xe F/x¢ E)

b) Propriétés

% Tout ensemble E estinclus dans lui-méme: E cCE
% L’ensemble vide est inclus tout ensemble E: @ E
% Si E,F etG sont trois ensembles, alors : (EcF)et(FcG))=(EcG)

I1-3-2 Egalité

» Deux ensembles E et F sont égaux s’ils ont exactement les mémes éléments. On
E = F ou simplement E = F : (E=F)o (EcF)et (F CE))

11-3-3 Ensemble fini

> Si £ et F sont deux ensembles finis alors:

& |[EcF=card(E)< card(F)I

& \(ECF etcard(E)=card(F))= E=F

note
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse e'conomique]

Chapitre 1 : éléments de logique et langage ensembliste

11-4 Ensembles de parties d'un ensemble

» L’ensemble de parties d’un ensemble E, qu’on note P(E), c’est I’ensemble de tous les sous

ensembles de E.

» Les éléments de P(E) sont les sous ensembles de E :

Remarques :

P(Ey={F/F c E}

» Si x estun élément d’un ensemble E, alors il faut distinguer entre les différentes écritures :

L xeE

¢ {x}c E

% {x}e P(E) :
% xe{x}

x estun élément de E .

{x} est un sous ensemble de E, appelé singleton.

{x} est un élément de P(E).

x est un élément du singleton {x}.

» Si E estun ensemble fini, card(E)=n, alors :

I1-5-1 Réunion

card (P(E)=2"

II-5 Réunion et intersection

a) Définition

& La réunion de deux ensembles E et F c’est I’ensemble de tous les éléments qui
appartiennent au moins a I’un des deux ensembles E et F .

% Onnote EUF : EuF={x/erouxeF}|;

& Par négation, on a :

xe FEUF &

(xe Eetxe F)ou(xg Eetxe F)ou (xe Eetxe F)

xg¢ EUF & (xg Eetxg F)

b) Propriétés

i) Le plus petit ensemble qui contienne a la fois les éléments de £ et de F :
> [(AcA4uB)et(Bc AUB)| et{(AcCetBcC)=AUBCC]

ii) Idempotence :

> Soit E un ensemble :

EUVUE=E
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économique] Chapitre 1 : éléments de logique et langage ensembliste

iii) Commutativité :
> Soient £ et F' deux ensembles : EOUF=FUEFE

iv) Associativité :
> Soient E, F et G trois ensembles: (EUF)UG=EU(FUG)
> Onnotealorspar EOFUG : EUFUG={x/xe Eouxe Fouxe G}

¢) Généralisation :

> Soient E,,---,E, n ensembles: E,U--UE, ={x/xe E ou---ouxekE,}

I1-5-2 Intersection
a) Définition
% L’intersection de deux ensembles E et F c’est I’ensemble de tous les éléments qui
appartiennent a la fois aux deux ensembles E et F .
Y Onnote ENF : |ENF={x/xeEetxe F}|:

% Parnégation,ona: x¢ ENF < (xg Eouxg F)

x¢ ENF o (xgEetxe Flou(xe Eetxe Fou (xe Eetxe F)
AnEB

A An
&t ]
N~

b) Propriétés

i) Le plus grand ensemble qui est contenu a la fois dans £ et F :
> [(AnBc Ad)et(dnBcB)| et{(CcdetCcB)=CcAnB]

ii) Idempotence :
» Soit £ un ensemble : ENE=E

iii) Commutativité :
> Soient E et F deux ensembles :ENnF=FNE

iv) Associativité :

> Soient E, F et G troisensembles: (ENF)NG=En(FNG)
> Onnotealorspar ENFNG : ENFNG={x/xeEetxe Fetxe G}

¢) Généralisation :

» Soient E,,---,E, n ensembles : E n---NE, ={x/xe E et---etxe E,}
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économiquel

Chapitre 1 : éléments de logique et langage ensembliste

I1-5-3 Distributivité

a) Distributivité de l'intersection par rapport a la réunion

Conséquence de la distributivité de la conjonction par rapport a la disjonction

En(FUG)=(ENnF)U(ENG)

b) Distributivité de la réunion par rapport a l'intersection

Conséquence de la distributivité de la disjonction par rapport a la conjonction

EU(FNG)=(EUF)N(EUG)

Ve

11-5-4 Ensemble fini

» Si E et F sont deux ensembles finis alors card(E U F) = card(E)+ card(F)—card(ENF)

» Si E,,---,E, dessous ensembles d’un ensemble fini £ alors card(UEi) < anrd(Ei)

i=1

i=1
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économiquel Chapitre 1 : éléments de logique et langage ensembliste

11I-6 Complémentaire et partition d'un ensemble

I1-6-1 Complémentaire
a) Définition

» Le complémentaire d’un sous ensemble £ d’un ensemble U dans U c’et I’ensemble de tous
les éléments de U qui n’appartiennent pas a £. On note Ci

CiZ{XEU/xefﬂ: xe(C, e (xeUetxg E)

b) Propriétés

» Si le sous ensemble E est défini par la propriété (P) alors son complémentaire est défini par
la propriété (nonP) .

> Soient E et F deux sous ensembles d’un ensemble U , alors :

y =)

3) ENC,=¢

5y C. =C.NC,

6) C, " =C,UC,

1I-6-2 Partition d’'un ensemble
a) Définition

> Une partition d’un ensemble U est un sous ensemble {£,,---E,} de P(U) formé de parties
E,,---E vérifiant :

1) E,2¢,Vi=1l--n

2) ENE =9, Vi;tjl
3) Elu---uEn:Ul

Professeure Salma DASSER Session Automne-hiver

14

www.tifawt.com

...................................................................................... AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA




vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv VVVVVVVVVVVV

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse e'conomique] Chapitre 1 : éléments de logique et langage ensembliste

Remarque :
» Si E estun sous ensemble d’un ensemble U , alors {E , Ci} est une partition de U

b) Ensemble fini
> Si{E,,---E,} une partition d’un ensemble fini U alors card(U E)= anrd(Ei) = card(U)

i=1 i=1

11-7 Différence et différence symétrique

11-7-1 Différence
> Soient E et F' deux sous ensembles de U .

L La différence E "moins" F c¢’est ’ensemble des éléments de U qui sont dans E et qui ne

sont pas dans F . Onnote £\ F: E\F={xeU/xeEetxe F}:EHCZ

& La différence F "moins" E c’est ’ensemble des éléments de U qui sont dans F et qui

nesontpasdans E: F\E:{XEU/XEFetxgE}=FﬂC5

I1-7-2 Différence symétrique
> Soient E et F deux sous ensembles de U .

» La différence symétrique entre les deux sous ensembles £ et F c’est la réunion des deux
différences E\F et F\E.Onnote EAF: |EAF =(E\F)U(F\E)

> EAFz{xe U/(xe Eectxe F)ou(xe Fetxeg E)}=(EHCS)U(FHCKE,)
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économiquel Chapitre 1 : éléments de logique et langage ensembliste

I1-8 Produit d'ensembles

I11-8-1 Définition

» Le produit de deux ensembles E par F c'est I'ensemble des couples (x,y), ou x est un
¢lémentde E et y estunélémentde F .Onnote EXF :

ExXF ={xeU,yeU/xe Eetye F}

L

I1-8-2 Propriétés

» Soient x estun élément de E et y estun élément de F .
% 1l ne faut confondre entre le couple (x, ) et la paire {x, y}:
% 11 ne faut confondre entre le couple (x, ) et le couple (y,x):
@ (x,y) estun élément de Ex F
@ (y,x) estun élément de FxE
» Engénéral: EXF # FXE

» ExE (E =F) estappelé produit carré et est noté E”.
» Siles ensembles E et F sont finis, alors card(EXF) = card(E)Xcard(F)

I11-8-3 Généralisation :

» Par généralisation de la définition du produit de deux ensembles, le produit de 7 ensembles
E,,---,E, estdéfini par : E x---xE, ={(x,,--,x,)/x,€ E, et--- etx, € E,}
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse e'conomique] Chapitre 2 : applications et relations binaires

CHAPITRE 2 : APPLICATIONS ET RELATIONS BINAIRES
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économiquel Chapitre 2 : applications et relations binaires

I- Applications

I-1 Généralités

I-1-1 Définitions

Définition :
Soit E et F deux ensembles.
=  Une application f de E vers F c'est la donnée d'une partie G du produit cartésien

EXF telleque: Vxe E,dye Fl(x,y)eG.
= Onnote y= f(x)
= Onditque y estl'image de x ouencore x estun antécédent de y .
= [L'ensemble E s'appelle I'ensemble de départ de 1'application f .

* L'ensemble F s'appelle I'ensemble d'arrivée de l'application

Remarque :
= Une application de £ vers F est une fonction dont le domaine de définition est égal a E.

Notations :

A
* On note une application f de E vers F par: E—F ou f:E—>F
fi E > F
x = y=f(x)
* Onnote A(E,F) l'ensemble de toutes les applications de E vers F .
» Si E=F,onnote A(E) l'ensemble de toutes les applications de E vers E.

* On note aussi une application f de E vers F par:

Exemples :

1) On définit I'application identité de E vers E, notée Id, par : Vxe E,Ild,(x)=x
2) Une application f: E — F estune constante si 3Ce F/Vxe E, f(x)=C

I-1-2 Egalité

= Deux applications f et g sont égales si elles ont le méme ensemble de départ £ et le méme
ensemble d'arrivée F etsi Vxe E, f(x) = g(x)
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économiquel Chapitre 2 : applications et relations binaires

I-1-3 Prolongement et restriction d'une application

Définition : (restriction)

Soit f une application de E vers F . Soit 4 une particde E (ACE).

= Une application g de A vers F est une restriction de l'application f a A4 si
Vxe A,g(x)= f(x).Onnote f,.

Définition :  (prolongement)
Soit f une application de E vers F . Soit U un ensemble contenant £ (E c U ).

= Une application # de U vers F est un prolongement de l'application f a U si f
est larestrictionde 4 a E.

I-1-4 Composition

a) Définition :

Définition :

Soient f une application de E vers F ( f€ A(E,F)) et g une application de F vers G (
ge A(F,G)):

= La composée de f par g, notée go f, clest l'application définie de E vers G (
ge fe A(E,G))par  VxeE,(ge f)(x)=g(f(x))

b) Propriétés :

e Si fe A(E,F), ge A(F,G) et he A(G,H) alors ho(go f)=(hog)o [

e Si feAE,F)alors fold,=fetld,of=f

o Sife AE).Onpose f*=1Id, et Vne IN*: f"=fo-of=fof"!

e Soient f,ge A(E).Ondit que les applications f et g commutentsi fog=go f
o L'application /d, commute avec toute application de A(E)

o Si fe A(E), les puissances " de f commutent entre elles.
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économique] Chapitre 2 : applications et relations binaires

1I-2 Image et image réciproque par une application

I-2-1 Image d'une partie par une application

a) Définition :

Définition :
Soit f une application de E vers F et A une partiede E (ACFE).
=  On appelle image de A4 par f etonnote f(A) le sous ensemble de F :

. f(A)={f(x),xe 4} ye f(4) & Ixedlf(x)=y
= f(F) c'est I'ensemble de toutes les images par f. On dit que f(E) c'est I'ensemble
image de f.
Exemple :
e Si fe A(E,F) alors :
o f(9=0,

o VaeE, f({al)={/()}

b) Propriétés :
Soit f'e A(E,F), A et Bdeux parties de E, alors :
o (AdcB)= f(4)c f(B)

o f(AVB)=f(A)v f(B)
o f(AnB)c f(AHN f(B)

I-2-2 Image réciproque d'une partie par une application

a) Définition :

Définition :
Soit f une application de E vers F et B une partiede F (B F).
=  On appelle image réciproque de B par f et on note f~'(B) le sous ensemble de E :

7' (B)={xe E/ f(x)e B} xe f(B) & f(x)eB

Exemples :
e Si fe A(E,F) alors :

o [f(P=9,
o VbeF, f'({b))={xe E/ f(x)=b}
o f(F)=E
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économique] Chapitre 2 : applications et relations binaires

b) Propriétés :

Soit fe A(E,F), A et Bdeux parties de E, alors :
o rCch=Ci"
o [ (AUB)=fT(AHUfT(B)
o [ (AnB)=fT(AHN[f(B)

I-3 Application particuliéres

I-3-1 Injection

a) Définition :

Définition :
= Soit f une application de E vers F . On dit que f est une application injective, ou
une injection, si tout élément de F possede au plus un antécédent dans E .

b) Propriétés :
= Soit fe A(E,F) :

o |f estuneinjectionssi V(x,x')e E* xzx'= f(x)# f(x)

o | f estuneinjectionssi V(x,x')e E* f(x)= f(x')=x=x'

o f estuneinjectionssi V(4,B)e (P(E)} f(ANnB)= f(A)n f(B)

» Soient fe A(E,F) et ge A(F,G) :
o Si f et g sontinjectives alors 7 = go f est injective
o Si h=go festinjective alors f est injective

I-3-2 Surjection

a) Définition :

Définition :
= Soit f une application de E vers F . On dit que f est une application surjective, ou
une surjection, si tout élément de F possede au moins un antécédent dans E .
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économique] Chapitre 2 : applications et relations binaires

b) Propriétés :

» Soit fe A(E,F) :
o | f estune surjectionssi Vye F,dxe E/y = f(x)

P —
o | f estunesurjectionssi f(E)=F

= Soient fe A(E,F) et ge A(F,G) :
o Si f et g sontsurjectives alors & = go f est surjective
o Si h=go festsurjective alors g est surjective

I-3-3 Bijection et bijection réciproque

a) Définition :

Définition :

une bijection, si tout élément de F possede un antécédent et un seul dans E .

= Soit f une application de E vers F . On dit que f est une application bijective, ou

b) Propriétés :
= Soit fe A(E,F) :

o | f estune bijection ssi ‘v’yeF,EI!er/y:f(x)l

o | f estune bijectionssi [ esta la fois injective et surjective

» Soit fe A(E,F)etge A(F,G) :
o Si f et g sontbijectives alors 7 = go f est bijective

¢) Application réciproque :

i) Définition :

Définition :

antécédent dans E par la bijection f.

= Soit f une bijection de E vers F . On appelle application réciproque de f et on note
f7', l'application définie de F vers E et qui associe a tout élément de F son unique

Remarque :

= Ne pas confondre l'application réciproque d'une bijection et 1'image réciproque qui existe,

méme lorsque n'est pas bijective.
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économique]

Chapitre 2 : applications et relations binaires

ii) Propriétés de la réciproque :

e Soit fe A(E,F) une bijection :

/7" est une bijection

f c'est la réciproque de sa réciproque : (fH'=7f
Vxe ENye F: f'(y)=xe y=f(x)
fof'=ld, et flof=1d,

0O O O O

e Soit fe A(E,F) :

o f estbijectivessi 3ge A(F,E)/ fog=1Id, et gof =1d,,etalors g= f'

I-4 Application caractéristique

a) Définition :

Définition :

= Soit £ un ensemble. On appelle l'application caractéristique d'une partic 4 de E et on
E — {o1}
note y,, l'application définie par : R ENNEN 1 sixe4
0 sixe A
b) Propriétés :
o | A=B o y,= 1
_ A — —
o z;=1—ZA| : A=z 1) et C;=4=x({0))
O |\Xurs = Xu-Xs I
O |Xus=Xut X~ XuXs
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économiquel Chapitre 2 : applications et relations binaires

II- Relations binaires

II-1 Généralités

II-1-1 Définitions

Définition :

Soit E et F deux ensembles.

= On appelle relation binaire R de E vers F toute partie du produit cartésien E X F .
= Cette partie s'appelle le graphe de la relation R. On note G,

= On dit qu'un élément x de E est en relation avec un élément y de F, par la relation
R, sile couple (x,y) appartient au graphe G,. On note xRy .

= Sile couple (x,y) n'appartient pas au graphe G,. on dit que I'élément x n'est pas en
relation avec 1'élément y . On note xRy .

= Si E = F, on dit que la relation est une relation binaire sur 1'ensemble E .

IDans toute la suite du cours, on va restreindre I'étude aux relations binaires sur un ensemble E |

Exemples :

1) Larelation d'inclusion dans l'ensemble des parties de £ : ARB ssi AcC B
2) Larelation de divisibilité sur 'ensemble /7 : nRm ssi ndivise m

3) Larelation de congruence modulo a sur l'ensemble 17 ,(ae IZ*):
nRm ssi (n—m)estdivisible par a
On note cette relation par n=m (a) etonlit n est congrua m modulo a.

Remarques :

e Une relation binaire R est complétement définie par la donnée de son graphe G, :
e Si G, ={(x,x)/xe E} (diagonale de ExE ), alors R n'est autre que la relation identité et on
note son graphe G, par A.

I1-1-2 Représentation d'une relation binaire

X> Si R est une relation binaire sur un ensemble E. On peut représenter la relation R par un
diagramme sagittal : L'ensemble E est représenté par une "patate":

v' Un élément x de E estrelié a un élément y de E par une fléche, lorsque xRy. Cette
fleche, appelée aussi arc, représente un couple (x,y) du graphe G, .
v Si xRx, l'arc s'appelle une boucle.
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ISI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économiquel Chapitre 2 : applications et relations binaires

X> La représentation ainsi obtenue s'appelle représentation sagittale ou diagramme sagittal :

I1-1-3 Propriétés

Définition :
Soit R une relation définie sur un ensemble E .

» Larelation R est dite réflexive si (Vxe E, xRx)
* Larelation R est dite symétrique si (V(x,y)e B, (xRy)= (yRx))
= Larelation R est dite transitive si (V(x,y,z) e E’, (xRy)et(yRz)= (xR z))

= Larelation R est dite antisymétrique si (V(x,y) e E’, (xRy)et(yRx)=x= y)

Remarques :

e Unerelation R est antisymétrique si  V(x,y)e E*, ((xRy)et(x # y))= non(yRx).
e Unerelation R estsymétriquesi (V(x,y)e E*, (xRy)e (yRx)).
Une relation R qui n'est pas symétrique n'est pas nécessairement antisymétrique.

e Une relation qui est symétrique, antisymétrique et réflexive sur un ensemble £ c'est la relation
d'égalité sur cet ensemble.

Exemples :

1) La relation d'inclusion large dans l'ensemble des partiesde £ :  ARB ssi AC B

a. est réflexive, antisymétrique et transitive.
b. n'est pas symétrique.

2) Larelation d'inclusion stricte dans l'ensemble des partiesde £ : ARB ssi AC B

a. est antisymétrique et transitive.
b. n'est pas réflexive , n'est pas symétrique.

3) La relation de divisibilité sur l'ensemble /N : nRm ssi ndivise m

a. est réflexive, antisymétrique et transitive.
b. n'est pas symétrique.

4) La relation de divisibilité sur 'ensemble /7 : nRm ssi ndivisem

a. estréflexive et transitive.
b. n'est pas symétrique et n'est pas antisymétrique.
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ISI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économiquel Chapitre 2 : applications et relations binaires

5) Larelation de congruence modulo a sur l'ensemble IZ ,(ae IZ*): n=m (a)

a. est réflexive, symétrique et transitive.
b. n'est pas antisymétrique.

6) La relation d'inégalité large "< " dans les ensembles /N, 1Z, IQ et IR : XRy ssix<y

a. est réflexive, antisymétrique et transitive.
b. n'est pas symétrique.

7) La relation d'inégalité stricte " <" dans les ensembles IN, I1Z, IQ et IR : xRy ssix<y

a. est réflexive, antisymétrique et transitive.
b. n'est pas réflexive , n'est pas symétrique.

11-2 Relation d'équivalence

11-2-1 Définition

Définition :
=  Une relation binaire R, définie sur un ensemble E, est dite une relation d'équivalence
si la relation R est réflexive, symétrique et transitive.

Exemples :

1) La relation d'inclusion stricte dans 1'ensemble des parties de E n'est pas une relation
d'équivalence (elle n'est ni réflexive ni symétrique)

2) La relation d'inclusion large dans l'ensemble des parties de E n'est pas une relation
d'équivalence (elle n'est pas symétrique)

3) La relation de divisibilité sur les ensembles /N et IZ n'est pas une relation d'équivalence
(elle n'est pas symétrique)

4) La relation d'inégalité stricte "<" dans les ensembles /N, [Z, IQ et IR n'est pas une
relation d'équivalence (elle n'est ni réflexive , ni symétrique).

5) La relation d'inégalité large "<" dans les ensembles /N, IZ, IQ et IR n'est pas une
relation d'équivalence (elle n'est pas symétrique).

6) La relation de congruence modulo a sur l'ensemble IZ, (ae IZ*) est une relation
d'équivalence.
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économiquel Chapitre 2 : applications et relations binaires

I1-2-2 Classe d'équivalence et ensemble quotient

Définition :

Soit R une relation d'équivalence définie sur un ensemble E .

= On appelle la classe d'équivalence d'un élément x de E, l'ensemble de tous les
¢léments de E qui sont en relation avec x .

* Onnote C(x)={ye E/xRy}={ye E/yRx}.

= On note aussi la classe d'équivalence de x par X ou x.

Remarques :

e Tout élément x de E appartient a sa propre classe d'équivalence, puisque la relation R est
réflexive : (Vxe E, xRx)= xe C(x)

e Deux classes d'équivalences sont ou bien égales ou bien disjointes :
V(x,y)e E’:  Si xRy, alors C(x)=C(y)
Sinon, alors C(x)NC(y)=¢

e Une classe d'équivalence est entierement déterminée par la donnée de I'un de ses éléments. On
dira que cet élément est un représentant de la classe.

Exemple :

La relation de congruence modulo #» sur I'ensemble IZ , (n € IZ *) est une relation d'équivalence :

o Les classes d'équivalences de cette relation sont 0,1,---,n—1 :

. 6:{me 1IZ/m=kn,ke IZ} = 6:{---,—2n,—n,0,n,2n,~~}:
e Vme 0, lereste de la division euclidienne de m par n est égal a 0
e 0 estun représentant de la classe 0

» T={melZ/m=kn+lkelZ} = T1={-2n+l—n+lLn+12n+1,--}
e Vme 1,lereste de la division euclidienne de m par n est égal a 1
e | estun représentant de la classe 1

" n-l={melZ/m=kn+n-1),keIZ}
= n-l={-2n+m-1),—n+m-1),(n=1),n+n-1)2n+n-1),---}:

e Vmen-1, le reste de la division euclidienne dem par nest égal a
n—1
e n—1 estun représentant de la classe n—1:
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économiquel Chapitre 2 : applications et relations binaires

11-2-3 Partition d'un ensemble

Théoréme :
o Soit £ un ensemble.

o Si R est une relation d'équivalence définie sur E, alors les différentes classes
d'équivalence de E pour la relation R forment une partition de E.

o Si les sous ensembles E,,(i=1,n) définissent une partition de E, alors la relation R
définie sur E par : xRyssidi=1,n/xe E et ye E,, est une relation d'équivalence sur

l'ensemble E et les sous ensembles E,,(i=1,n) sont les classes d'équivalences de E
pour la relation R.

Définition :
Soit R une relation d'équivalence définie sur un ensemble E.

= On appelle I'ensemble quotient de R sur E l'ensemble de toutes les classes
d'équivalence de E pour R.

= Onnote E/R

Exemples :

e Larelation de congruence modulo » sur l'ensemble IZ, (ne IZ*):

o Les classes d'équivalences sont 0,1,---,n—1 = 10,1,-,n— 1} est une partition de IZ .
o L'ensemble quotient est égal & E/R = {6,T,-~-,n - 1}

e Pour la relation de congruence modulo # sur l'ensemble IZ, on note l'ensemble quotient (
E/R)par IZ/nlZ :  1Z/nZ =01,,n—1]

I11-3 Relation d'ordre

I1-3-1 Définition

Définition :

= Une relation binaire R, définie sur un ensemble E, est dite une relation d'ordre si la
relation R est réflexive, antisymétrique et transitive.

= Onditque E estun ensemble ordonné.
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économiquel Chapitre 2 : applications et relations binaires

Exemples :
1) Larelation d'inclusion large dans l'ensemble des parties de E est une relation d'ordre.

2) La relation d'inclusion stricte dans l'ensemble des parties de E n'est pas une relation
d'ordre. (elle n'est pas réflexive).

3) Larelation de divisibilité sur I'ensemble /N est une relation d'ordre.

4) La relation de divisibilité sur l'ensemble /Z n' est pas une relation d'ordre. (elle n'est pas
antisymétrique).

5) La relation d'inégalité large "<" dans les ensembles IN, IZ, IQ et IR, est une relation
d'ordre.

6) La relation d'inégalité stricte "<" dans les ensembles IN, IZ, IQ et IR, n'est pas une
relation d'ordre. (elle n'est pas réflexive).

11-3-2 Préordre

Définition :
= Une relation binaire R, définie sur un ensemble E, est dite une relation de préordre ou
un préordre si la relation R est réflexive et transitive.

Exemple :
e La relation de divisibilité sur I'ensemble IZ est un préordre.

I1-3-3 Ordre total et partiel

Définition :
Soit R une relation d'ordre définie sur un ensemble E .

* Deux éléments x et y de E sont dits comparables par la relation R si xRy ousi yRx
= Sideux éléments de E sont toujours comparables, on dit que

- R une relation d'ordre total ou que R est un ordre total

- E est totalement ordonné par R
= Sinon, s'ils existent deux éléments x et y de E non comparables, on dit que

- R une relation d'ordre partiel ou que R est un ordre partiel

- E est partiellement ordonné par R
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économiquel Chapitre 2 : applications et relations binaires

Exemples :

1) Sil'ensemble E n'est pas un singleton, la relation d'inclusion large dans I'ensemble des
parties de E est une relation d'ordre partiel : Si (a,b)e E* (a # b) alors {a} et {b} ne sont
pas comparables.

2) La relation de divisibilité sur 'ensemble /N est une relation d'ordre partiel : 3 et 4 ne
sont pas comparables.

3) La relation d'inégalité large "<" dans les ensembles IN, IZ, IQ et IR, est une relation
d'ordre total.

4) Sur IR?, on définit la relation R par :
5 . |x, <y, ou
V(x,y)e IR (x:(xnxz)’y:(ynyz)): XRy  ssi _ <

X =y etx, sy,

La relation R est une relation d'ordre total.

La généralisation de la définition de cette relation a /R" c'est la relation qui permet de
classer les mots du dictionnaire.

D'ou I'appellation de cette relation par ordre lexicographique.

Remarques :
e Par analogie avec la relation d'ordre "<" sur les nombres, on note souvent les relations
d'ordre par le symbole "<".

e Six<y,onditque y estplus grand que x et que x est plus petit que y .
e On dit que l'ensemble (£,<) est un ensemble ordonné.
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économique] Chapitre 3 : polynémes et fractions rationnelles

CHAPITRE 3 : POLYNOMES ET FRACTIONS
RATIONNELLES

I= POIYHIOMIES .auunnuennnecnnvennnensnnnnrensnnicssessssnsssessssissssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssesssssssssssssssssessssssssssssssssssssssssss 3.2

I-1 Ensemble de POLYNOIMES .....cccvieeeieraresarornesssssasssasssasssnsosasssasssasssassssssssssssasssasssasssasssssssassssssssssssasssasssasosasosasssss 2
[-1-1 DEfinitions .......ccoeevueveeruenencannnne .
[-1-2 Degré et valuation d"un POLYNOME ........cc.eeiiiiiiiiieiieie ettt ettt e bt e e e saesreesreesseenseeneeeneesseenseans 32
I-1-3 POLYNOMES PATTICUIIETS ...c.vetiiteieeiientetenteet ettt ettt ettt ettt ettt et ebeebt ettt et et st e e b sbeebeebeebt et entennenaen 33
[-1-4 EQAlité @ POLYNOIMES .....cuvieuiieiiieiieetiete ettt ettt ettt e e st e te et e et e et e e sseenseenteenseeseesseenseenseensesneesseeseenseensesneenseanseans 34

I-2 Opérations sur 1'ensemble des POLYNOMES......cccevuieruinrninsinsenssensserssenssansssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssasssssssss 34
To2m1 SOIMIMIE ...ttt et e b e bt bt e bt e st oot e b e b et e et e ee e eh e bt e bt en bt e et e bt she et en et et e ebe e bt enteens 34
[-2-2 Produit d’un polynome Par UN TEEL .......ccuieiieiiiiiiieie ettt ettt ettt esteebe e s e ereesreesseesseessesssesseeseens 35
I-2-3 Produit de deux polyndmes

J BRI D I 110 1 <3 RRINC | |
1-3-1 DiVISION CUCIIAIEIINE ......oooieiiieieiiee et et e e e e e e e e e e e e e et e e e eneeeeeenseeeeeteeeeenneeeennens 36
[-3-2 Propriétés de 1a diVISIDIIIES. ......c..ouiiiiiiriiiie ettt ettt st ettt et ae e 37

I-4 Racines ou zéro d'un polynéme..
[-4-1 Définition
I-4-2 POLYNOME AETIVEE .....viviiiieiiiceiieeeeetee ettt ettt ettt ettt e s teesbeesse e st e e st e eseesbeesbeesseessessaesseesseessesseesseesseesseessenssenseenseans 38
[-4-3 Ordre de MUItIPIICItE AUNE TACINEC ........eeivieiiieeiieiieciieie ettt ettt ettt e eteesteebeesbeessesteebeesseessesseesseesseesseessenssesseenseens 38

I-5 Décomposition d'Un POLYNOIMIE .....ccevueerrerreessacssssssasssasssnsssasssassssssssssssasssasssasosassssssssssssssssssssssssasssasssasosasssasssss IO
[-5-1 POLynOmME IITEAUCTIDLC ....c..etiiiieiiciiciecte ettt ettt sttt et ettt be st eb et eanentene e 39
[-5-2 Décomposition d"Un POLYNOIMIE ......c..eouiriiriiiiriiiiiiieit ettt ettt ettt sttt sttt et sa e b ettt ebeebeeanennennenaens 40

I= FPACHIONS FATIONIICLICS eeeeannneneeeeereeeeenneneeereeeseeeessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssassssssssssssossasas @l
TI-T DDA IMITIONIS .. eeeeeeeeeeeeererrrerrsersssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssesssnsessnnennnneh |

II-2 Décomposition d’une fraction en éléments SIMPIES .......cocvererveerivercrveeissercssencsseenssneecssnessssesssanncsasessnencsss 42

I1-3 Calcul des coefficients de la décomposition d’une fraction...........ccueeevveeevvercsercscnercsercsseecssncccsercssnneeesc 43
I1-3-1 Coefficient AU POLE SIMPIC.......cccviiieriieiieiieieetieste ettt ete et e sttt e et e et eeteebeesseesseessesssesseesseessesseesseesseesseessenseenseenseens 44
I1-3-2 Coefficients du pole multiple ...........cceevvevvierieiennnnns ...44
I1-3-3 Quelques méthodes pour les coefficients MANQUANES ..........c.cccveruieriieiieiiiieii et eee e se e eeeeeereesseesseessesssesseens 45
T1-3-4 DIECOMPOSTEION. .....evvetieiiesteeiteetteettesteesseesseesteetteseesseessesseesseesseesseasseessesssesseesseasseessesssasseesseassesssessseseessesssenseesseensenns 46
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économiquel Chapitre 3 : polynémes et fractions rationnelles

I- Polynomes

I-1 Ensemble de polynémes

I-1-1 Définitions

Définition :

Un polyndome a coefficients réels est défini par la donnée de ses coefficients réels

ay,a,,+,a,. Onnote P(X)=a,+a,X +a,X*+--+a,X" ouencore P(X)=) aX'

i=0

X est une variable muette et s'appelle I'indéterminée.
a,,a,, --,a, sont des éléments de IR et s'appellent les coefficients du polynome P .

On note IR [X ] I'ensemble de tous les polyndmes a coefficients réels.

Définition :

Une fonction polynomiale c'est une fonction définie de IR vers IR par :

1=n
Vxe IR, P(x)=a,+ax+--a,x" = Zaix’ ,  a,,a,,-:-,a, étant des réels.
i=0

Cette fonction c'est la fonction polyndme associée au polynome P(X) = Z a X'

i=0
Remarque :
e Dans toute la suite, on confondra un polynome P(X) = ZaiX " et la fonction polynomiale
i=0

associée Vxe IR, P(x)=) ax'.

i=0
I-1-2 Degré et valuation d'un polynéme

Degré d'un polynome

Définition :

Soit P(X)=a,+a,X +a,X* +---+a, X" un polyndme non nul.
Le degré de P c'est le plus grand entier k € IN tel que a, soit différent de 0.
On note deg(P) =k ou d°P =k

Remarque :
e Se donner un polynéme P de degré n c'est se donner n+1 coefficients a,,qa,,-:-,a, , avec

a, #0 telsque P(X)=a,+aX+a, X’ +-+a,X".
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économiquel Chapitre 3 : polynémes et fractions rationnelles

Valuation d'un polynome

Définition :

Soit P(X)=a,+a,X +a,X* +---+a,X" un polyndme non nul.
La valuation de P c'est le plus petit entier pe IN tel que a, soit différent de 0.

On note val(P)=p ou v(P)=p

Remarque :
e Se donner un polynéme P de valuation p c'est se donner n+1 coefficients a,,a,, --,a

X" +oita X"

no

avec a, #0 et Vi< p, a=0 telsque P(X)=a,X"+a,,

I-1-3 Polyndmes particuliers

Polynome constant

Définition :

Un polynéme P est constant ssi tous ces coefficients sont nuls sauf a, .

Onnote P=aq,

Proposition :

o Un polynome est constant ssi la fonction polynomiale associée est une fonction
constante.

Polynome nul
Si a, =0, le polyndme P = a, c'est le polynéme 0, appelé polyndme nul.

Polynome 1
Si a, =1, le polyndbme P = g, c'est le polynome 1.

Monome et terme dominant

Définition :

Le polyndme P(X)=a, X", avec a, #0, s'appelle un mondme.

Si P est un polyndme non nul de degré » alors
- a,X" s'appelle le terme ou mondme dominant du polynome P .
- a, s'appelle le coefficient dominant du polynéme P .

Polynome unitaire

Définition :

Un polyndme P non nul est dit unitaire si son coefficient dominant est égal a 1.
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économiquel Chapitre 3 : polynémes et fractions rationnelles

I-1-4 Egalité de polyndomes

Définition :
‘ Deux polynomes sont égaux ssi tous leurs coefficients de méme rang sont égaux.

Proposition :

o Deux polynomes sont égaux ssi les fonctions polynomiales associées sont égales.

1I-2 Opérations sur I'ensemble des polynémes

I-2-1 Somme

Définition :

Soient P et @ deux polyndomes a coefficients réels, il existe un entier » tel que:
P(X)=a,+aX+a, X" ++a X" et Q(X)=b,+bX +b,X>+--+b X"

Alors P+Q est le polynome défini par : (P+Q)X)=c,+c, X +c,X* +---+¢, X", avec
VkO0<k<n,c,=a,+b,.

Propriétes de l'addition des polynomes

1. VP,0,Re IRIX](P+0Q)+R=P+(Q+R)
2. VP,0e IR[X]|P+0=0+P
3. 3P, ¢ IR[X]|/VPe IR|X]P+P =P, +P=P,(P, =0)

4. VPe IR[X]3(-P)e IR[X]|/ P+ (-P)=(-P)+ P=P,
(si P(X)=a,+a,X +--+a, X" alors (-P)(X)=-a, —a, X —-—a,X")

Degreé de la somme de deux polynomes

Proposition :

Soient P et O deux polynomes de /R [X ] : (P,Q € IR[X ])

o 1%cas: degP#degQ

Le polyndme P+Q est non nul et deg(P+Q) = max(degP,degQ)

2éme

o cas : degP =degQ et le polynome P+ Q est non nul.
Si les coefficients dominants de P et de Q
- ne s'annulent pas alors deg(P + Q) = max(degP,degQ)

- s'annulent alors : deg(P+0) < max(degP,degQ)
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économiquel Chapitre 3 : polynémes et fractions rationnelles

I-2-2 Produit d’un polynéme par un réel

Définition :
Soit P un polynome de IR[X] et o unréel: P(X)=a,+a,X+--+a, X" et e IR

Alors a.P est le polynome défini par : (a.P)X)=c,+c, X +c,X* +---+¢, X", avec
Vk0<k<n,c =aa,.

Proprieétes de la multiplication d'un polynome par un réel

VPe IR X] 1.P=P

VP,0€ IR[X] Vae IR a(P+0)=a.P+aQ
VPe IR[X| Ve, B IR (a+p)P=aP+ B.P
VPe IR[X| Ve, Be IR (a.f).P=(a.B).P

P

I-2-3 Produit de deux polyndomes

Définition :

Soient P et Q deux polynomes a coefficients réels :
P(X)=a,+aX+a, X’ +-+a X" et Q(X)=b,+bX +b,X*+---+b X"
Alors PxQ, noté aussi P.Q est le polynome défini par :

Jj=k
(PONX)=co+o X+, X7+ -+, X" avec VKOS k<n+m,c,=).a.b,_,.

J=0

Propriétes de la multiplication des polynomes

1. VP,0,Re IR[X],(PO)R = P(OR)

2. VP,Q€ IR[X], PO=0P

3. 3P e IR|X]/VPe IRIX] PP =PP=P, (P =1)
4. YP,0,Re IRIX] P(O+R)=PO+ PR

Degré du produit de deux polynomes

Proposition :
o Soient P et Q deux polyndémes non nuls de /R [X ] (P,Qe IR[X ]), alors PQ est un
polyndome non nul et deg(PQ) =degP+degQ
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économiquel Chapitre 3 : polynémes et fractions rationnelles

I-1 Divisibilité
I-1-1 Division euclidienne

Définition :

Diviser 4 par B suivant les puissances décroissantes c'est déterminer deux polyndémes Q
et R tels que : A(x) = B(x).Q(x)+R(x),avec R=0 ou degR <degB.

On dit qu'on a effectué la division euclidienne de 4 par B.

Q est le quotient de la division euclidienne de A par B.

R est le reste de la division euclidienne de 4 par B.
Si R =0, on dit que B divise ou est un diviseur de 4 ou que A4 est un multiple de B.

Exemple :  Le polynome P =1 divise tout polyndme de /R [X ]

Proposition :
Soient 4 et B deux polyndmes de IR[X]: (4,Be IR[X]) avec B =0.

o Il existe un unique couple de polynomes (Q,R) de IR [X ] vérifiant :
A(x) = B(x).0(x)+ R(x),avec R=0 ou degR <degB

Remarque :
e Pour effectuer une division euclidienne, on ordonne les polyndmes suivant les puissances
décroissances de x .

Exemple :  A(x)=2x"+3x" =3x* =3x" =3x* —18x-5 et B(x)=x"+x" =2x’ —x> —x+2

2x0 +3x° —=3x* =37 =3x* —18x—5|x  +x* —2x° —x* —x+2
2x° +2x° —4x* —2x° —2x% + 4x 2x+1

+xX+x' =X =x*=22x-5

+xX+x'=2x = x*—x+2
+x°=21x-7

D’ou :
2x°+3x° —3x" —3x’ - 3x* —18x—5= (x5 +xt=2x =X —x+2)(2x+1)+(x3 —21x—7)
ACx) B(0) oo &

Remarque :
e D'apres la premicére étape de la division euclidienne de A(x) par B(x), on peut écrire :
2x° +3x° —=3x" —3x’ —3x" —18x—5= (x5 +xt=2x —x —x+2)(2x)+ (x5 +xt—x - x° —22x—5)
A(x) B(x) E(f; R (x)

e Mais cette écriture ne représente pas le résultat de la division euclidienne de A(x) par
B(x) car degR, «degB.
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économiquel Chapitre 3 : polynémes et fractions rationnelles

I-1-2 Propriétés de la divisibilité

¢ La divisibilité est une relation binaire sur /R [X ] :

Réflexivité

» La relation de divisibilité est réflexive : VPe IR[X ], P =1.P etalors P divise P.

Symétrie
» La relation de divisibilité n'est pas symétrique : 34,B € IR[X ] tels que A divise B
et B ne divise pas 4.

Exemple : A(x)=x—1 divise B(x)=x" -1 (B(x) = A(x).0(x),0(x) = (x +1))
et B(x)=x"—1 ne divise pas A(x)=x-1

Antisymétrie
> La relation de divisibilité n'est pas antisymétrique : 34,B € IR[X], A#B tels que
A divise B et B divise 4.

Exemple : A(x)=x—1 divise B(x) =2x-2 (B(x) = A(x).Q,(x),0,(x)=2)
B(x)=2x-2 divise A(x)=x-1 (A(x)=B(x).0,(x),0,(x)=1/2)

Remarque : Si Aet B sont deux polynomes de /R [X ] tels que Adivise Bet B divise
A alors A et B sont de méme degré et il existe un réel e IR tel que B(x)=a.A(x).

Transitivité
> La relation de divisibilité est transitive : Si 4,B,Ce IR[.X] tels que A divise B et

B divise C alors A4 divise C : B(x)=A(x).0/(x) et C(x)=B(x).0,(x)
impliquent que C(x) = A(x).Q(x), avec O(x) = Q,(x).0,(x)

I-2 Racines ou zéro d'un polynéme

I-2-1 Définition

Définition :
On dit qu'un réel a de IR est une racine ou un zéro d'un polynome P de IR [X ] st le réel
a annule la fonction polynomiale associée a P : P(a)=0.

Proposition :

o Un réel a de IR est une racine ou un zéro d'un polynome P de IR [X ] ssi le

polynéme P est divisible par le polynome (x —a) .
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse e'conomique] Chapitre 3 : polynémes et fractions rationnelles

I-2-2 Polynome dérivée

Définition

Définition :

Soit P un polyndme de /R [X ]

On appelle le polynome dérivé de P, la fonction dérivée de la fonction polynomiale
associée a P.On note P'.

Si P(X)=a,+a,X +a,X*+---+a, X"  alors P'(X)=a,+2a,X ++--+na, X"

Degré du polynome deérive

Proposition :

Soit P un polynéme de IR [X ] de degré n .
o Sin=0 alors P'=0
o Sin>1 alors deg(P')=n-1

Propriétes de la derivation des polynomes

1. VP,Qe IR[X] (P+0)=P+Q'
2. VPe IR X|Vae IR, (a.P)=a.P'
3. VP,0e IR[X] (PO)=P' O+PQO

Deérivées successives d'un polynome

Définition :

Soit P un polynome de IR [X ] de degré n . On définit les dérivées successives de P par

récurrence : P® =(P*) si k21, avec PO =P

Remarque :
o PV=petpP?=p

Proposition :

o Si P unpolyndme de IR[X] de degré n alors P“*) est le polyndme nul.

I-2-3 Ordre de multiplicité d'une racine

Définition :

Soit P un polyndéme de IR [X ] L'ordre de multiplicité d' une racine a de P c'est le plus

grand entier k tel que P soit divisible par (x—a)* : P est divisible par (x—a)‘ et P
)k+1

n'est pas divisible par (x—a

Professeure Salma DASSER Session Automne-hiver

38

www.tifawt.com

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

2AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

2AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAL



VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV VVVVVVVVVVVV

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économiquel Chapitre 3 : polynémes et fractions rationnelles

Proposition :

o L'ordre de multiplicité d'une racine a d'un polyndme P de IR [X ] estégal a k
ssi il existe un polynome Q de IR [X ] tel que Q(a) %0 et P(x)=(x—a) 0(x)
ssi P(a)=P'(a)=--=P*(a)=0et PP (a)#0

Remarques :

e Une racine d'ordre 1 est dite racine simple.
e Une racine d'ordre 2 est dite racine double.
e Une racine d'ordre 3 est dite racine triple.

Proposition :

o Soit P un polynome de IR[X]. Si (a,) 4, sont m racines distinctes de P, d'ordre de
multiplicité respectif k,, alors il existe un polynome @ de IR [X ], tel que
0(a,)#0,1<i<m, qui vérifie 'égalité : P(x)=(x—a,)" (x—a,)* --(x—a )" O(x)

Conséquence :

o Un polynome P de IR [X ] de degré n admet au plus » racines dans /R (en comptant
k fois une racine d'ordre de multiplicité & ).

1I-3 Décomposition d'un polynéme

I-3-1 Polynéme irréductible

Définition :

Un polynéme P de IR[X ] est dit irréductible dans IR[X ] s'il est de degré supérieur ou
égal a 1 et si ses seuls diviseurs sont les polyndmes constants non nuls et les
polyndmes de la forme AP, A€ IR *

Exemple :
= Si P est un polynéme degré 1, alors ses seuls diviseurs sont les polyndmes
constants non nuls et les polyndmes de la forme AP, A< IR *.

Proposition :

o Un polynoéme de IR[X ] est irréductible dans IR[X ] ssi il est de degré 1 (ax+b) ou

de degré 2 unitaire et sans racine réelle ( x> +bx+c / A=b>—4ac<0)

Exemple :
* Le polyndme P(x)=x>+x+1 est irréductible : c'est un polynome de degré 2
unitaire et sans racine réelle (A =-3<0).
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économiquel Chapitre 3 : polynémes et fractions rationnelles

Remarques :
e Un polynéme qui n'a pas de racines réelles n'est pas forcément un polynéme irréductible.
e Sa décomposition en facteurs irréductibles ne contient pas des polynémes de degré 1.

Exemple: P(x)=x"+1

e P(x)=x"+1 n'a pas de racines (car si on suppose que a est une racine de P alors

a* =-1, ce qui est absurde).

e P(x)=x"+4 n'est pas irréductible : x* +4=(x"+2)° —4x* =(x* +2+2x)(x” +2-2x)

o x'+4=(x"+2+2x)(x>+2-2x) estla décomposition en facteurs irréductibles de P .

I-3-2 Décomposition d'un polynome

Proposition :

o Tout polynome de IR[X ] se décompose de manieére unique en un produit de
polynémes irréductibles :
P(x)=a(x—nr)" x...x(x—rp)m” X(x* +bx+c,)" X...x(x* +qu+cq)"”

o a estle coefficient dominant de P.
o r,i=1,p sontlesracines de degré de multiplicité m..
o Les facteurs de second degré sont sans racine réelle : b jz —4a,c; <0, j=lgq

Exemple : P(xX)=x"+x"=2x" = x* —x+2=(x-D(x+2)(x* +x+1)

* Onremarque que: P(1)=0, P'(1)=0 et P"(1)#0 x, =1 est alors une racine double
de P(x) : r,=1avec m; =2
» On effectue la division euclidienne de P(x) par (x —1)* qui donne :
P(x) = (x—1)P(x), avec P(x)=x>+3x>+3x+2
= On remarque que : P(—2)=0 et (P)'(-2)#0 : x, =—2 est alors une racine simple de
P(x) et par suite de P(x) : v, =—2 avec m, =1
= On effectue la division euclidienne de P(x) par (x+2) qui donne :

P(x) = (x+2)P(x), avec P(x)=x>+x+1

. }N’(x) =x" +x+1 est un polynome irréductible de degré 2, puisque son discriminant
estnégatif: A=-3<0.

X> La décomposition de P(x) en éléments irréductibles est alors donnée par :
P(x)=(x=1)°(x+2)(x* +x+1)
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économiquel Chapitre 3 : polynémes et fractions rationnelles

II- Fractions rationnelles

II-1 Définitions

Définition :
On appelle fraction rationnelle toute fonction réelle f(x) qui peut s’écrire sous la forme

A
f(x)= Bix; , AetBe IR[X ], ou IR[X ] est I’ensemble de polyndmes a coefficients
X

réels.

2x% +3x° =3x* =3x° —=3x* —18x -5
E le : X)=
xempre /(%) X+xt-2x - —x+2

A(x)=2x6+3x5—3x4—3x3—3x2—18x—5 et B(x)=x5+x4—2x3—x2—x+2

Proposition :
Soient 4 par B deux polynomes de IR[X] : (4,Be IR[X ]) avec B#0.

Soit I’identité de la division euclidienne de A par B :
A(x) = B(x).0(x)+ R(x),avec R=0 ou degR <degB

o Sif(x)= ;23 alors f(x)= Q@ﬁ.%

o Q s’appelle la partie entiere de la fraction rationnelle.

A(x)
Exemple : xX)= , avec
p f(x) B(x)
@ A(x)=2x°+3x"-3x"-3x-3x*-18x-5

¢ B(x)=x"+x'-2x"—x"—x+2

2x8+3x = 3x* =3x° =3x* —18x—-5x +x' = 2x  —x*—x+2
2x+2x° —4x* —2x°> —2x? +4x 2x+1

+x7+x*=x*=x*=22x-5

+x +x*=2x = x?—x+2
+x°=21x-7

D’ou: 2x°+3x’ —3x* —3x’ 3%’ —18x-5 = (x5 +x*=2x7 =X —x+2)(2x+1)+(x3 —21x—7)
ne) B oo R(x)

X =21x-7

©Hxt-2x - —x+2’

Et par suite : f(x)=2x+1+
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économiquel Chapitre 3 : polynémes et fractions rationnelles

1I-2 Décomposition d’une fraction en éléments simples

Définition : (fraction irréductible)
A(x)
B(x)
pas de facteurs communs.

Une fraction rationnelle est dite irréductible ssi les polynomes A(x) et B(x) n’ont

Définition : (pole d’une fraction)
A(x)
(x)

Soit une fraction irréductible.

On appelle pole de la fraction rationnelle de degré de multiplicité m, toute racine

X
de B(x) de degré de multiplicité m; .

Définition : (éléments simples de 1ére espéce)

i=p J=q
z Ex; une fraction irréductible et B(x)=a] [(x—r)"x[(x* +bx+c)",
X i=1 Jj=1

(bj2 —4a,c, < O), la décomposition de B(x) en éléments irréductibles.

Soit

Les éléments simples de 17° espéce associés au pole 7, de degré de multiplicité m,, sont
les fractions rationnelles :

L A e IR (i=1m)

Les éléments simples de 1% espéce associés au polyndme irréductible (x* +b,x+c;) sont
les fractions rationnelles :
le+C1 anx+an
2 5 e 5 .9
X +bjx+cj (x2+bjx+cjy"

B,.C,eIR,(j=1n)

R(x) x'=21x-7
B(x) x +x*'-2x—x"—x+2

Exemple :

» la décomposition de B(x) en éléments irréductibles :
B(x)=x"+x"-2x"—x* —x+2=(x-1)*(x+2)(x* +x +1)

X)

B(x)

= Les poles de sont :

o 1 =1 dedegré de multiplicité m, =2
o 1 =-2 dedegré de multiplicité¢ m, =1
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économiquel Chapitre 3 : polynémes et fractions rationnelles

= Les éléments simples de 1% espéce associés au pole r, =1 de degré de multiplicité

A A
m, =2 sont : L—et—2—, A,4,¢€IR
(x-1) (x-1
= L’¢élément simple de 1% espéce associé au pole r,=—2 de degré de multiplicité
A3
m, =1 est: —, A, € IR
(x+2)
= [’élément simple de 1 espéce associé au polyndéme irréductible (x* + x +1) est :
li,x—-l-Cl’ B,C,elR
X +x+1

Théoréeme :

A R
Soit f(x)= (x) une fraction rationnelle écrite sous la forme : f(x) = Q(x)+ (x) , avec
B(x) B(x)
R =0 ou degR <degB (division euclidienne de A(x)par B(x))
R
o La fraction rationnelle % se décompose de maniere unique sous la forme :
X
R(-x) Ak,- th S Chj
=22t =
B(x) T (x-n) 7k (x +bjx+cjy1
A
Z—kk : la somme des éléments simples associés au pole 7, .
k, (x—nr)"
th x+C 0,

: la somme des éléments simples associés au polynome

=

J

(x2 +bjx+cjyj

irréductible (x* +b S0TRE ) -

R(x) _ ¥ =21x-7
B(x) (x=D*(x+2)(x*+x+1)

Exemple :

R(x) _ 4 N 4, N A, +le+C1

NA,4,,4,,B etC, e IR/ 5 >
B(x) (x-1) (x-1)" (x+2) x"+x+1

II-1 Calcul des coefficients de la décomposition d’une fraction

% Pour étudier quelques méthodes pratiques du calcul des coefficients de la décomposition d’une
fraction en éléments simples de 17 espéce, on traitera en détails I’exemple :

R(x) X =21x—7 A, A, A, Bx+C,
Exemple : = > 5 = + ~+ +—
B(x) (x-1)'(x+2)(x"+x+1) (x-1) (x-1) ((x+2) x +x+1
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économiquel Chapitre 3 : polynémes et fractions rationnelles

II-1-1 Coefficient du pole simple
¢ On multiplie les deux membres de 1’égalité par (x —7) eton prend x =r.

Exemple :
r=-2 de degré de multiplicité m =1: Calcul de A4, dans la décomposition :

X' =21x-7 4 4, A, Bx+C,
= + +
(x=D*x+x+1) (x=1) (x=17 (x+2) x*+x+1

& Si on multiplie les deux membres de ’égalité par (x +2) on obtient :
x' =21x-7 A(x+2) A (x+2) (Bix+C)(x+2)
2,2 = + T4+ 2
(x=D"(x"+x+1) (x-1) (x—1) x +x+1

% Sionprend x =-2 onobtient 4, =1

I1-1-2 Coefficients du pole multiple

Coefficient A,,du pole de degré de multiplicité égale a m

% On multiplie les deux membres de 1’égalité par (x —r)" et prend x=r.
Exemple :
r=1 de degré de multiplicité m =2 : Calcul de 4, dans la décomposition :
x'=21x-7 4, 4, A, Bx+C,
1,2 = + 2t T3
(x-D'(x"+x+1) ((x-1) (x-1)° (x+2) x +x+1

% Si on multiplie les deux membres de 1’égalité par (x —1)* on obtient :

X' =21x-7 A1)+ A +A3(x—1)2+(le+Cl)(x—1)2
(P +x+D(x+2) P (x+2) XX+ x+1

% Sionprend x =1 on obtient 4, =-3

Les autres coefficients du pole de degré de multiplicite égale a m

% On se ramene a un pole en 7 =0 par le changement de variable 1 =x—r.
7

¢ On effectue la division euclidienne par les autres facteurs de B(f+r) suivant les puissances

croissantes en ¢ a I’ordre m — 1 (le reste ne contient que des termes de degré =>m).
¢ Le quotient donne alors tous les coefficients associés au pole 7.

Remarque :
e Cette méthode est surtout utilisée lorsque la fraction rationnelle admet un pdle a un
degré de multiplicité élevé.
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économiquel Chapitre 3 : polynémes et fractions rationnelles

Exemple :
r=1 de degré de multiplicité m =2 : calcul de 4, et 4, dans la décomposition :

X =21x—7 A A, A, Bx+C,
(x=1D*x*+x+1) (x=1) (x=17" (x+2) x*+x+1

% On se raméne a un pdle en ¢ =0 par le changement de variable 7 = x —1 qui donne :

X =21x-7 £ +35—18t-27

(x=D*(x2+x+1)  2(t+3)(2 +8+3)

% On effectue la division de —27—18¢+3¢" +£ par(1+3)(¢* +8t+3)=9+12¢ + 3> + 1
suivant les puissances croissantes en ¢ a I’ordre 1.

* Ilenrésulte :—27—18¢+3¢> +1 = (t+3)(> + 8t +3)(2t — 1) + (=31 — 8¢ — 2¢t*)

£+367-18-27 2t-3 26° +81+3

= dou: 2 2 -T2 2
r(t+3)(t +3t+3) t (t+3)( +3t+3)

% On a alors, en revenant a la variable x :

x'=21x-7 2 =3 2 +4x-3
(x=D’(x+2)(x* +x+1) (x=1) (x=1> (x+2)(x*+x+1)

% On en déduit que : A=2et 4,=-3
I1-1-3 Quelques méthodes pour les coefficients manquants

Meéthode de limite

®, \

s Consiste a multiplier les deux membres de 1’égalité par la plus petite puissance dans la
décomposition en éléments simples et de faire tendre x vers oo.

Exemple :
Calcul de B, dans la décomposition :
X' =21x-7 4 4, A, Bx+C,
= + -
(x=D’(x*+x+1) (x=1) (x=17 (x+2) x*+x+1

% On multiplie les deux membres de 1’égalité par x' pour obtenir :
x*=21x% - 7x Ax A,x Ax  Bx’+Cx
(x=1D*(x*+x+1) (x=1) (x=1)° (x+2) x*+x+1
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[SI, Module M4, Matiére : Instruments d’analyse économiquel Chapitre 3 : polynémes et fractions rationnelles

% Quand x vers4oo,o0na:

4 2 2
x'=2Ix"—-Tx ~ lim Ax + lim A,x . Ax + lim Bx"+Cx

m 2,2 - 2 2
rote (X =17 (X" +x+1) o (x—=1) ot (x—=1)" x=ot=(x+2) xor x"+x+1

YL Dou: A4 +4,+B =0
% On en déduit que : B =-3,(A4=2,¢t 4=1)

Meéthode de valeurs particulieres

X/

¢ Consiste a prendre pour x des valeurs particulieres différentes des poles pour obtenir un systéme
d’équations dont la résolution donne les coefficients restants.

Exemple :
Calcul de C, dans la décomposition :
X =21x—7 A A, A, Bx+C,
(x=-D*x+x+1) (x=1) (x=17 (x+2) x*+x+1

% On prend x =0 pour obtenir : _77 =—A +4,+ %A3 +C,
% On en déduit que : C=1,(4=2,4="Tc¢ct 4,=1)
I1-1-4 Décomposition

X =21x-7 2 3 3 N 1 3 3x—1
(x=1)’(x*+x+1) (x=1) (x=1°" (x+2) x +x+1
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