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Exercices
Exercice n°1 :
u, =1/3 U
On consideére la suite définie pour toutne N*, par n+1 .Onpose, pourtoutneN”, v, :F"
U =——U,
3n

1) Montrer que (v, ) est une suite géométrique.

2) Exprimer v, en fonction den.
3) En déduire I’expression de u, en fonction den.

n

4) Soit la série S, = ka . Calculer S, en fonction de n et montrer que la suite S, est convergente.
k=1

Exercice 2 :

n

. . g . a . .
_On considere la suite définie pour toutne N*, par u, =—ou a une constante réelle quelconque.
n

Etudier la convergence de la suite (u,,) .

Exercice 3
Soit n un entier naturel, n>2, on consideére la série de terme général u, =— .
n —
1) Montrer que cette série est convergente.
2) Déterminer les réels a et b tels que : 24 -2 . b
n~°-1 n-1 n+1
P 4 dn+2
3) En déduire que : Y u, =3- n+
k=2 n(n+1)
4) En déduire la somme S de la série (u,,).
Exercice 4 :
Soit nun entier naturel, n>2, on considére la série de terme général u, = — .
n —_
1) Montrer que cette série est convergente.
2) Déterminer les réels a et b tels que : 2 _.2 + b
n>-1 n-1 n+1
P e 3 2n+1 P -
3) En déduire que : ZUK =—— . En déduire la somme S de la série (u,).
b 2 n(n+1)
Exercice 5 :
. . e 1
Soit la suite (u,,) définie par :u, =————
n(n+1)
1. Déterminer les réels a et b tels que : u, =3+L
n n+l
2.0npose S, =u; +U, +Ug + .o, +Uy4 +U, . Calculer S, et la limite S de S, quand n tend vers +o .
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Exercice 6 :

101 1 1

Soit (un) la suite définie sur N* paru, = » ==—+——+..+—.

(Un) part, kz_r;k n+n+lJr +2n
1. Montrer que pour tout ndeN*, u,; -y, = —3n-2 :

" n(2n+2)(2n+1)

2. En déduire le sens de variation de la suite (uy).
3. Etablir alors que (uy) est une suite convergente.
Exercice 7 :
1. Etudier la convergence de la série » 2" =1+2+2%+........ +2"

n=0

. TR e |
2. Etudier la convergence de la série o
p=0

. - - 3
3. Etudier la convergence des séries de terme général : a) u, =— .
n" +
. LN 1 - 1
4. Etudier la convergence de la série Z—Z de terme général u, =——.
n=0(2n+1)) (2n+1))
R L. +00 (_l)n , , (_1)n
5. Etudier la convergence de la série ) ~—— de terme généralu, =
n
n=1
- o Y (1)’
6. Etudier la convergence de la série >’ de terme généralu, = ,
o2n+1 2n+1
A L. 0 (_1)n+1 L, (_1)n+l
7. Etudier la convergence de la serie " *—— de terme général u, =——.
] n
. +00 2 2
8. Etudier la convergence de la série ) ——— de terme général u, =———.
02 +n 2" +n
Exercice 8 :
. o312 o 1 . (2n
7. Etudier la convergence de la série Z—Zsm[%J de terme général u, :_Zsm(T”j
n=1 N n
. . . ~&arctann - arctann
8. Etudier la convergence de la série ) ——— de terme généralu, =———.
n=t N n
. Lo TR n+l 1
4. Etudier la convergence de la série de terme général : u, =——~ ; v, =—

n!
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Correction

Exercice n°1
n+1

_ W 3n nzlun_l

n+ -

1) Pour tout entier ne N*,v

n+1 n+1 3n 3"

2) (v, ) est donc une suite géométrique de raison1/3 et de premier termeyv _w 1
n 1 1 3

n-1 n
3) Pourtout neN", vnzlvn_lzvl LA
3 3 3

: u 1Y)
Puisque pour tout ne N, v, =—", onaura u, =nv, = n(EJ

n
Exercice 2
a" a" N " Inn
u, =— .posons v, =Inu, , v, =In| — [=Ina" —Inn“ =nlna—-aInn=n| Ina-—a—
n% n% n
. (Inn . Inn
lim (— =0, lim|Iha-a— |=Ina
Nn—+oo n n—+owo n
Donc : 2 cas :
Sia>1,Ina>0et limv,=+00 d’ou: limu, = lim e" =+w
nN—+o0 N—+o0 N—+o0

Sia<l,Ina<0et limv,=- dou: limu,= lime" =0.

N—+o0 N—+o0 N—-+o0

’iogs a" .
On conclut que lorsque n tend vers I’infini , le comportement de u, =—est celui de a"pour a=1l.
n

Exercice 3
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4 a b a(n+1)+b(n 1) (a+b)n+(a b)
2 2 2 7 4 + , d’ou
n=2 _c £ o = n2—1 n-1 n+1 n? -1 n?-1
2-1 3 a+b=0
n.g 22 1 eta=2;b=-
3.1 3+1 2 a-b=4
ne4 2 _ 2 _22 4 _ 2 2
4-1 4+1 3 5 -1 n-1 n+l
2 2 11
"> 515:1 23
- n
n=6 2 2 _22 Zuk—z*'l—i—g::?'—(i"‘gJ_ _Ant2
- 6-1 641 5 7 b n+l n n+l n n(n+1)
o7 2.2 11 dna 2 ine
7-1 7+1 3 4 lim [3——N*2 |3 jim | 2NEE |
n_8 2 2 22 N—>-+00 n(n+1) n—>+o| N(N+1)
81 8+1 7 9 3 lim (‘"Z‘J 3-4 lim | = | ; lim [lj
....................................... n—>+wo| N n—+oo n n_)+w n
N 2 2 2 2 i
p-3-1 p-3+1 p-4 p-2 Donc lasérie converge vers S= lim | > u, |=
N ~ 2 i 2 _ 2 - 2 Nn—+o0 k=2
P p-2-1 p-2+1 p-3 p-1
2 2 2 2
n=p-1 - = -—
p-1-1 p-1+1 p-2 p
b 2 2 2 2
7 p-1 p+l1 p-1 p+1
Exercice 4



2 1 1

=2 ———==1-= 21 n-1_
n 51 3 3 n“-1 n-1 n+1
ney L 1 11 Suo=142-+ 1.8 [ 1 1} 3 an+l
3-1 3+1 2 4 b 2 n+l n 2 (n+l n) 2 n(n+l)
n—gq -+t _11
4-1 441 3 5 . 3 2n+1 3 . 2n+1
1 1 1 1 lim | —- =—— lim =
n=5 T i~ no+ol 2 N(N+1) ] 2 no+e|l n(N+1)
5-1 5+1 4
N6 1 1 11 3. lim [2—2J=§—2Iim (1] ; lim [ljzo
= 6-1 641 5 7 2 no+ol n 2 n—+o| N n—>+o| N

_, 1 1 11 . n 3
n= 7.1 741 6 8 Donc la série converge vers S = lim | > u, =5
k=2

nN—+o0
1 1 11

n=8 —_ ==
8-1 8+1 7 9
1 1 1 1
n=p-3 - = -
p-3-1 p-3+1 p-—-4 p-2
1 1 1 1
n=p-2 - = —
p-2-1 p-2+1 p-3 p-1
1 1 1 1
n=p-1 — = -
p-1-1 p-1+1 p-2 p
1 1 1 1
n=p - -
p-1 p+1 p-1 p+1
Exercice 5
1 . 1 1 1 1 -
u, = .ona: =— et 5 [ — la série Z est donc convergente en vertu
n(n+1) n(n+1) n“+n n°+n + n non(n+1)
1 1 1

n(n+1) “n on+l

1223 33
S, =U; +U, + Uy =1—£+£—1+1—1=1—£=§ et de méme en observant les groupements de termes qui

1 2 2 3 3 4 4
s’annulent, on obtient :

du théoreme de Riemann. Il est immédiat de Vérifier que

On obtient successivement : S, =u, =

==
N |-

111111 1 1 1 1 1 n
Sy, =U; +Uy +Ug +.eee Upg +U,=———F+———+———+........ e =1 =
1 2 2 3 3 4 n-1 n n n+l n+l n+l1

+90
Par définition de la somme d’une série,,ona: > u, = limS, = lim SLLEY

) n—>-+o0 no+o N+1
Exercice 6
k=2n
1 1 1
u = _——= —+ R
" kz_r;k n n+l 2n
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1, .
lLu,-u=—+. . +—+———+—— || —+—+..+— |= + —-=d’ou
n+1 2n 2n+1 2n+2 n n+1 2n 2n+1 2n+2 n
U -3n-2

T T 2y 2)(2n 1)
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2. La suite (uy) est décroissante puisque —3n—-2<0.
3. La suite est positive puisque somme de termes positifs ; elle est décroissante et minorée, elle converge bien.

Exercice 7
1-2°"

+0 P
1. lasérie Y 2"=1+2+2%+........ +2"diverge car ) 2"=1+2+2%+....... +2p=ﬁ=2'“1—1
n=0 n=0 -

p +00
lim 72" =>"2"= lim (2°*" -1) = +o0.
n—-+0 70 ) p—>+o

2. la série Zzip est la somme des termes consécutifs de la suite géométrique de 1* terme 1 et de raison %

p=0
n+l
n 1-(1/2 ne+ Lo .
etona: zi:1+l+i2+ ......... +i:#:2(1—(1/2) 1) , la série converge puisque :
=0 2° 2 2 2" 1-1/2

lim zn:izfi: lim 2(1—(1/2)””):2 > lim (EJM =0 ( q:%<1)

N0 67 2P 620 2P noieo N—>-+0

n n
La série de terme général [%) converge , on écrit :  lim Zi: 2.

p
N—>+0 =0 2

- - -~ 1 1 1 - .
3.0n considére la série de terme général ;ona: ———<-—pourtoutn;or lasérie de terme genéral
n? +1 n>+1 n?

1 ‘- . ‘- - 1
—-converge ( comme serie de Riemann avec « = 2), donc la série de terme général — . converge .
n n°+

+0 3 +00 1 . +00 .
En admettant que )’ ——=3) —~—, on peut dire que ) —— est une série convergente .
o +1  [SHn°+1 o +1
On peut aussi utiliser le théoreme d’équivalence : On directement :
3 3 - - 3 o -
——— [ —, lasérie de terme géneral —-est convergente donc ». 23 est une série convergente.
n°+1 +° n n o N° +
4. On considere la serie positive Z% de terme général U, = = L -
"0 (2n+1)) (2n+1)) 4n2[1+12]
2n
n’ n’

donc lim n%U =1, ar conséquent , la régle de Riemann
"4

Ona:n’U, = - =—
(2n+1)) 4n° +4n+1 N—>-+o0

s’appliquant aux séries a terme positifs permet d’affirmer que la série converge .

e - 1 N .y , -
Quand n tend vers I"infini , u,est un équivalent de e on reconnait le terme géneéral d’une série de
n

Riemann qui avec « =2 >1est une série qui converge , donc la série de terme général u,converge aussi
d’apreés le théoréme d’équivalence des séries positives .

n
5. La série de terme général (o répond au critére d’une série alternée :
n

La suite (%] est décroissante (on a pour tout n>0, ilsl donc .,y <V, OU (Jupaa| < |un| X X< )
neN n+ n X
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et lim v,

n—>+o0 n—+w N

= lim ==0, donc la série Z( b converge. Cette série est appelée la série harmonique alternée
n
n=1
e » (1) ) . T
6.1a série >~ de terme général u, = . On reconnait une série alternée, et ici le théoreme
—2n+1 " 2n+1

spécial de convergence des séries alternées s'applique En effet, pour tout n entier naturel on a
| | 1 1
Mo )+ 2n+3  2n+1

est décroissante
n+1

1 n
et lim |u,[=0, donc 1a serlez( ) est convergente
N—+o0 +1

n+1
7. Etudier la convergence de la série z( )

. —ntt . -
de terme général u, = ( )2 . On reconnait une série
n=1 n n

alternée, et ici le théoréme spécial de convergence des séries alternées s'applique

(_1)n+1
En effet, pour tout n entier naturelona: |u,|=

n2

1

-7 |un+l =
n2

S SR WY
(n+D)? n?+2n+1 n2 "

N—+o0
2 2
n n
8. 0< N <—n—Vn
2°+n 2

n+l
_—est décroissante et lim |u,| =0, donc la série Z( D st convergente.

Etudions la convergence de la série de terme genéral v, en utilisant la régle d’Alembert

(n+1)°
- 2
Vit on+l 1(n+1 1 ‘g T AR
=== —>§<1 donc la série de terme général v, est convergente .D’apres le théoreme de
A n n
on
. . . 2
comparaison sur les séries a termes positifs , la séries de terme général u
Exercice 8

est convergente également .
+Nn

1. soit la série Zu _Z 2sm

2 +o
( n”] pourtoutn>0|u|_ L
n=1 n=1N 3

1
sn—z La série Z;—converge

(ZWIJ
—sin
3

+00
(théoréme de Riemann ), donc la série Z|un|converge (‘critére de comparaison

La série Zu est absolument convergente , Z 2sm

(22 ] est convergente .
n=1

= arctann
2. Soit la série Z

arctann 1 -
. Pourtout n>0,0na: 0< =" < donc 0<u, <2 x— . Lasérie
n n 2n n
w7 1 &1
Z—x

< arctann
z > converge ( théoreme de Riemann)donc la série Z
n=1 2 n 2 n=1N

n=1 n
|
3. Oncalcule Y™ On obtient Yt —| N*+2 |, (n+1)_n+2 nl  n+2
un Un (n+1)! n!

x = >, donc lim el _g, 0<1
(n+D)! n+1 (n+1) N>+ U,
Donc d’apres la regle d’Alembert , la série Zn—” est convergente

est convergente.
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n y _£ Jn f nWn-n/n+2Jn  2Jn
2

4.0na: u,= , U, _ = , Cette expression est positive pour
n— n n-2 n n(n+1) n(n+1)

1
tout n>2. Onadonc u, >£ou u, >— . La série de terme eneral dlver e ( comme série de Riemann
n 1/2

avec o _%<1) on déduit donc que la série Z [2 est divergente .on peut aussi la régle d’équivalence :

n=0
n n n 1 . . . . - L. n
L 0 £ donc L 1 —= la conclusion vient de maniere immediate : la série de terme général L
N-2 + n n-2 + n n-2

est divergente.

Quelques séries numériques de référence : Série harmonique : c'est la série : Zi

= N
Bien que son terme général tend vers 0 en + co, cette série est divergente en effet :
27 1 11 11 11 1 1
D o=l S S T St e R +—
kK 2 3.4 26 7 8 2141 2P
2 termes 4 termes 2PLtermes
2° 1 11 1 1 11 1 1
—=l4+—+ —+— =+t =+ —+........ —F +—
=k 2 3 56 7 8 o1 op
2 termes 4 termes 2PLtermes
LIS DN L W L PORLE L )
3 4 4’ 5 6 7 8 8 op-1,q op P
2P n
i21+£+2x1+4><£+ ....... +2p_1><i:1+1(1+1+1+ ........... +1) ; donc zlzl+£
K 4 2P 2 =n 2
= p
n
soit n un entier naturel non nul, soit p la partie entiere du nombre:n—g ona:nz2et: zl 1+§
n k= N

quand n tend vers +eo , p tend également vers + co d'ou la série zi est une série divergente.

n>1
I1l._Raisonnement par Récurrence.
Propriété : Soit P(n) une propriété dépendant d'un entier n et n, un entier fixé.
Etape 1 : Vérification (initialisation)
On Vérifie que la propriété est vraie pour le premier terme : P(0) ou P(1) est vraie.
Etape 2 : Hérédité
On suppose que la propriété est vraie pour le terme de rang n et on démontre que si elle
est vraie pour le rang n elle est vraie pour le rang n + 1.
Si pour tout entier n > ny on a P(n) vraie = P(n+1)vraie.

Exercice 3. Démontrer par récurrence que pour tout n>1,0na:

. n(n+1

1. Dk= 1+2+3+...+n=—( +),
ka1 2

2 SRt sg . nt nOHDEY
= 6
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Exercice 3.

2
n n
Soit a démontrer par récurrence que Zk3 :[ kj . Pro=1 113 =12
1

k=1 k=

: n ) n 2 2 2
On suppose que Y k° {ij , Cest-a-dire Y k® :(”(“ Dj _ e+
k=1 k=1

k=1 2 4
n+l n 2 2 2 2 3 20
stzzks+(n+1)szw+(n+l)3: n2(n+1?2+4(n+1)° _ (n+1)*(n+4n+4)
k=1 k=1 4 4 2
_ (n+12(n+2)2 _((n+1)(n+2)j2 ~ nik 2
4 2 k=1
. 3 3 3 3 n2(n+1)2
Somme des n premiers cubes ( non nuls)1” +2° +37 +.......... +n =

Démonstration :

Le principe est le méme que pour la somme des n premiers carrés ,
posons

S, =1+2+3+.. . +n

So=1 2%+ 4wt
S, =1 +274+  +a’

4 4 3 2
la formule du bindme de Newton permet d'écrire ; £+ 17 — &7 = 4&"+ 6&% + 4k + 1

on obtient en faisant varier k de 1 a n, n éguations que I'on peut ajouter membre a membre :
2 1t = AP e+ 4141

E R L. (Vi R R N RV QT

(r+10 —nt=dun’ +oxni+dxn+1

(n+1)*—1= 48, + 65, +45, +»
en isolant Sz on obtient la formule de la somme des cubes.

124024324474 4,0 o nntDEed ]
Somme des n premiers carrés (non nuls) &
démonstration :
posons

S, =1+243+. . +n

_ 12 4 o2 2 )
Sp=1"+2"+ 42" gnaaitque: (k+1)° -k =3K +3k+ 1
on peut donc écrire et ajouter membre a membre les n égalités suivantes :
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251 = 3x1? 4 3x1+1
- 2 =3x2?+3x2+1
R E R PO L P T |

fa+1Y —a® =3xu® +3=xu+1

(4107 —1=23x (12 +2° 4+ 374 42?3+ 3x(14+24+34+  +u1+n
(r+1Y —1=3x5, +3x 8 +x
38, =(n+D*-1-35, —=n
Srin+1
- X
2
38, =(n+17 - (n+1)—

[

35, =(e+17 -1

Srin+1)
2

;1:’ [2(s +1)% — 2 3x]

35, =

s, =%J[2n2+4n+2—2—3n]

8, = —(”;1) (272 +n)

_alr+ 12+ 1)
&
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