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Exercice 1

La fonction définie par :

T

f@) =

est une fonction rationnelle donc de classe C*° sur son do-
maine de définition Dy = R—{—1} et en particulier sur le
segment [0, 1]. On peut donc lui appliquer la Formule de
TAYLOR-LAGRANGCE sur [0,1] & l'ordre 2 :

Je €]0, 1] tel que :

F) = F0) + F/(0) + 53 7(0) + 5170

Comme
1 -2

1" o 6
ma f (l‘)* (1+$)3’

f'(@) = fO @) =

alors, f(0) =0, f/(0) =1 et f”(0) = —2. Ainsi, la formule
de TAYLOR-LAGRANGE donne :
(I+c)'=2

c’est-a-dire, ¢ = £+v/2 — 1. Mais comme ¢ €]0, 1] alors, le
seul point vérifiant la Formule de TAYLOR-LAGRANGE ap-
pliquée & f est c= v/2 — 1.

Exercice 2

e Déterminons le Développement Limité a l'ordre 4 au
voisinage de 0 de la fonction :

fi(@) =In%(1 +2) = (In(1 4 z))*

On sait que :

1 1
In(l+z)=x-— 5902 + gx?’ + o(2®)

d’oty,

filz) = (In(l+a2))’

T+a7

www.tifawt.com
Autre méthode :
filz) = (n(l+x)’

= 21+ (-2 $—2 2+0(x4)

B 2 3

= 2°(1+2 —f+m—2 + —£+x—2 2 + o(z?)

B 2 3 2 3
22 )2 2z

_ 2 q_ L A i 4

- e B () (1 2) ) et
2 2

= x2<1x+2§+z>+o(:c4)

filz) = xz—x3+%x4+o(m4)

e Déterminons le Développement Limité a l'ordre 2 au
voisinage de 1 de la fonction :

In(z)

P =130

Posons le changement de variable x = 14 h, si x — 1 alors

h — 0 et

folz) = In(1+h) _ In(l+h) _ 1 [ In(1+h)
VT I+ +h)? T 24204k 2\ 14 A4 2

ou encore,

1 1
fa(z) = 5 In(1+h) <l—|—(h—|—h;)>

On effectue le produit des parties régulieres des DL des

fonctions In(1 4 h) et

1+ (h+ )
In(1+h) = h—%h2+o(h2)
1 h?
= 1—h+o(h)
= h—h2—%2+o(h2)

On obtient ainsi,

fo(z) = % (h — giﬁ + 0(h2)>
1 3
= h- Zh2 + o(h?)
fale) = 3=1)= -1+ o(z - 1)?)

Remarque : Pour trouver le DL5(0) de la fonction

In(1 + h)
1+h+ 2
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on peut effectuer la division suivant les puissances crois- Or,
santes de la partie réguliere du DLy(0) de In(1 + h) par ) 5 .
1+h+5 In(1 A 4
3 n(l+ ) T = + 3 1 + o(z*)
h —1ip? 1+h+%h? In(1+ z) r x? 3
2 2 = 124 _Z 3
— x 2 + 3 4 +o(z%)
2 3
—h —h2 _1p3 h— 3p2 1n(1—|—m) B _ _E £_£ 3
2 2 - 1 5 + 3 1 + o(z”)
2 3
3 1 B B T x x 3
3712 313 374 1 1
2h +2h +4h eY — 1+Y+§Y2+§Y3+0(Y3)
h3 —l—%h‘1 1l vient,
On obtient ainsi, v . (_m . xj B xg) +1 (_x N j B x3>2
B 2 3 4 2\ 2 3 4
In(1+ h) 3 5 9
————— =h—=h"+o(h°). 9 3\ 3
Lrhtly 2 T . + o(z?)
6 2 3 4
e Déterminons le Développement Limité a l'ordre 3 au ) 5 ) )
voisinage de 0 de la fonction : - 1_% + r_r + 1 (_E) 1— 2 + T
) 2 3 4 2 2 3 2
fa(x) = (e" — )3 1/ z\3 2 2%\’ 5
+—(—§) L=2+5 ) +oa®)
On sait que : 6 3
x  x? 23 2P ( 21:) a3
2 .3 = 1-S4+ = -+ (1-2=) - = +o0(z*)
e = l1+z+2 4+ 1 o@d 2 3 4 8 3 438
2 3l x  z?2 2 2?2 23 23 3
2 3 S T A T A
-z = 1+ 4% 4 o@d st T T 6 T o)
2 6 11 o 3 3
, . = 1—§—|—ﬂx 6% + o(x?)
Posons X = % + %, quand z — 0 alors X — 0 et
) Enfin,
f3(z) = (1+X)3 v
1 falx) = ee
= 1+-X+o(X)
3 = ell—zz+ Ex2 - lx?’ + o(z?)
_ 14t ﬁ+£3+(3) 27 24 16
- s\27%) "% o Cpp e Tea o
2?2 a8 3 2 24 16
= 1+ —+—+o(z°)
6 18 e Déterminons le Développement Limité a l'ordre 2 au
Ainsi, voisinage de 0 de la fonction :
2 28
fg(x):1+g+ﬁ+o(x3). f5(@) =In(1+z+V1I+x)

e Déterminons le Développement Limité a l'ordre 3 au
voisinage de 0 de la fonction :

fi(z) = (1+2)* = exp (ln(l;x)> .
Posons
x_n(d+z)
T

On remarque que si x — 0 alors X — 1 puisque

In(1+ x)
x

~1

Ainsi, la fonction f3(z) peut s’écrire sous la forme :

Fa(z) = X = XD — ¢ X1

On sait que :
1 1, 9
Vidz = 1+§x—§x + o(z*)
3 1
l1+z+V1i+a = 2+§x—§x2+0(m2)
1
In(l+z4++v14+2z) = In {2+§x—8x2+0(x2)}

= In(2)+n {1 + (ix —Laty O(Iz)ﬂ

16
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Posons X = 2z — 2%, quand 2 — 0 alors X — 0 et Ainsi,
In(1+ X) X 1X2+0(X2) fo(x) In(3) {1+ L 1+h :
= —_ = = n n -
2 oL In(3) 3
2
31 ,\ 1/3 1 2) ) 1 2In(3) + 1
= |-z——=z° |-z |-2—=2°) +o(z = In(3) |1 - h? h?
(4 16 ) 2 (4 16 (@) n( )[ e T T2mm) }Jro( )
31, 1(3 )2( 1 )2 ) 1 2In(3)+1 ., )
= —r——x"—-|-x 1——z| 4oz ) = +/In(3)+ h — h®+o(h
17160 "2 \4 12 @) fol=) ®) 6,/In(3)  72In(3)/m(3) ()
3 1 9
= 1 1—6x2 - 3—2322 + o(z?) e Déterminons le Développement Limité a lordre 3 au
3 11 voisinage de oo de la fonction :
= Zr— —z*+o(z?
47 32 fr(@) =1+ 22— a2 -1
Alnsi, Posons h = %, quand |z| — 400, alors h — 0 et
3 11, ) f7($):\/1+}12—\/hg—1:h<\/1+h2—\/1—h2)
= In(2)+ 157 35° + o(z*) |h]
Cherchons le Développement Limité au voisinage de 0 de :
3 1 , 9
= In(2)+ 127 35% + o(z*) B
V1+h? = 14+ —— — +o(h?)
e Déterminons le Développement Limité a l'ordre 2 au 22 84
voisinage de 2 de la fonction : Vi—h2 = 1-— P + o(h*)
2 8

Nl

fo(z) =

Posons le changement de variable x = 2+ h, quand = — 2
alors h — 0 et

fo(z) =

In(1+ z) = [In(1 + z)]

S

[In(3 4+ h)]

o)+ (144)]

- gl

on a :
m(14+m) = ﬁ—h—2+ (h?)
. 3) ~ 3 18"°

1 h h h?
@) " (1 + 3) = 3m@E)  BWE) o(h?)

Posons X =

h

m*ls?ij(&7sihﬁ>oalors)(ﬁoet

X X2
1+ - +o(X?
+2 3 +o(X?)

1/ h h2
= 115 <3ln(3) a 181n(3)>
1/ h hr o\’ )
8 <3ln(3) - 18111(3)) + o)
h h?
6In(3) 361n(3)

o) (-
(3)

h h? h?
=1 - — h?
* 6In(3) 36In(3) 72In%(3) +olh)
1 b 2In(3) +1 ,

6m3) " 2mE) +olh)

Nl=
|

1+X]2 =

et par suite,

V1452 —/1—h2=h2+o(h?)

~~ au voisinage de —oo

filw) = f%(\/1+h27\/17h2)
= —h+o(h?)
fr(@) = iJrO(xlg)

~» au voisinage de 400

folx) = %(\/1+h2—\/1—h2)
= h+o(h?)
fr(x) = ;;—’_O(Jj-g)

Exercice 3

e Déterminons le Développement Généralisé a ’ordre 5 au
voisinage de +oco de la fonction :

1 1 1
7= =3 ()

On remarque que :

lin%) fi(z) =00

Donc la fonction f; n’admet pas de Développement Limité
au voisinage de 0, cependant elle admet un Développement
Généralisé au voisinage de ce point. En effet,

1 1
h@) = x<1—|—x>
1
= —(1-z+2”—2°+2' —2° + 2% 4 0(z9))
x
1
filz) = = —14z—2*+23— 2" +2° + o(a)
T
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e Déterminons le Développement Généralisé a ’ordre 1 au

voisinage de 4+oco de la fonction : Exercice 4
folz) =2 z ; 1 e Etudions les branches infinies de la fonction définie par :
T
1\" 1
On remarque que : filz) == (1 + ) = zrexp |:aj In (1 + ﬂ
x T
lim fa(z) = +oo

Posons = = %, quand |z| — 400, alors h — 0 et
Donc la fonction f; n’admet pas de Développement Limité

au voisinage de +00, cependant elle admet un Développement 1 1 1
= - —In(1+h
Généralisé au voisinage de +oo. Posons h = %, quand h(@) h P n(l+h)
T — 400, alors h — 0T et
Or,
1 1—h
x —/— B2 B3
Cherchons le Développement Limité au voisinage de 0 de : 1 ho B2
1-h (] Eln(l—i—h) = 1—§+§+o(h2)
1+h 1+h Ainsi
insi,

1—2h(1 — h+o(h))
1 —2h +2h% 4 o(h?)
+ (—2h + 2h* + o(h?))

2

h h
exp [1—2+3+0(h2)

2
— L4k to(h?)

exp Lllln(l + h)]

et par suite, = e€e¢
1-h 1 PosonsX——f—i-f51x—>0a10rsX—>OIIV1ent
—— = [1+4 (-2h+2h*+0o(h?))]? 37
1 1 Y= 14X+ =X?40o(X?
= 1 (204 20%) = S(=2h+ 20 + o(?) ¢ X g X Ho(X5)
2
= 1o ht ik g o(n? N ) o i
= 1-h+3h"+o(h7) 273 ) T2\"27 3
"ot ho B2 1 h\? 21\ ?
dOll7 = 1-——-4+ 2 4= _) <1_> —|—O(h2)
L Ah 273 T2\ 2 3
fd(x) = A\ T— h h2 h2
hV1+h = 1—-+4—+—+o(h?)
1 hoo 27378
= — —1 —_ 2
p— 145 +o(h) BN R b L
) 1 2 Tog T°
fg(fﬂ) = -1+ % + o0 (x) D’O]:l’
e Déterminons le Développement Généralisé a ’ordre 2 au 1
voisinage de 4+oco de la fonction : filz) = Eee
1 1 1 11
f3(z) = 2? In(z+1)—2?In(z) = 2 In <x + > =2%In (1 + ) = % {1 - fh + 7h2 + o(hQ)}
x x
On remarque que : - % _ g + &h + o(h)
lim f5(z) = o0 e 1lle 1
T—-+00 _ _ = o -
h@) = e 2+24x+0<x>

Donc la fonction f3 n’admet pas de Développement Limité
au voisinage de +00, cependant elle admet un Développement  Done, la courbe représentative de f; admet au voisinage

e - 1
Généralisé au voisinage de +oo. Posons h = =, quand de I'infini une asymptote oblique d’équation y = ex — §.
x — +o00, alors h — 07 et
1 e Etudions les branches infinies de la fonction définie par :
f3(x) = —2111(1 +h)

" - . fo(z) =+ Va2 -1

Cherchons le Développement Limité au voisinage de 0 de :
1

(1 4h) = h_1h2+§h3_3h4+0<h4> Posons z = £, quand [2] — o0, alors h — 0 et
1 1
fa(z) = 1n(1+h) fo(2) = 5455 -1

1 11, 1 11

= — — -+ -h—-h*+o(h? = —+—V1-h?
R 2Tl g o) hn

L1 1 11 .

= = - = 4+ —(1-h?>2

f3(@) Tyt 4x2+0<x2) Rt
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Or,
1 1
(1 — }7/2)§ = 1-— 5}12 + O(h2)

~~ Au voisinage de —oc0 :

fale) = 3-30-0)
- }ll—}ll<1—;h2+o(h2)>
= %—%—l—%h—ko(h)
= hton)

fo(x) = % +o (i)

Donc la courbe représentative de fo admet la demi-droite
d’équation y = 0 comme asymptote horizontale au voisi-
nage de —oo.

~~ Au voisinage de 400 :

fale) = (- R
= ;L+}1L<1—;h2+0(h2)>
= %—F%—%h—ko(h)
= 2 Chtolh)

folz) = 2x—2$—|—0<i)

Donc la courbe représentative de fo admet la demi-droite
d’équation y = 2x comme asymptote oblique au voisinage
de +o0.

e Etudions les branches infinies de la fonction définie par :

f3(2) = (z — 2)ex

Posonsx:%,quand |z| — +o0, alors h — 0 et
1
fa(x) = (h—Q)eh
Or,
h Lo 2
' = Ltht g+ o(h)
1
fs(x) = (h_2> e
= (L) (1t teey (h?)
= ; 5 0
= l—l—l—i—lh 2 —2h+o(h)
= 5 0
1 3
= 7—1—7
. 2h+0(h)
3 1
= —1—— —
fa(x) x 2x+0(x>

Donc la courbe représentative de f3 admet la droite d’équation

y = z—1 comme asymptote oblique au voisinage de l'infini.

Exercice b

Calculons les limites suivantes via I'outil Développement
Limité :

Cette limite est une Forme Indéterminée 2. Posons

0
2 _
x? — T
2 -1

fz) =

Soit le changement de variable x = 1 + h, si z — 1 alors
h — 0 et

Fa) = (1+h)?>—=vV1+h 142h+h*—V1+h
 (1+h2-1 2h + h?

Puisque la valuation du dénominateur de la fraction ra-
tionnelle est de l'ordre de 2, il suffit de développer, au
voisinage de 0, le numérateur a un ordre n > 2.

Vith =

142h+h2—V1+h

1.1
14 2h— 2p2 2
+5h = gh? +o(h?)

_ 3, 9. 2
= 2h—|—8h +o(h*)

1+2h+h%2—V1+h
2h + h2

3h+ §h? + o(h?)
2h + h?

3+ 3h+o(h)

24+ h
Par passage a la limite il vient,
2 3.9
— s+ ch+o(h 3
limx \/Ezlim2 8 0()27
-1 2 —1 h—0 2+h 4
e lim vVa24+z+1—2a=7

r——400

Cette limite est une Forme Indéterminée +o0o — co. Posons
fl@x)=va2+z+1—=x

Soit le changement de variable h = %, quand x — 400
alors h — 01 et

/1 1 1

_ J1+h+R2 1
B 2 h
1 }
= E[1+(h+h2)] —
[1+(h+h2)]% = 1+%h+0(h)
fa) = 7+ hER)] -

1.1
1+2h—|—h2—1—§h+§h2+0(h2)
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Par passage a la limite il vient, Par passage a la limite il vient,
. .1 1 _ 14a=0
xgr}rloo\/:cz—kx—l—l—x:h£%1+§+0(1) =3 xEIJIrloof(x) =0 < { b1
z2 _ a=—1
o lim & 8@ _, = { b=1
z—0 2
Cette limite est une Forme Indéterminée J. Exercice 7
.2
e = 1+a%+o0(2?) Soient a,b € R*. Trouvons un équivalent au voisinage de
1 . s :
cos(z) = 1-— 5902 + o) 0 de la fonction définie par
e’ —1
e’ — cos(z) 1422 — 14 122 + o(2?) fl@) =
— e’ — 1
x? x?
_ %xz + o(2?) Comme
3 " W= 14 () + o (en)? + o(e?)
e = ar) + = (ax o(x
2 a? )
Par passage a la limite il vient, ol = ary Pl +o(2%)
. 1
_e” —cos(z) 3 e’ = 14 (bx)+ E(bx)2 + o(2?)
lim ————= =lim ( - +0(1) | = =. :
z—0 2 z—0 \ 2 2 b v, )
e’ —1 = bxr+ —za°+o(z)
l+z—¢€® 2
. +x—e
o lim ——— =7
z—0 z1n(1 + ) alors,
. . s ez Q
Cette limite est une Forme Indéterminée §. er—1  az+ L;xQ ¥ o(2?)
1 bz 1 822 2
o 1+x+§x2+o(x2) e br + Fx? + o(x?)
1 a1+ Gz +o(x)
x . 2 2 = — - o
l+z—e" = 5 + o(z7) b \1+ 2z+o(x)
In(1 + = +
n z) 1:2 o(x)2 On effectue la division suivant les puissances croissantes
zln(l+z) = 2”4+ o(z7) de 1+ % par 1+ Zz.
Par passage a la limite il vient, b
p g 1 +%$ 1+ §£E
14+ —e” . —3a% +o(z?) . —3+o(1) 1
im ——— = —— = lim —=—— 2> = ——.
s—0zIn(l+2) +—0 z2+ o(x?) z—0 14 0(1) 2 -1 -2z 1+ (agb)os
Exorc
xercice 6 (at)
2
Soit la fonction définie par : (a—b) bla—b) 2
— =T — =
T — c
= b+ =
flx)=x x+1+ax+ +x

Trouvons les réels a, b et ¢ pour que hrf f(z)=0. On obtient ainsi,
T—T00

: e —1 a 1_i_(a—b) + o)
x — = - x o(x
D’apres Exercice 3, le Développement Généralisé de x 1 ebr — 1 b 2
x
.. N T 3 . a ala — b
au voisinage de 400 et a 'ordre 1 est donné par : = 2. ( )x + o(z)
b 20
x—1 1 1
=1t ot~ Dot
T . r e -1 a ala —b)
2o z

D’ot, ebv—1 b ° 2

T —1 c Exercice 8
flz) = :U\/il—i—ax—i—b—l—f
T+ ) ) r Soit a € R et soit la fonction définie sur R par :
= :E—l—i——l—o()—i—asc—l—b—I—C )
2x T T f(:c)—{ m%ln(l—i—x—k%)—% x#0
1\ 1 1 o —
= (1 b—1 ~) = - a =0
(1+a)z+( )+<C+2>x+0(a:>
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Trouvons le réel a pour que la fonction f soit continue en
0. Déterminons pour ceci le Développement au voisinage

de 0 et & 'ordre 3 de :
22
In(1 —
n( —|—<x—|— 2))

332
In(1 — =
n( +z+ 2)

= +x2 ! +22+1 +x2 3+(3)
= (#+3 5 (2T 5 i G o(x
z? 22 z\2 28 z\3
ST e )
9:—|—2 2<+2 +3 —|-2 + o(z?)
z?2 2? x z? 3
2 2 3 3
I+%*%*7+£+0(I3)
1
= z— -2+ o(z?)
6
en suite,
1 2 1 1
len(l—i—x—l—g) = xz(l‘—6x3+0(x3)>
1 1
= f—éx—i—o(x)
1 x? 1 -1

La fonction f est continue en 0 si et seulement si,

lim f(z) = £(0) = a

z—0
si et seulement si,

a = lim <_61x + o(m)) =0

Tr—

En outre, d’apres le Développement de f(z), f est dérivable

en 0 et en prenant le coefficient de z! on a :

Exercice 9

Soit la fonction définie par :
f(z) =In(1 — z + 2?)

+ Btudions la position de la courbe représentative de f,
notée Cy, par rapport a la tangente au point d’abscisse 0.
Déterminons pour ceci le Développemnt Limité de f a
Pordre 2 au voisinage de 0 :

In(l-—z+2°) = In(1+(-z+2?)
= (o +a?) — gz + a7 +oa?)
= —r+a?-— #(1 —2)? + o(2?)

22
= —x+x2—3+0(x2)
2
x
= —x+ 1 + o(z?)

Donc, la droite y = —=x est la tangente & Cy au point
d’abscisse 0. Et comme

z—0 —0 2

2
lim (f(z) —y) = lim (m + 0(362)) =07
alors, Cy est au dessus de cette tangente.

+ Etudions la position de Cy par rapport a la tangente au
point d’abscisse 1.

Déterminons pour ceci le Développemnt Limité de f a
lordre 2 au voisinage de 1 : posons le changement de va-
riable x =1+ h et quand z — 1 alors h — O et on a :

fl@)=In(1—1+h)+(1+h)?) = (1+h+hr?.

D’apres la premiere partie,
2 h2 2
In (14 h+ h?) =h+ o +o(h7)
En remplacant h par (z — 1) il vient,

fla)= (= 1) + 5z~ 1) +ol(@ — 1)

Donc, la droite y = x — 1 est la tangente a C; au point
d’abscisse 1. Et comme

lim (f(z) —y) = lim (;(m — 1) +o((x — 1)2)) =0"

rz—1 rz—1

alors, Cy est au dessus de cette tangente.

Exercice 10

Soit la fonction définie par :

3
@) =13

Calculons les neuf premieres dérivées au point 0 de f.

) = o (1—&-1556)

= 2°(1-2%+o(z9))

= 25— 2% +o(2?)

et 3
f3'(0) 1 = f%0)=6
)
! 99'(0):4 — 90 =-9

Exercice 11

Soit la fonction définie par son Développement Limité a
lordre 2 au voisinage du point d’abscisse -1 :

3e !

flz)y=e1— (x+1)2+o((x+1)?
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Etudions localement cette fonction au point -1 :

~+ 8i —1 € Dy alors la fonction f est continue au point
—let f(—=1)=e1,

~ Si —1 & Dy alors la fonction f est prolongeable par
continuité au point —1 et son prolongement est donné par :

f(x)—{ f(x) €Dy

el x=-1

~> 1’équation de la tangente au point d’abscisse -1 est
donnée par y = e~ ! et comme

-1

lim (f(z) —y) = lim 3 (x+1)*+o((z+1)*=0"

r——1 rx——1

alors la courbe représentative de f est au dessous de la
tangente,

~ D’apres le Développement Limité donné on peut déterminer
un équivalent de f :

flx) —e ™ ~g —3e Hz +1)?
~~ f est deux fois dérivable au point —1 et on a :

=0 =3e f(-1) = =3¢t

2! 2

~ Comme f’(—1) = 0 alors le point (—1,e~!) est un point
critique de f,

~» Comme f’(—1) = 0 et le premier exposant de 1’équivalence
susmentionnée est paire ((x+1)?), alors f; présente un ex-
tremum en ce point et comme en plus le coefficient de cet
exposant _736_1 < 0, alors la courbe représentative de f
présente un maximum relatif au point (—1,e71),

~~ Comme la courbe représentative de f présente un maxi-
mum relatif au point (—1,e~1) alors f est concave au voi-
sinage de ce point.
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