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Exo7

Suites

Exercices de Jean-Louis Rouget.

* tres facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** tres difficile
I: Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

Exercice 1 ***]T

Soient (uy),en une suite réelle et (v,),en la suite définie par : Vn € N, v, =

uo+ur+...+u,
n+1 :

1. Montrer que si la suite (u,),en vers un réel £, la suite (v, ),en converge et a pour limite ¢. Réciproque ?
2. Montrer que si la suite (u,),cn est bornée, la suite (v,),en est bornée. Réciproque ?

3. Montrer que si la suite (u,),cn est croissante alors la suite (v, ),en 1’est aussi.

Correction V¥ [005220]

Exercice 2 ***

Soit (u,)sen une suite réelle. Montrer que si la suite (uy)nen converge au sens de CESARO et est monotone,
alors la suite (u,),en converge.
Correction ¥ [005221]

Exercice 3 **IT

Pour 7 entier naturel non nul, on pose H, = Y;_, % (série harmonique).

1. Montrer que : Vn € N*, In(n+ 1) < H, < 1 +1In(n) et en déduire lim,,_, ;. H,,.

2. Pour n entier naturel non nul, on pose u, = H, —In(n) et v, = H, — In(n+ 1). Montrer que les suites
(uy) et (v,) convergent vers un réel y € [%, 1] (y est appelée la constante d’EULER). Donner une valeur
approchée de y 2 1072 pres.

Correction V¥ [005222]

Exercice 4 **

1

Soit (uy)sen une suite arithmétique ne s’annulant pas. Montrer que pour tout entier naturel n, ona )y =

n+1
Uolp41
Correction V [005223]

Exercice 5 **

: 1
Calculer hm,HJroo ZZ:I T2 12

Correction ¥ [005224]

Exercice 6 ***
Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b. On pose uy = a et vp = b puis, pour n entier naturel donné,

Uyl = ”"Jz"’” et Vyr1 = /Un+1vn. Montrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes et que leur limite commune
est éoale 2 bsin(Arccos(§))

g Arccos()
Correction ¥ [005225]
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Exercice 7 **
Limite quand » tend vers oo de

sinn
1. sinz

2. (1+5)",

8. T, 242"

Correction V [005226]

Exercice 8§ **
Etudier la suite (u,) définie par v/n+1—/n = ﬁ

Correction V [005227]

Exercice 9 **T Récurrences homographiques

Déterminer u, en fonction de n quand la suite u vérifie :

1. vneN, u,y = 3_”§un,

H(up—1 . .
7(”5 ) (ne pas se poser de questions d’existence).
n

2. VneN, upy =

Correction V¥ [005228]

Exercice 10 **
Soient (uy) et (v,) les suites définies par la donnée de u et v et les relations de récurrence

2u, + v, Uy, +2v,
Upt+1 = —3 ety = —3
Etudier les suites u et v puis déterminer u, et v, en fonction de n en recherchant des combinaisons linéaires
intéressantes de u et v. En déduire lim,,— 1o 1, €t lim,,— 1o vy,.
Correction V¥ [005229]

Exercice 11 **
Soient (uy), (v,) et (w,) les suites définies par la donnée de ug, vo et wy et les relations de récurrence

Vi + Wy Up+ Wy Up + vy
Mn+1 = T? Vn+1 = T et Wﬂ+1 = T

Etudier les suites u, v et w puis déterminer u,, v, et w, en fonction de n en recherchant des combinaisons
linéaires intéressantes de u, v et w. En déduire lim,,—, 1o Uy, lim,,— 4 oo Vet limy,—y 4 oo W
Correction V¥ [005230]

Exercice 12 ***
Montrer que les suites définies par la donnée de ug, vy et wy réels tels que 0 < ug < vo < wy et les relations de
récurrence :

3 1 1 1 Up+Vp+Ww
=—+—+—cetvyy :\3/ UpVpWpn €L Wy = m

3 b
Upt1 Up Vn  Wp
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ont une limite commune que 1’on ne cherchera pas a déterminer.
Correction V [005231]

Exercice 13 #**

Soit u une suite complexe et v la suite définie par v,, = |u,|. On suppose que la suite ({/v,) converge vers un réel
positif /. Montrer que si 0 < ¢ < 1, la suite (u,) converge vers O et si £ > 1, la suite (v,) tend vers +co. Montrer
que si £ = 1, tout est possible.

Correction V¥ [005232]

Exercice 14 ***

1. Soit u une suite de réels strictement positifs. Montrer que si la suite (“= ) converge vers un réel ¢, alors
({/uy) converge et a méme limite.

2. Etudier la réciproque.

3. Application : limites de
@ /G
(b) f
(C) n (311

Correction V [005233]

Exercice 15 *

Soient u et v deux suites de réels de [0, 1] telles que lim,,_, 4o t,v, = 1. Montrer que (u,) et (v,) convergent vers
1.

Correction V¥ [005234]

Exercice 16 **

Montrer que si les suites (#2) et (u)) convergent alors (u,) converge.
Correction ¥ [005235]

Exercice 17 ***T
1 )I’l-‘rl

Etudier les deux suites u, = (1 + %)n etv, = (1 +
Correction V [005236]

Exercice 18 **T

Etudier les deux suites u, =Yy, % et vy =up+ 5
Correction V¥ [005237]

Exercice 19
Etudier les deux suites u, = (Zk 1 \[> 2vn+letv,= (ZZ:] ﬁ) —24/n.

Correction V¥ [005238]

Exercice 20 **T
Déterminer u, en fonction de n et de ses premiers termes dans chacun des cas suivants :

1. Vn €N, 4u, o = 4up 1+ 3uy,.

2. VneN, 4du, o =u,.

3. VneN, 4un+2 =4u, 1+ 3u, +12.
4. VneN =-L L

? Uny2 = Up Uy
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5. Yn>2, uy =3uy_| —2up_n+n.
6. VneN, u, 13 —6u,. 0+ 11,1 — 6u, =0.
7. Vn €N, thyyg —2up 13+ 2ty 0 — 21 Fty = 1.

Correction V¥ [005239]

Exercice 21 ****
Onposeu; =1let,Vne N* u, 1 =1+ % Montrer que lim,,, o (4, — /1) =
Correction V¥ [005240]

0=

Exercice 22 ***
Montrer que, pour n > 2,

cos (7) = %\/24— V2+...+ V2 (n— 1 radicaux) et sin (%) = %\/2— V24 ...+2 (n—1 radicaux).

En déduire lim,,_, 1., 2" \/ 2 —V/2+...++/2 (nradicaux).

Correction V [005241]

Exercice 23 ***

1. Montrer que pour x réel strictement positif, on a : In(1 +x) < x < (1+x)In(1 +x).

2. Montrer que [T;_, (1 + %)k <" <IThy (1 + %)kﬂ et en déduire la limite quand »n tend vers +oo de @

Correction V [005242]

Exercice 24 *#%*

Soit (u,) = (?) avec p, € Z et g, € N*, une suite de rationnels convergeant vers un irrationnel x. Montrer que

les suites (|py|) et (¢,) tendent vers o quand n tend vers +-co.
Correction ¥ [005243]

Exercice 25 **

Donner un exemple de suite (u,) divergente, telle que Vk € N*\ {1}, la suite (u,) converge.
Correction ¥ [005244]

Exercice 26 ***
Soit f une application injective de N dans N. Montrer que lim,,_, 1« f (1) = +oo.
Correction V [005245]

Exercice 27 ***]
Soit u, ’'unique racine positive de 1’équation x" +x — 1 = 0. Etudier la suite (uy,).
Correction V [005246]

Exercice 28 **#*]
Etude des suites (u,) = (cosna) et (v,) = (sinna) ou a est un réel donné.

1. Montrer que si 5 est rationnel, les suites u et v sont périodiques et montrer dans ce cas que (u,) et (v,)
convergent si et seulement si a € 27Z.
2. On suppose dans cette question que 5 est irrationnel .

(a) Montrer que (u,) converge si et seulement si (v,) converge .
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(b) En utilisant différentes formules de trigonométrie fournissant des relations entre u,, et v,, montrer
par I’absurde que (u,) et (v,) divergent.

3. On suppose toujours que 5 est irrationnel. On veut montrer que I’ensemble des valeurs de la suite (u,,)
(ou (v,)) est dense dans [—1, 1], c’est-a-dire que Vx € [—1,1], Ve >0, In € N/ |u, — x| < € (et de méme
pour v).

(a) Montrer que le probléme se rameéne a démontrer que {na + 2k, n € Netk € Z} est dense dans R.

(b) Montrer que E = {na+ 2kn, n € Netk € Z} est dense dans R (par ’absurde en supposant que
inf(ENR*.) > 0 pour en déduire que 5~ € Q).

(c) Conclure.

Correction V [005247]

Exercice 29 ##*%*
Montrer que ’ensemble E des réels de la forme u, = sin(In(n)), n entier naturel non nul, est dense dans [—1, 1].
Correction ¥ [005248]

Exercice 30 ***
Calculer infy¢jo z((sup,en (| sin(na)|)).
Correction V¥ [005249]

Exercice 31 **]
Soit (u,) une suite réelle non majorée. Montrer qu’il existe une suite extraite de (u,) tendant vers +oo.
Correction ¥ [005250]

Exercice 32 ***

Soit (u,) une suite de réels éléments de ]0, 1] telle que Vn € N, (1 — u,)un+1 > +. Montrer que (u,) converge
1

Vers 5.

Correction V [005251]
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Correction de ’exercice 1 A

1. Soit € > 0. 1l existe un rang ny tel que, si n > ng alors |u, —£| < % Soit n un entier naturel strictement
supérieur a ng.

1 1 &
) = | =|— —¢
v =] n+1,§5”" n+ §<”’< )
noy n
< Yl — |_ |uk— |+ Z |ur — £
n+1 kn()-‘rl
Zi—#i5<12|—\+ X3
n+1 k 1 =2 Tt ik

Maintenant, };° , |ux — £| est une expression constante quand n varie et donc, lim,,_, 1« n—}rl Yoo lue—t =
0. Par suite, il existe un entier n; > ng tel que pour n > ny, n]? ZZO:O lug — 2| < % Pour n > ny, on a alors
[vp — L] < 5§45 = €. On a montré que Ve >0, In; € N/ (Vn € N)(n > n; = |v, — (| < €). La suite (v,)
est donc convergente et lim,,_, ;o v, = £.

Si la suite u converge vers £ alors la suite v converge vers . I

La réciproque est fausse. Pour n dans N, posons u, = (—1)". La suite (u,) est divergente. D’autre part,
pour n dans N, ¥%_,(—1)* vaut 0 ou 1 suivant la parité de n et donc, dans tous les cas, Par
suite, la suite (v,) converge et lim,_, ;o v, = 0.

n+l

2. Si u est bornée, il existe un réel M tel que, pour tout naturel n, |u,| < M. Pour n entier naturel donné, on
a alors

1
DM =M.
Tt

1 & 1 &
| < — w| < —— Y M=
‘—n+1k§)‘ "‘—n+1k);;)
La suite v est donc bornée.

Si la suite u est bornée alors la suite v est bornée. '

La réciproque est fausse. Soit u la suite définie par : Vn € N, u, = (—1)"E (%) = {

psin=2p, peN

—psin=2p+1,peN "’
u n’est pas bornée car la suite extraite (uy,,) tend vers +oo quand p tend Vers +<>° Mais, si n est impair,
v, = 0, et si n est pair, v, = X Uy = et dans tous les cas |v,| < Lt — 1 etla suite

1
n+1 n+1 2 = nt+1 2
v est bornée.

2(nn+])

3. Si u est croissante, pour n entier naturel donné on a :

n+1 n+1 n
Vil —V izz Up — +IZ k= M((H—i—l)zuk_(n—l—z)zuk)

k=0 k=0
1 n n
- Dtts1 — \ > 0.
(n+1)(n+2) <<n+ Jitns1 Zu") (n+1)(n+2) n+2 X (1

k=0 k 0

La suite v est donc croissante.

Si la suite u est croissante alors la suite v est croissante. '
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Correction de I’exercice 2 A

Supposons sans perte de généralité u croissante (quite a remplacer u par —u). Dans ce cas, ou bien u converge,
ou bien u tend vers +oo. Supposons que u tende vers +oo, et montrons qu’il en est de méme pour la suite v. Soit
A € R. 1l existe un rang ng tel que pour n naturel supérieur ou égal a ng, u, > 2A. Pour n > ny+ 1, on a alors,

1 & (n—np)2A
Vi n+1<zuk+ Z uk) 7_1_1 uk+7n+l

k=np+1

Maintenant, quand n tend vers +oo, +1 Yoo Uk + (n=m0)24 yond vers 2A et donc, il existe un rang n; a partir

n+1
duquel v, > nlﬁzz(’zoukjt % >A.Onamontré que:Vn €N, In; e N/ (VneN), (n>n; = v, >A). Par

suite, lim,,_, 1 Vv, = +oo. Par contraposition, si v ne tend pas vers +oo, la suite u ne tend pas vers +oo et donc
converge, d’apres la remarque initiale.

Correction de I’exercice 3 A

1. La fonction x — % est continue et décroissante sur |0, 4-oo[ et donc, pour k € N*, on a :

L1 </k+11d < (k+1—k)r =]
— = —k)—— —dx —k)— = —.
k+1 k+1 —Jr x — k k
Donc, pour k£ > 1, % > fkk+1 i dx et, pour k > 2, % < fkkfl % dx. En sommant ces inégalités, on obtient
pourn > 1,
noq n k+1 1 n+1 1
H=) —> / fdx:/ —dx=In(n+1),
" I;k I; kX 1 X ( )
etpourn > 2,

n noko "
Ho=1+Y o<1+ Y [ cdv=t4 [ Cdr=14ann,
=k f=2/k=1% X

cette derniere inégalité restant vraie quand n = 1. Donc,

VneN* In(n+1) <H, <1+Inn.

2. Soit n un entier naturel non nul.

1 1 n+1 1 n+1 1 1
un+1—un:m—ln(l’l+1)+lnn:n+1—/ ;d.x:/ <n+l_x> dx§0
n n

car la fonction x — 1 décroit sur [n,n + 1]. De méme,

1 1 n+2 1 n+2 1
V"H_v":m_ln(n+2)+ln(n+l):n+1_/+1 . x—/ ( > dx>0
n

car la fonction x — 1 décroit sur [n+ 1,n+2]. Enfin,

1
up—vy=In(n+1)—Inn=1In <1+n>

et donc la suite u — v tend vers 0 quand n tend vers +oo. Finalement, la suite # décroit, la suite v croit et
la suite u — v tend vers 0. On en déduit que les suites u et v sont adjacentes, et en particulier convergentes
et de méme limite. Notons Y cette limite. Pour tout entier naturel non nul n, on a v, <y < u,, et en
particulier, v3 < v < uj avec v3 = 0,5... et u; = 1. Donc, y € [%, 1}. Plus précisément, pour n entier
naturel non nul donné, on a
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-2

10 1 1
0<uy—v, < ——<1n <1+> <0,005< - <5 _1eop> =199,5... & n > 200.
n n

20,005 _

-2 -2 . N .
Donc 0 < y—vip0 < % et une valeur approchée de vygp a % pres (c’est-a-dire arrondie a la 3 eme
décimale la plus proche) est une valeur approchée de 72 10~2 prés. On trouve y = 0,57 & 1072 pres par
défaut. Plus précisémént,

Y=10,5772156649... (y est la constante d’ EULER). I

Correction de I’exercice 4 A
Soit r la raison de la suite u. Pour tout entier naturel k, on a

roo_ Wk —ug 1

— — 1

UkUj41 UpUg41 Ug U1’

En sommant ces égalités, on obtient :

rn 1 :i<1_ 1 ):l_ 1 :unﬂ—uo:(n—kl)r.

=0 WkUik+1 = uo  Unti uoln 1 Uoltn 1
(

n+1)
UpUp+1

Sir# 0, on obtient } "%’:T = ,etsi r=0 (et up # 0), u est constante et le résultat est immédiat.

Correction de I’exercice 5 A

Soit k un entier naturel non nul. On sait que Y¥_, > = w

que, pour entier naturel non nul &,

. Déterminons alors trois réels a, b et ¢ tels

6 _a+ b n c (%)
k(k+1)(2k+1) k  k+1 2k+1°7"

Pour & entier naturel non nul donné,

a. b L _a(k+1)(2k+1)+bk(2k+1)+ck(k+1)  (2a+2b+c)k*+(B3a+b+c)k+a
k' k+1 ' 2k+1 k(k+1)(2k+1) N k(k4+1)(2k+1) '
Par suite,
2a+2b+c=0 a=~6
(x)<=<{ 3a+b+c=0 < b=6
a==6 c=-24
et donc,

i 6 A Lo
vneN, Y~ —=6(Y +) ———4) .
k;k(kﬂ)(zkﬂ) ,;k kel Ak

Ensuite, d’apres ’exercice 3, quand n tend vers +oo, 7', % =1Inn+7y+o(1) puis

n 1 n+1 1 1
Y —=Y - =H, . —1=-14+In(n+1)+y+o(l)=Inn+In (1 + ) +y—1+4+o0(1)=Inn+y—1+o(l).
Skt =k n

Enfin,
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n 2n+11 noq 1
];IZk + ; ;2 +Hopp1 — 5
1 1 1 1
1(2n+1)+}/—7(lnn+}/)—1+0(1):ln2+lnn+ln l—i—z— —i—}/—ilnn—iy—l—i-o(l)
n

1
= Elnn—i—an—i— E}/—l—ko(l)

Finalement, quand » tend vers +oo, on a

” 1
k; 12422 4. 4+k2

1 1
=6 <lnn+}/+lnn—|—}/— 1-4 <21nn—|-1n2+ 57— 1)) =6(3—4In2)+o0(1).

Donc,

lim,, 4o Yi ) g = 6(3 —41In2).

Correction de ’exercice 6 A

Posons o = Arccos . o existe car 0 < 7 < 1 et est élément de ]0, z [ De plus, a = bcos &. Enfin, pour tout
entier naturel n, & € ]0, %[ et donc, cos Z > 0. On a up = beosa et v = b puis u; = 3(ug+vo) = 5(1+

— 2 _ _ 20 _ a : _b o ay _ (0] 2 o
cos) = bcos 7 etvy = /ujvg = /bcos* 5 X b =bcos 5 puis u; = 5cos 5(1 +cos§) = bcos 5 cos 7 et
vy = \/ bcos 5 cos2 X bcos § =bcos § cos .. Montrons par récurrence que pour tout entier naturel non nul

n, vy =b[Ti_, cos? et u, = v,cos 27. C’est vrai pour n = 1 et si pour n > 1 donné, on a v, = b[]}_, cos? et
Uy = vy €08 5 alors,

1
U1 = 5 —(vycos —

+ V) = vy cos>

on on+l

puis

o o
Vil = Jlni1Vp = Vn€OS 5y (car COS St > 0),

etdonc, v,y = bHZ*} cos zk pUis U, 41 = V11 COS 5 5%+, On a montré par récurrence que

Vne N* v, =b[I}_, cos% et u, = v, Cos 5.

Pour tout entier naturel non nul n, onav, > O et V’;—“ =cos 2,% < 1. La suite v est donc strictement décroissante.
n
Ensuite, pour tout entier naturel non nul n, on a i, > 0 et

a 2
Up+1 _ Vn+1 Cos nFT COS 2n+1 o 1 1 1(1+ 1) 1
Uy, Vn  COS 73y cos 2 2 cos 2 2
La suite u est strictement croissante. Maintenant, pour n € N*,
" sin
zk 1
vp,=2>b cos =b
o1 M55
sin o
2"sin 25
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Donc, quand n tend vers oo, v, ~ ;ﬁ,“zg = 828

sina __ Vb2 —a?
psina . Vb2—a®
o Arccos(%) ’

, puis u, = v,cos 35 ~ v, ~ 2% Ainsi, les suites u et v sont

adjacentes de limite commune

Correction de I’exercice 7 A

1

sinn 1
n

n

1. Pour n € N*,

‘gl.Comme — 0,82 5 (.
n n—-oo

' p—too

sinn _ 0

limy, o0 =%

2. Quand n tend vers 4o, In ((1 + %)n) =nln (1 + %) ~nX % = 1. Dong, In ((1 + %)n) tend vers 1 puis,

(14 1)" = enn(+1/m) tend vers ¢! =e.

lim, o (14 1) =e.

3. Pour n € N*, posons u, = Z—,l Pour n entier naturel non nul, on a
1)! n " 1\
un+1:(n+ ) y n _(.n (141 '

Up n! (n+1)m+l n+1

Donc, quand n tend vers +co, Unp) _ p—nn(l+1/n) — ,—n(1/nto(1/n)) — ,—1+o(1) Ainsi, L tend vers 1_
Up Uy e
0.36... < 1. On sait alors que lim,,— 1o u,, = 0.

: n! __

(n+4)2—1 (n+4)? (n+4)2—1 (n+4)?
4. Pourn > 1, TP <u, < (n_%)z_l.O, T et 11
donc, d’apres le théoreme de la limite par encadrement, la suite u converge et a pour limite 1.

tendent vers 1 quand n tend vers +oo et

5. Quand n tend vers +oo, Vn? = enn(7) — g2Inn/n _ 0(1) ot donc v/n2 tend vers 1.

limy_y 4o V12 = 1. I

6. \/n—i—l—\/ﬁ:m—)O

7 ’Tl}ZZ:1k2 _ n(n+1)(2n+1) -~ 2w 1

6n’ 63 T 6°
nooak/2* _ A3 i T < Sy kel 4o 3
8. [lie 2" =2 2T Pour x réel, posons f(x) =Y} _,k . f est dérivable sur R en tant que poly
ndéme et pour tout réel x,

Pour x # 1, on a donc

oty n+ D x—1D— @ =1 m™ =+ D"+ 1
f(x)_< - >(x):( +1) ((x_)1)2( ) _ (x(—_|l—)2> +1

+1
k 1) = g~ o 1

En particulier, Y 50t = f (§ 11y — 4 (d’apres un théoreme de croissances comparées).

Finalement,

ﬁzk/zk 242 = 4.
k=1

10
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Correction de ’exercice 8 A
Soitn € N.

1
S o &2/t & 2/ntu, =vVnt1+
2 n+un n f n-—u,; — \/m_\/ﬁ \/I’l Uy \/I’l \/;l

dndu,) = (Vn+1+vn)? <u,= —n+%(2n+l+2\/n(n+l))
Sy = %(—Zn—l—l—l—Z\/n(n—i—l))

Par suite, quand n tend vers +-oo,

P W 1+n</1+1 1) Lon_ 1n
Upy=—=+-+-vntt+n=-+- — =4
27472 472 n 72 vl
111 11 1
= 1 1
) 4+4+0() 2—1—0()

+1+1

La suite (u,) converge et a pour limite 3.

Correction de I’exercice 9 A

XZX =x& 22 —2x=0< x=0oux= 1. Pour n entier naturel donné,

1. Calcul formel de u,,.

on a alors
1 551 3u,-3 1
Up+1 — 1 324, _dUp—35 3 Up —
= - = = )
Un+1 3,5,% Un Un
Par suite, 42— =375 = L. puis u, = uo3n”7(°u0_l)

2. Calcul formel de u,,. Soit x € R. (x D & x? —4x+4 =0« x = 2. Pour n entier naturel donné, on a
alors

1 1 Uy u, —2+2 1 1

Upi1 —2 M=) 5 2(u,—2) 2(u,,—2) 2+ -2’

Un

1 2(up—2)
nm—2_ 2 5+ uo 2° puis u, =2+ (uo 02)n+2

Correction de I’exercice 10 A

Uy — Uy = %(v —uy)
Pour tout entier naturel n, on a Vil —Vn = —z(vy —u,) . La derniére relation montre que la suite v — u
Vp+l — Up41 = (Vn un)
garde un signe constant puis les deux premieres relations montrent que pour tout entier naturel n, sgn(u,+1 —
uy) = sgn(v, —uy) et sgn(vy —vy) = —sgn(v, —uy,). Les suites u et v sont donc monotones de sens de variation

opposés. Si par exemple uy < vy, alors, pour tout naturel n, on a :

3V
1
3

ug <y <ty < Va1 S v <.

Dans ce cas, la suite u est croissante et majorée par vy et donc converge vers un certain réel £. De méme, la
suite v est décroissante et minorée par u( et donc converge vers un certain réel /. Enfin, puisque pour tout
. . N . . . . 4
entier naturel n, on a u, 4| = %, on obtient par passage a la limite quand »n tend vers I’infini, { = % et

11
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donc ¢ = ¢'. Les suites u et v sont donc adjacentes. Si uy > vy, il suffit d’échanger les rdles de u et v. Calcul
des suites u et v. Pour n entier naturel donné, on a v,y —u, = %(vn — uy). La suite v — u est géométrique
de raison 5. Pour tout naturel »n, on a donc v, —u, = 3%(1/0 — up). D’autre part, pour n entier naturel donné,
Vo1 + unH = v, +u,. La suite v+ u est constante et donc, pour tout entier naturel »n, on a v, + u, = vo + ug. En
additionnant et en retranchant les deux égalités précédentes, on obtient pour tout entier naturel 7 :

o I o I
ty = 5 vo+uo+37(vo—u0) etvy = 5 | vo+uo— 3n( 0—uo) | -

En particulier, £ = (' = 320,

Correction de ’exercice 11 A

. n N
Pour tout entier naturel n, on a u, 11 — V11 = —%(un —v,) et donc, u, — v, = (—%) (up — vp). De méme, en
7 A n n .
échangeant les roles de u, v et w, v, —w, = (—%) (vo—wp) et wy, —u, = (—%) (wo — vp) (attention, cette
derniere égalité n’est autre que la somme des deux premieres et il manque encore une équation). On a aussi,
Uni1+ Viat1 +Wnt1 = Uy + v, +wy, et done, pour tout naturel n, u,, + v, +wy, = 1y +vo + wp. Ainsi, u,, v, et wy

sont solutions du systéme
1\
Vp— Uy = (—5) (vo—uo)
1\
wp—ty = (—3) (wo—uo)
U, +v,+w, =ug+vy+wo
Par suite, pour tout entier naturel n, on a

n

U, = 2uo—v0—w0)>

((uo—‘rVo-l-Wo ( %
- !

((Mo—l-Vo—i-Wo (-
Wi =% <(uo+VO+WO) +(=3)" (—uo *VO‘FZWO))

)
"

W= Wl—

—up+2vo — Wo))

Les suites u, v et w convergent vers “-9%0,
Correction de I’exercice 12 A
Montrons tout d’abord que :
3 x+y+z
3
V(x,y,2) €]0,+oo[7, (XSYSZ:LFTS\}/X)’ZS f)
X y Z

Posons m = ”y“ , 8= J/xyzeth=
x €]0,y], posons

W Soient y et z deux réels strictement positifs tels que y < z. Pour

u(x) =Inm—1Ing =In (*3=) — ! (Inx+Iny+1Inz).

u est dérivable sur 0, y] et pour x €]0,y],

1 1 1 1
<

() — _ =
Wx) = x+y+z 3x " x+x+x 3x

u est donc décroissante sur ]0,y] et pour x dans ]0,y], u(x) > u(y) = <%) — £(2Iny+Inz). Soit z un réel

strictement positif fixé. Pour y €]0,z], posons v(y) = In (2’; Z) 1(2Iny+Inz). v est dérivable sur ]0, 2] et pour

y €]0,7],
2 2 2 2
<

2y+z 3z 3z 37

Vi(y) =

12



tifawt.com

v est donc décroissante sur ]0,z] et pour y dans |0,z], on a v(y) > v(z) = 0. On vient de montrer que g < m. En
appliquant ce résultat a 1 Let % on obtient é < % et donc h < g. Enfin, m < % =zeth> = x.

x’y
x<h<g<m<z I

Ce résultat préliminaire étant établi, puisque 0 < ug < vo < wy, par récurrence, les suites u, v et w sont définies
puis, pour tout naturel n, on a u, < v, < wy, et de plus ug < uy < upr1 < Wy < wy, < wo. La suite u est
croissante et majorée par wy et donc converge. La suite w est décroissante et minorée par ug et donc converge.
Enfin, puisque pour tout entier naturel n, v, = 3w, +| — u,, — wy, la suite v converge. Soient alors a, b et ¢ les
limites respectives des suites u, v et w. Puisque pour tout entier naturel n, on a 0 < ug < u,, < v, < w,, on a déja
par passage a la limite 0 < up < a < b < c. Toujours par passage a la limite quand » tend vers oo :

1 1 1
. Tty
Finalement,

3_ 1,11
a=atsrte 2bc =ab+ac b —a
b= /abc &< br=ac & . ) < (a=cetb=c)ou(a=4cetb=—2c).
a”—5ac+4c-=0
c= %lﬂrc a+b=2c
b = —2c est impossible car b et ¢ sont strictement positifs et donc, a = b = c. Les suites u, v et w convergent

vers une limite commune.

Correction de I’exercice 13 A

Supposons que la suite (y/v,) tende vers le réel positif £.
e Supposons que 0 < ¢ < 1. Soit € = 174.
€ est un réel strictement positif et donc, Ing € N/ Vn € N, (n > no = /v, <+ IT_Z = %Z)
Pour n > ny, par croissance de la fonction z — " sur R™, on obtient |u,| < (]—J{é)n Or,0< ]—’2% < % =1let

donc (%E)n tend vers 0 quand n tend vers +oo. Il en résulte que u, tend vers O quand 7 tend vers +-co.

e Supposons que £ > 1. Ing € N/ Vn e N, (n>ng = /v, > — 5771 = %) Mais alors, pour n > ny, |u,| >
(1T+£)" Or, ITM > % =1, et donc (1T+£)" tend vers oo quand 7 tend vers +co. Il en résulte que |u,| tend
vers +oo quand n tend vers oo,

Soit, pour « réel et n entier naturel non nul, u, = n%*. V/u, = e“h:Tn tend vers 1 quand n tend vers oo, et ceci

pour toute valeur de . Mais, si & < 0, u, tend vers 0, si & =0, u,, tend vers 1 et si @ > 0, u,, tend vers oo,

Dong, si ¢ = 1, on ne peut rien conclure.

Correction de ’exercice 14 A

1. Supposons ¢ > 0. Soit € un réel strictement positif, élément de |0,¢[. Inp e N/ Vn e N, (n >no=0<

_ £ Un1 £ 1 — Uy Up—1 Un—2 Ung+1 _ gy"o
0—§ <" < (4 3). Pour n > no, puisque u, = o=t i g, ON @ Uy, (%) <u, <

tny (€4 £)"™, et donc

(1ty) " (ﬁ— ;>_n0/n (6— %) < ity < ()" (€+ §>_n0/n (€+ g) :

Maintenant, le membre de gauche de cet encadrement tend vers £ — £, et le membre de droite rend vers £+

£. Par suite, on peut trouver un entier naturel n; > ng tel que, pour n > ny, (uno)l/” (E — %) —no/n (f — %) >

{—¢, et (uno)l/” (€+%)_n°/n (6—1—%) < {+¢.Pourn>ny,onaalors { — & < y/u, < {+¢&. On a montré
que Ve >0, 3n; e N/ (Vn €N), (n>ny = — € < {/u, < {+¢). Donc, \/u, tend vers £. On traite de
fagon analogue le cas ¢ = 0.

2. Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b. Soit u la suite définie par

VpeN, up, =al’b’ etusp = altpP.

13
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(on part de 1 puis on multiplie alternativement par a ou b). Alors, y/uzp =V ab et 2+/lr, 1 = a» T bWl —
Vab. Donc, /u,, tend vers v/ab (et en particulier converge). On a bien siir "f{’—;“ =aet 22 — p_La suite
D

uypi1
(%) admet donc deux suites extraites convergentes de limites distinctes et est ainsi divergente. La
réciproque du 1) est donc fausse.

. 2n
3. (a) Pour n entier naturel donné, posons u, = < ) .

n
uprr  (2n4+2)0 0> (2n42)2n+1)  4n+2
e Q2n)! (m+D2 T (12 ntl]

. 2n
Ainsi, “Z—“ tend vers 4 quand n tend vers +oo, et donc 4 ( ) tend vers 4 quand n tend vers oo,
n \/ n

n"

(b) Pour n entier naturel donné, posons u, = *-.

Unsl (n+1)"1 p B < 1)"

- 1=
Up n" (n+1)! +n

. s Uptl _ n
Ainsi, 5 tend vers e quand n tend vers +oo, et donc /u, = o tend vers e quand n tend vers +oco.

(c) Pour n entier naturel donné, posons u, = %
uprr  (3n+3)1 n? nl (Bn4+3)GBn+2)Bn+1) (o \*
u,  (3n)! (n+ )22 (n 1) (n+1)2(n+1) n+1
_30Gn+2)0Bntl) (1 2
(n+1)2 n '

) )
Maintenant, (1+ %) " e 2nIn(141/n) — p=2n(5+0(3)) — p=2+0(1) et donc 21 tend vers 27¢ 2. Par

n!

tend vers 5—;

suite, n%

Correction de ’exercice 15 A
D’apres le théoreme de la limite par encadrement :

0 <upv, <u, <1=-uconverge et tend vers 1.

Il en est de mé&me pour v en échangeant les roles de u et v.

Correction de I’exercice 16 A

3
Si u2 — 0, alors |u,| = \/|u2| — 0 et donc u,, — 0. Si u? — £ # 0, alors (u,) = (%2) converge. (L"exercice n’a

d’intérét que si la suite u est une suite complexe, car si u est une suite réelle, on écrit immédiatement u, = /u>

n
(et non pas u, = \/u2)).

Correction de I’exercice 17 A
Les suites u et v sont définies a partir du rang 1 et strictement positives. Pour tout naturel non nul n, on a :

+1
Up+1 _ n+2\" n " _ e(n+l)ln(n+2)+nlnn—(2n+])ln(n-H)
U, n+1 n+1 ’

Pour x réel strictement positif, posons alors f(x) = (x4 1)In(x+2) +xInx— (2x+ 1)In(x+ 1). f est dérivable
sur |0, 4-oo[ et pour x > 0,

14
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1 2x+1
f’(x):i12+ln(x+2)+l+lnxf ;jl ~2In(x+1)
2.1 2x+2-1
:L+ln(x+2)+1+lnx—L—21n(x+1)
x+2 x+1
1 1
:_x+2+m+lnx+ln(x+2)—21n(x—|—1).

De méme, f” est dérivable sur ]0,+oo[ et pour x > 0,

s | 1 2
FO=amE e T xtie i
Cox(x )2 —x(x 427+ (x+ 1)2(x+2)2 +x(x+ 1)? (x4 2) — 2x(x+ 1) (x +2)?

x(x+1)%(x+2)?
=22 = 3x 4 (2 20+ 1) (o HAx+4) + (o +2x0) (2 4+ 20+ 1) — 2(x% +x) (o +4x+4)
B x(x+1)%(x+2)?
3x+4
= et eGrae Y

S est strictement croissante sur |0, 4-oo[ et donc, pour x > 0,

. . 1 1 t(t+2)
, / o _ =
f(x)<tll>rfwf(t)—tll>l_‘li_lw< t+2+l+1+ln(t+1)2> 0

Donc, f est strictement décroissante sur |0, +oo[. Or, pour x > 0,

fx)=(x+1)In(x+2)+xlnx— (2x+ 1)In(x+ 1)
=@x+@+1)—(2x+1))Inx+(x+1)In <1 —|—)2C> —(2x+1)In <1+)l€>

In(1+2 In(1+1
X X < 1

X

On sait que lim,_q In(itu) _ 1, et donc, quand x tend vers oo, f(x) tend vers 0+0+42 —2 = 0. Comme f est
u

strictement décroissante sur |0, 4o, pour tout réel x > 0, on a f(x) > lim;_, 1 f(¢) = 0. f est donc strictement
positive sur |0, +eo[. Ainsi, Vn € N*| f(n) > 0 et donc MI"T:] = /(" > 1. La suite u est strictement croissante.
(Remarque. On pouvait aussi étudier directement la fonction x — (1 + )%)x sur ]0, +-oo[.) On montre de maniére
analogue que la suite v est strictement décroissante. Enfin, puisque u, tend vers e, et que v, = (1 + %) Uy
tend vers e, les suites u et v sont adjacentes. (Remarque. En conséquence, pour tout entier naturel non nul
n, (1 +%)n <e< (1 —1—%)%1. Par exemple, pour n = 10, on obtient (%)10 <e< (%)” et donc, 2,59... <
e < 2,85... et pour n = 100, on obtient 1,01 < ¢ < 1,01'°! et donc 2,70... < e < 2,73... Ces deux suites
convergent vers e lentement).

Correction de ’exercice 18 A
Il est immédiat que u croit strictement et que v — u est strictement positive et tend vers 0. De plus, pour n entier
naturel donné,

1 1 1 nn+1)+n—(n+1)? —1

n+1)! + (n+1)x (n+1)! nxn!  an+)x@m+1)!  an+1)x(n+1)! <0,

Vntl —Vn = (

et la suite v est strictement décroissante. Les suites u et v sont donc adjacentes et convergent vers une limite
commune (a savoir e).

15
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(Remarque. Dans ce cas, la convergence est trés rapide. On a pour tout entier naturel non nul n, Y7, % <e<
Y7 k4~ etn=5 fournit par exemple 2,716... < e < 2,718...).

Correction de I’exercice 19 A
Pour n entier naturel non nul donné, on a

1 2 1 2
st — 1 :7—2\/11—1- +2vn+ 1= > - —0.
T SVl Vntl+vnt2 T Vil Vntl+/ntl

De méme,

1 1 2 1 2
v — V= —— — < — =
ARy | Vntl Vatl+yn Vatl atl+vatl

La suite u est strictement croissante et la suite v est strictement décroissante. Enfin,

—2Vn+142y/n=

2
NZESVSESE

et la suite v — u converge vers 0. Les suites u et v sont ainsi adjacentes et donc convergentes, de méme limite.

—u,=2vVn+1-2n=

Correction de I’exercice 20 A

1. L’équation caractéristique est 4z — 4z — 3 = 0. Ses solutions sont —% et % Les suites cherchées sont
les suites de la forme (u,) = (l (—%)" +u (%)") ol A et u sont deux réels (ou deux complexes si on

cherche toutes les suites complexes). Si ug et u; sont les deux premiers termes de la suite u, A et u sont
+ U= up

A, etdonck:%(3u0—2u1)etu:i(u0+2ul)_
2 2 1

les solutions du systeme {

€N, 1, = 1 Gug—2u1) ()" + Lo +2) (3)"

2. Clairement uy, = 41,1u0 et Uppy) = 41,1u1 et donc u,, = é (2—1”(1 + (=1)")ug+2 x 2—1n(1 — (—1)")u1).

Vn €N, uy = i1 (14 (=1)"uo+2(1 = (—1)")uy).

3. Les solutions de I’équation homogene associée sont les suites de la forme 4 (— %)n +u (%) ". Une solution

particuliere de 1’équation proposée est une constante a telle que 4a = 4a+ 3a+ 12 et donc a = —4. Les
solutions de I’équation proposée sont donc les suites de la forme ( 442 (—7) +u ( )n) oudetpu

A+ =4+ug

LRy Mgy, SdoneA= 3(4+3u0 —2uy) et = 3(12+ug +

sont les solutions du systeme {

2uy).

VneN, u, = —4+%(4+3u0—2u1) (_%)"+%(12+u0+2u1) (%)n

. n . n
4. Lasuitev= Lll est solution de la récurrence 2v,, 2 = v,+1 — v, et donc, (v, ) est de la forme (/1 < l+i‘ﬁ> +u ( 1—2\ﬁ> )
1
A(H»l\f) +,U( t\f)
5. Les solutions de I’équation homogene associée sont les suites de la forme (A + u2"). 1 est racine simple
de I’équation caractéristique et donc il existe une solution particuliere de I’équation proposée de la forme
up, = an*+bn3 +cn*+dn. Pourn >2,0on a

et donc u, =

16
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Un — 3ty 42,2 = (an* +bn® +cn® +dn) —3(a(n—1)*+b(n—17>+c(n—1)> +d(n—1))
+2(a(n—2)*4+b(n—2)*+c(n—2)*+d(n—2))

=a(n* —3(n—1)*+2n—2)" +b(n* —3(n—1)>+2(n—2)%)
+ce(m*=3(n—1+2(n—2)*)+d(n—3(n—1)+2(n-2))

= a(—4n® +30n* — 52n+29) +b(=3n> + 150 — 13) +c(—2n+5) +d(—1)
=n’(—4a) 4+ n*(30a —3b) +n(—52a+ 15b — 2¢) +29a — 13b+5¢ — d.

n
n

uest solution < —4a =1et30a—3b=0et —52a+15b—2c=0et29a—13b+5¢—d =0

1 5 49
@a——z,b——i,c——j,d——36.

Les suites cherchées sont les suites de la forme (—§(n® + 100> +49n + 144) + 4 4 p2").

. Pour tout complexe z, 22 —6z% + 11z— 6 = (z — 1)(z — 2)(z — 3) et les suites solutions sont les suites de
la forme (o + B2" + y3").

. Pour tout complexe z, z* — 273 + 222 —2z+ 1 = (2 4+ 1)> = 2z(22 + 1) = (z— 1)*(z* + 1). Les solutions
de I’équation homogene associée sont les suites de la forme a + Bn+ yi" + 8(—i)". 1 est racine double
de I’équation caractéristique et donc 1’équation proposée admet une solution particuliere de la forme
up, = an’ +bn® +cn’® + dn* + en® + fn?. Pour tout entier naturel n, on a

Uny g — 20ty 34 2ty 0 — 2utp 1+ 1y = a((n+4) —2(n+3)4+2(n+2)" —2(n+1)"+1n")
+b((n+4)°—2(n+3)°+2(n+2)°—2(n+1)°
+e((n+4)° —2(n+3)° +2(n+2)° —2(n+1)°
+d((n+4*—2(n+3)* +2(n+2)* —2(n+1)*
e((n+4)>°-2n+3)°+2(n+2)° —2(n+1)>»
F((n+4)? =2(n+3)* +2(n+2)* =2(n+1)* +n°)
a(84n° + 840n* + 43401 4 12600n° + 193485 + 12264)
+ b(60n* + 4801 + 1860n” + 3600 + 2764)
+ ¢(40n> + 2400 4 6201 + 600) + d (24n* 4+ 961 + 124) + e(12n+24) + 4f

= 1’ (84a) + n*(840a + 60b) + n*(4340a + 480b + 40c) + n? (12600a + 1860b + 240c + 24d)
+n(19348a -+ 3600b + 620c + 96d + 12¢) + (12264a + 2764b + 600c + 124d + 24e + 4f)

+ 4

u est solution si et seulement si 84a = 1 et donc a = 8 7> puis 840a + 60b = 0 et donc b = é, puis
4340a +480b +40c = 0 et donc ¢ = 37, puis 12600a + 1860b +240c + 24d = 0 et donc d = —75 puis
19348a + 36006 + 620c + 96d + 12e = 0 et donc e = —% puis 12264a + 2764b + 600c + 124d + 24e +
4f =0etdonc f = 1—12 La solution générale de I’équation avec second membre est donc :

1
VneN, u, = ﬁ(2;17—2s;;1ﬁ+119n5 —70n* —413n° + 14n%) + o+ Bn+vi" + 8 (—i)", (, B,y,8) € C*.

Correction de ’exercice 21 A

Tout d’abord , on montre facilement par récurrence que, pour tout entier naturel non nul n, u, existe et u,, > 1.
Mais alors, pour tout entier naturel non nul n, 1 <u, =1+ ul <1+ n. Par suite, pourn > 2, 1 <u, <n,ce
qui reste vrai pour n = 1.

17
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VYneN*, 1<u, <n.
Supposons momentanément que la suite (&, — \/n),>1 converge vers un réel £. Dans ce cas :

n

1+Z:1+ﬁ+€+o(1):1+\/ﬁ1+ﬁio(¢lﬁ) :1+\/ﬁ<1_\5ﬁ+0<\}ﬁ>> =vatl=thel).

D’autre part,

1\ 12
U1 =vVn+1+L+0(1)= \/ﬁ(l—Fn) +040(1) =+vn+L+o0(1),

et donc ¢ — (1 —¢) = o(1) ou encore 2/ — 1 = 0. Donc, si la suite (u, —/n),>1 converge vers un réel ¢, alors

= % Il reste & démontrer que la suite (1, — /n),>1 converge. On note que pour tout entier naturel non nul,

1 1 /1 1

Upi) — Uy = 17(—14,2,4-“;1-1-”) = (2(1 +Vé4n+1) —un> (un— 5(1 —Van+ 1)> .
n n

Montrons par récurrence que pour n > 1, 3(1++/4n—3) <u, < }(1++/4n+1). Posons v, = 1(1++/4n—3)

etw, = 1(1++4n+1).

Sin=1Lvi=1<u=1<3(1+V5)=w.

Soit n > 1. Supposons que v, < u, < w,,. Alors,

2n
T _1+
Vanti4+1 - \/4n 341

Mais, pour n > 1,

sgn( (14 V4n+5)—(1+ %3“))—sgn((l—l—\/émi—i—S)(l—i—M)—Z(bz—i—l—i—\/M))

:sgn(\/4n+5(1—|—\/4n— )= (4n+14++4n—-13))

en((4n+5)(1+v/4n—3)> — (4n+ 1 ++/4n —3)?) (par croissance de x — x> sur [0, +oo|)
sgn((4n+5)(4n—2+2\/4m7—) (4n+1)>+2(4n+1)V4n—3+4n-3))

(—8+8V4n—3) =sgn(v4n—3—1) =sgn((4n—3)— 1) =sgn(n—1) = +

= sgn

Donc, upr1 <1+1+
D’autre part,

T < Wael.

2n 2n+1—|—\/4n+1 (\/4n+1+1) (
\/4n+ +1 Van+l+1 2(V4n+1+1) "2

etdonc vy 1 <ty < Wor-
On a montré par récurrence que

l+vVan+1)=v,,

1
Vn e N, (1+\/4n )<un_§(1+\/4n+1),

(ce qui montre au passage que u est croissante).
Donc, pour n > 1,

ou encore, pour tout n > 1,

18
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TSN T TS U S B
n—2+n n+i+yn
i i L3 1 r, 1 1 1
Maintenant, comme les deux suites (5 — 3 \/Eﬁ/ﬁ) et (345 er\/ﬁ) convergent toutes deux vers 7,

d’apres le théoréme de la limite par encadrements, la suite (1, — /n),>| converge vers %

Correction de ’exercice 22 A

L’ égalité proposée est vraie pour n = 2 car cos 55 2 =cosi = @
Soit n > 2. Supposons que cos( \/ 2+ V2+../2 (n— 1 radicaux).
Alors, puisque cos(5;57) > 0 (car ST est dans |0, [),

/1 I 1 /
603(2’%): W:¢2 241/2+.. \f 2+1/2+4..V/2, (nradicaux).

On a montré par récurrence que, pour n > 2, cos(5; ) = % 2+ vV2+..4/2 (n— 1 radicaux).
Ensuite, pour n > 2,

1 1
sin(;):\/2(1—005(2nﬂ1):2 2—1/2+...V/2 (n— 1 radicaux)
_ o T w1 T
2\ 2= V24 V2=2"2sin g 2 R =

Donc, lim;,—162"4/2 — 24+.2=m.

Enfin,

Correction de ’exercice 23 A

1. Pour x réel positif, posons f(x) =x—In(1+4x) et g(x) = (x+ 1)In(x+ 1) —x. f et g sont dérivables sur
[0, 400 et pour x > 0, on a

et

d(x)=In(x+1)+1—1=In(x+1) > 0.

f et g sont donc strictement croissantes sur [0, 4oo[ et en particulier, pour x > 0, f(x) > f(0) =0 et de
méme, g(x) > g(0) = 0. Finalement, f et g sont strictement positives sur |0, +oo[ ou encore,

Vx>0, In(14+x) <x < (14x)In(l+x).

2. Soit k un entier naturel non nul.
D’aprés 1), In(1+ 1) < ¢ < (14 1)In(1+4 1), ce qui fournit kIn(1+ ) < 1 < (k+ 1)Ln(1+ 1), puis, par
stricte croissance de la fonction exponentielle sur R,

Lk

k> '

En multipliant membre a membre ces encadrements, on obtient pour tout naturel non nul 7 :

1
VkeN*,0<(1+%)k<e<(l+
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[T+ )< <H k“

k=1
Maintenant,
ﬁ H k+1 Hn+1kkl_(n+1)n
P P I Y T
De méme,
Lk
(L i L LR Vi
el k Hk:Ik"Jrl n! '
On a montré que Vn € N*, ("ti,l)n << w et donc
1 1 vn! 1 1
Vl’lEN*,Enjl_ < nn <;n: (n+1)1/”.

D’apres le théoreme de la limite par encadrements, comme tend vers 1 quand 7 tend vers I’infini de

In(n+1)/n

n+1
n

méme que (n+ 1)/ =¢ , on a montré que @ tend vers % quand n tend vers oo,

Correction de ’exercice 24 A

Soit x un irrationnel et (?)neN une suite de rationnels tendant vers x (p, entier relatif et g, entier naturel non
nul, la fraction % n’étant pas nécessairement irréductible). Supposons que la suite (g, ),en ne tende pas vers
+-o0. Donc :

JA >0/ (Vno e N)(3n>no/ g, > A)

ou encore, il existe une suite extraite (gq(n)),cn de la suite (¢g,),en qui est bornée.

La suite (¢g¢(7))nen est une suite d’entiers naturels qui est bornée, et donc cette suite ne prend qu’un nombre fini
de valeurs. Mais alors, on peut extraire de la suite (g¢(n))acn et donc de la suite (g, ),en une suite (gy(n))neN
qui est constante et en particulier convergente.

Lasuite (py(n))nen = ( qwf ) )neN (G (n))neN st aussi une suite d’entiers relatifs convergente et est donc constante

a partir d’un certain rang.
Ainsi, on peut extraire de la suite (py(,))nen €t donc de la suite (py),en une suite (pg(,) )nen constante. La suite
((qc,( )) neN est également constante car extraite de la suite constante (qw(n))neN et finalement, on a extrait de la

suite ( % )neN une sous suite (q (")) )nen constante.
(o)

o(n
9o(n)

Mais la suite (p ") en tend vers x et donc la suite extraite ( dot ; )nen tend vers x. Puisque (2210), o est constante,

onaVvn e N, q—() = x et donc x est rationnel. Contradiction .
o(n

Donc la suite (g, )qen tend vers +oo. Enfin si (| pn\)neN ne tend pas vers +oo, on peut extraire de (p,),cn une
sous-suite bornée (py(n)),cn. Mais alors, la suite ( dot ; Jnen tend vers x = 0 contredisant I’irrationnalité de x.

Donc, la suite (|p,|)sen tend vers +nfty.

Correction de ’exercice 25 A
Onposeug=0,u; =0,up =1, us =1, u4 =0, us = 1,... c’est-a-dire

0 sin n’est pas premier

VneN, u, = . .
P 1 si n est premier

Soit k un entier naturel supérieur ou égal a 2. Pour n > 2, I’entier kn est composé et donc, pour n > 2, uy, = 0.
En particulier, la suite (4, ),en converge et a pour limite 0. Maintenant, ’ensemble des nombres premiers est
infini et si p, est le n-ietme nombre premier, la suite (p,),cn est strictement croissante. La suite (i, ),en est
extraite de (u,),cn et est constante égale a 1. En particulier, la suite (u,, ),cn tend vers 1. Ainsi la suite (u,),en
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admet au moins deux suites extraites convergentes de limites distinctes et donc la suite (u,),cn diverge bien
que toutes les suites (uy, ),en convergent vers 0 pour k > 2.

Correction de ’exercice 26 A

Soit f une application de N dans lui-mé&me, injective. Montrons que lim,,_, . f (1) = -oo.

Soient A un réel puis m = Max(0,1+ E(A)).

Puisque f est injective, on a card(f~'({0,1,...,m}) > m+ 1. En particulier, f~'({0,1,...,m}) est fini (éven-
tuellement vide).

Posons np =1+ {

0si f~1({0,1,...m}) =0

Maxf~1({0,1,...,m}) sinon

Par définition de ng, si n > ng, n n’est pas élément de f~'({0,1,...,m}) et donc f(n) >m > A.

On a montré que VA € R, 3np € N/ (Vn € N), (n > ng = f(n) > A) ou encore lim,_, 4o f(n) = oo

Correction de ’exercice 27 A

Pour n naturel non nul et x réel positif, posons f,(x) =x" +x— 1.

Pourx >0, fi(x) =0& x = % etdonc u; = %

Pour n > 2, f, est dérivable sur R* et pour x > 0, f1(x) =nx"~' +1 > 0.

Jfn estainsi continue et strictemnt croissante sur R™ et donc bijective de R sur f,(R") = [£(0),limy—; e fy (x)[=
[—1,4-oo[, et en particulier,

Jlx € [0,400[/ fu(x) =0.

Soit u, ce nombre. Puisque f,(0) = —1 <0 et que f,(1) =1 > 0, par stricte croissance de f, sur [0, +co[,0on a:

VneN, 0<u, <l.

La suite u est donc bornée.
Ensuite, pour 7 entier naturel donné et puisque 0 < u, < 1:

fn-‘r] (“n) = MZJFI +u,—1< ”Z+un —1= fn(”n) =0= fn+l (”n-‘rl);

etdonc f41(uy) < fur1(uns1) puis, par stricte croissance de f,1 sur R, on obtient :

VneN, u, <upiy.

La suite u est bornée et strictement croissante. Donc, la suite u converge vers un réel ¢, élément de [0, 1].

Si 0 < /¢ < 1, il existe un rang ng tel que pour n > ng, on a : u, <+ %f = IT*E Mais alors, pour n > ng, on
al—u,=u; < (ITJ’K)" et quand n tend vers vers oo, on obtient 1 —¢ < 0 ce qui est en contradiction avec
0</<1.Donc, /=1.

Correction de ’exercice 28 A

1. Posons a = 2%” ol p € Z, g € N* et PGCD(p, q) = 1. Pour tout entier naturel n, on a

2 2
Uptq = COS ((n+q)1;n) = cos (nlzln +2p7r> = cos(na) = uy.

La suite u est donc g-périodique et de méme la suite v est g-périodique. Maintenant, une suite périodique
converge si et seulement si elle est constante (en effet, soient 7 une période strictement positive de u et £
la limite de u. Soit k € {0,...,T — 1}. |ux — uo| = |tg-rnr — ttyr| — |¢ — €| = 0 quand n tend vers I’infini).
Or,sia= ZPT” oupeZ,qeN,PGCD(p,q) =1et 5 € 7, alors u; # ug et la suite u n’est pas constante
et donc diverge, et si a € 217, la suite u est constante et donc converge.
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2. (a) et b)) Pour tout entier naturel n,

Vnt1 = sin((n+ 1)a) = sin(na) cosa+ cos(na) sina = u, sina + v, cosa.

Puisque 5% ¢ Z, sina # 0 et donc u,, = *+=22% Par suite, si v converge alors u converge. De méme,

a partir de cos((n+ 1)a) = cos(na) cosa — sin(na) sina, on voit que si u converge alors v converge. Les
suites u et v sont donc simultanément convergentes ou divergentes.

Supposons que la suite u converge, alors la suite v converge. Soient £ et ¢’ les limites respectives de u et
v. D apres ce qui précede, £ et ¢’ sont solutions du systéme :

(sina+ {0 cosa=1' ¢sina+/¢'(cosa—1) =0
lcosa—{'sina={. l(cosa—1)—{'sina=0.

Le déterminant de ce systéme vaut —sin’a — (cosa — 1)> < 0 car a ¢ 2nZ. Ce systtme admet donc
1’unique solution £ = ¢’ = 0 ce qui contredit I’égalité ¢ + ¢’ % — 1. Donc, les suites u et v divergent.

3. (a) SoitE’={na+2kmw, neN, k€ Z}. Supposons que E’ est dense dans R et montrons que {u,, n € N}
et {vn, n € N} sont dense dans [—1,1].
Soient x un réel de [—1, 1] et b = Arccosx, de sorte que b € [0, ] et que x = cosb.
Soit € > 0. Pour n entier naturel et k entier relatif donnés, on a :

na+2kx—b, . na+2km—+b

|y — x| = |cos(na) — cosb| = | cos(na+ 2km) — cosb| = 2|sin( 3 ) sin( 3 )|
2km—b
<2 na+2’ (I’inégalité | sinx| < |x| valable pour tout réel x est classique)
= |na+2km — b|

En résumé, Vk € Z, Vn € N, |u, — x| < |na+ 2km — b|. Maintenant, si E’ est dense dans R, on peut
trouver n € N et k € Z| tels que |na +2km — b| < € et donc |u, —x| < €.

Finalement, {u,, n € N} est dense dans [—1,1]. De méme, on montre que {v,, n € N} est dense
dans [—1,1].

Il reste donc a démontrer que E’ est dense dans R.

(b) Soit E ={na+2km, n € Z, k € Z}. E est un sous groupe non nul de (R, +) et donc est soit de la
forme oZ avec o = inf(ENJ0, +eo[) > 0, soit dense dans R si inf(EN]0, +-o0[) = 0.
Supposons par 1’absurde que inf(EN]0,+oo[) > 0. Puisque E = aZ et que 27 est dans E, il existe

un entier naturel non nul g tel que 27 = g, et donc tel que ot = 27”.

Mais alors, a étant aussi dans E, il existe un entier relatif p tel que a = pa = 2an € 2mQ. Ceci est
exclu et donc, E est dense dans R.

(c) Soitxdans [—1,1]. D’aprés ce qui précede, pour € > 0 donné, il existe n € Z tel que |cos(na) —x| <
g et donc |u), — x| < €, ce qui montre que {u,, n € N} est dense dans [—1, 1]. De méme, {v,, n € N}
est dense dans [—1,1].

Correction de I’exercice 29 A

Soit x dans [—1,1] et € > 0.

Soit 6 = Arcsinx (donc 6 est élément de [—7, 7] et x = sin ). Pour k entier naturel non nul donné, il existe un
entier n tel que In(ny) < 0 +2km < In(ny + 1) & savoir ny = E(e97247).

Mais,

1 1
O<In(mg+1)—In(nx) =In(14+—) < —
ngo ng

(d’apres I'inégalité classique In(1 4 x) < x pour x > 0, obtenue par exemple par 1’étude de la fonction f : x —
In(1+x) —x). Donc,
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1
0 <0+42km—In(n) <In(ng+1) —In(ng) < —
k

puis

0 + 2km — In(ny,) 0 + 2km + In(ny)
7 ) cos( 5

0 + 2k — In(ny)

2

|sin(0) — sin(In(ny))| = 2|sin( )|

1
= |0+ 2km — In(my)| < —.
Ny

<2

Soit alors € un réel strictement positif.

Puisque 7, = E(e%7247) tend vers +oo quand k tend vers -0, on peut trouver un entier k tel que nik < € et pour
cet entier k, on a |sin @ —sin(In(n))| < €.

On a montré que Vx € [—1,1], Ve >0, In € N*/ |x —sin(Inn)| < €, et donc {sin(Inn), n € N*} est dense dans
[—1,1].

Correction de I’exercice 30 A
Pour o €]0, 7], posons f(o) = sup,cy(|sin(ne)|). {(sin(ner), n € N} est une partie non vide et majorée (par
1) de R. Donc, pour tout réel a de |0, [, f(cr) existe dans R.

Si o est dans [%, 2],

V3 T
f:f(gl

2
Si a est dans |0, Z]. Soit ny I’entier naturel tel que (no — 1)t < § < npax (ng existe car la suite (na),en est
strictement croissante). Alors,

£(e0) = sup,y([sin(ne)]) > sincr >

s o= 1)a+a<n+a<n+n 27
— < nyox = (ng — — —t == —.
3 =" 0 37 =373 3
Mais alors,
. . V3 T
£(@) = sup,cy(|sin(nar) ) > [sin(noat)| > 3 = f(3).

Si & est dans [, 7], on note que
f(0) = sup,en([sin(nat)|) = sup,en(|sin(n(z — a)|) = f(7 — &) > f(g),

car T — & est dans 0, T].
On a montré que Va €0, x|, f(a) > f(5) = ? Donc, infge)o z((sup,en(|sin(na)|)) existe dans R et

V3

infoejo xf(supen(|sin(na)])) = Mingejo,z (sup,en(|sin(n@)|])) = f (g) =5

Correction de ’exercice 31 A

La suite u n’est pas majorée. Donc, VM € R, 3n € N/ u,, > M. En particulier, 3ny € N/ u,, > 0.

Soit k = 0. Supposons avoir construit des entiers ng, ni,..., ny tels que no < n; < ... <ngetVi € {0, ...k}, Uy, > 1.
On ne peut avoir : Vi > ny, u, < k—+1 car sinon la suite u est majorée par le nombre Max{ug, u1, ..., un, ,k+1}).
Par suite, Ing1 > ng/ uy,,, > k+1.

On vient de construire par récurrence une suite (u,, )N extraite de la suite u telle que Vk € N, u,, > k et en
particulier telle que limy_, o Uy, = —-o00.

Correction de I’exercice 32 A
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Si u converge vers un réel £, alors ¢ € [0, 1] puis, par passage a la limite quand n tend vers +oo, (1 —¢) > zlt’ et
donc (¢ — %)2 < 0 et finalement ¢ = % Par suite, si u converge, lim,,_, oo u, = %

De plus, puisque la suite u est a valeurs dans ]0, 1, pour n naturel donné, on a :
1 1 1

“n(l _Mn) = Z _(E_un)z < Z < Mn-i—l(l _”n)v

et puisque 1 —u, > 0,onadonc Vn € N, u,, < upy.
u est croissante et majorée. Donc u converge et lim,,—s 1oy, = % (amusant).
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