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I- Généralités sur les fonctions numériques d’une variable

I-1 Définitions

I-1-1 Fonction et domaine de définition

Définition :

O Une fonction réelle (ou numérique) d'une variable réelle c'est une fonction définie d'un sous
ensemble £ de IR vers un sous ensemble F' de IR.

O Onécrit: f:E - F, (E,F LIR)

O E c'est le domaine de définition de f .

3 f(x) LF estl'imagede x LE

I-1-2 Graphe d'une fonction

Définition :

[ Soit f une fonction réelle d'une variable réelle.
O Le graphe de £, noté G(f) c'est I'ensemble G(f)={(x,y) CEXF/y = f(x)}

I-1-3 Egalité de deux fonctions

¢+ Deux fonctions réelles f et g sont dites égales si elles ont le méme domaine de définition E et
si x LE: f(x)=g(x).0Onnote f =g

I-2 Quelques propriétés

I-2-1 Fonction paire, fonction impaire

Définition :
O Une fonction f: E - F est paire si: (Ex LE,(-x) [E) et (Ex LE, f(-x) =f(x))
O Une fonction f: E —» F estimpaire si: (Ex LE,(—x) EE) et(Ex LE, f(-x) =—f(x))

Exemples
1) lesfonctions f(x)=x"+x" et f(x)=cosx sont paires.

2) les fonctions f(x)=x"+x et f(x)=sinx sontimpaires.
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I-2-2 Fonction périodique

Définition :

O Une fonction réelle f: E - F est périodique si: ([T [IR)/(Ex LE, f(x+T)= f(x))
O Le plus petit réel T qui vérifie (Dc LE, f(x+T)= f(x)) s'appelle la période de f.
O On dit que la fonction f* est périodique, de période T .

Exemples: Lesfonctions sinx et cosx sont périodique, de période 2T
I-2-3 Fonction bornée

Définition :

Une fonctionréelle f: E — F est:

O majorée par le réel M si: ([M [[R)/(Ex LE, f(x)< M)

O minorée par le réel m si: ([M [IR)/([x LE, f(x) Zm)

O bornée si:([M EIR)/([x LEm< f(x)< M), f (majorée par M et minorée par m)

Exemples
1) f(x)=sinx estbornée sur IR: [x L/IR, —-1<cosx<l.
2) f(x)=e" estminorée sur IR par O : [xTT/R, 0<e’

1I-3 Opérations sur les fonctions

+» Soient f et g deux fonctions réelles ayant le méme domaine de définition E.

OPERATION EXPRESSION
Somme f +g (f+g)x)= f(x)+g(x), [xLE
Multiplication par un réel Q. f (O(.f)(x) =ax f(x)
Produit f x g (fxg)x) = f(x)xg(x), [x LE
Quotient i, avec g(x)#0, [x LE (il(x) = f(x)xg(x), [x TE]
g g
Professeure Salma DASSER Session printemps-été
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II- Limite d’une fonction

1I-1 Limite en un point fini

II-1-1 Limite finie
Définition :

O Soit f une fonction réelle, de domaine de définition D, définie sur un voisinage d'un point x,
sauf peut étre en x,. On dit que la fonction f admet une limite finie / L/Rquand x tend vers
Xosi [E30,>0/ [xID}: |x-x|<n =|[f(x)-/<e

O Onnote lim f(x)=/

X - X

II-1-2 Limite infinie
Définition :

[ Soit f une fonction réelle, de domaine de définition D, définie sur un voisinage d'un point X,

sauf peut étre en x,. On dit que la fonction f admet une limite infinie quand tend vers x, si

O lim f(x)=+c0: 430, P> 0/ [XAD}: |[x-x|<n = f(x)>4

ou
O lim f(x)=-c : [BX0,[M>0/ [xID}: |[x-x|<n = f(x)<B

II-1-3 Unicité de la limite
Théoréme :

‘ O La limite d'une fonction f quand x tend vers x,, lorsqu'elle existe, est unique.

I1-1-4 Limite a droite - limite a gauche
Définition : (limite a gauche)

O Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle [a,xo[.
O f admet une limite finie / LIR a gauche de X, si:

[(£30, >0/ 0<x,-x<n =|f(x)-]<e
O On écrit lim f(x) =/ ou }ir?f(x) =1

X - X
x<x

O f admet une limite infinie a gauche de x, si:
lim f(x)=4c : [4>0,IN>0/ 0<sx,—-x<n = f(x)>4

X - X
lim f(x)=-c : [B<0,[N>0/ 0<x,-x<n = f(x)<B
X - Xq
Professeure Salma DASSER Session printemps-été
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Chapitre 1 : fonction numérique d’une variable réelle

Définition : (limite a droite)

03 Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle ]xo,b].
O f admet une limite finie / LIR a droite de x, si:

[£30, >0/ 0sx-x,<n =|f(x)-l<e
(3 On écrit }121 f(x)=1ou llr? f(x)=1

xX>Xx,

O f admet une limite infinie a droite de x, si:
-[4>0,[n>0/ 0<sx-x,=n = f(x)>4: lim f(x) = +o0

X - X,

- [B<0,[n>0/ 0sx-x,=n = f(x)<B: lim f(x) = -

X - X,

Théoréme :

O Soit £ une fonction qui admet une limite a droite et une limite a gauche d’un point x,.

O Lafonction f admet une limite / quand x tend vers x, si et seulement si :
lim f(x) = lim f(x) = I

11-2 Limite a l'infini
II-2-1 Limite finie

Définition: (limiteen + «)

O Soit f une fonction réelle, de domaine de définition Df , définie sur un voisinage de + oo .

(J On dit que la fonction f admet une limite finie / LIR quand x tend vers + o si
[£30,4>0/ [xID): x>4 =|f(x)-l<e

(J Onnote lim f(x)=1

X — +oo

Définition: (limite en — )

[ Soit f une fonction réelle, de domaine de définition D,, définie sur un voisinage de — o,
[ On dit que la fonction f admet une limite finie / L/IRquand x tend vers —oo si

[£30, [BK0/ [XID}: x<B =|f(x)-{|<¢
0 On note xlirgof(x) =1

Professeure Salma DASSER Session printemps-été
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|82, Module M6, Matiére : Mathématiques 1| Chapitre 1 : fonction numérique d’une variable réelle

II-2-2 Limite infinie

Définition: (limiteen + «)

[ Soit f une fonction réelle, de domaine de définition D;, définie sur un voisinage de + .

O On dit que la fonction f admet une limite infinie quand x tend vers + oo si

- [A30,[B>0/ [EID): x>B = f(x)>4: lim f(x) = +oo
[A%0,[B>0/ [XID}:x>B = f(x)<4: lim f(x) =~

Définition: (limite en — )

[ Soit f une fonction réelle, de domaine de définition D,, définie sur un voisinage de — .

O On dit que la fonction f admet une limite infinie quand x tend vers — o si

- [A30,[Bk0/ [XID}: x<B = f(x)>4: lim f(x) = +o0
- [A%0,[B<0/ [ID}:x<B = f(x)<A4: lim f(x) = -0

11-3 Comparaison locales de fonctions

I1-3-1 Fonctions équivalentes en un point

Définition :

O Soient f et g deux fonctions réelles définies sur un voisinage de x,,.

O On dit que les fonctions f et g sont équivalentes en x,, ssi limf(Lx;=1
x—»xo g x

O Onnote f=g

Théoréme :

O Si f et g sont deux fonctions équivalentes en un point x, alors elles ont la méme limite,

lorsqu'elle existe, quand x tend vers x, : lim f(x) = lim g(x)
X - Xg X = Xo

Exemples
. 4xX7 +3x7 +2x+1 3 5 3 5
1) lim =1: f= X)=4x +3x +2x+1, g(x)=4x" +3x" +2
coro AxS +3x2 42 f+oog (,f( ) g(x) )
2) hmsmle : sinx=x
x-0 x 0
e -1 . In(1+
3) lim & =l:e" -1=x, hmMZI : In(1+x)=x
x-0 X 0 x-0 X 0
Professeure Salma DASSER Session printemps-été
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[SZ, Module M6, Matiére : Mathématiques | l

Chapitre 1 : fonction numérique d’une variable réelle

Opérations sur les fonctions équivalentes

% Multiplication : t]‘l;:gl)et(fz;-:gz) = hXh= 8% 8,

% Division : %fﬁgl)et(fz:gz) = fl/fz gl/gZ

. !ex —1).sin2 x
Exemple =

lim-~—
-0 x"In(1+ x)

L sinx=x (lim SINY 1) d’ou  sin’x=x’ (Multiplication)
0 Y0 x 0
.oet =1
% e -l=x  (limS—=1)
0 x-0 X
% sin’ xsz et e ~l=x d’ol (e" - l)sin2 xix3 (Multiplication)
4_
G In(l+x)=x (lingM =1) ol ¥ In(l+x)=x’ (Multiplication)
X _ 2 3
% (e —1)sin’ x=x* et ¥ In(l+x)=x’ d’ol (ezlwz’%(:l) (Division)
0 0 x” In(1+ x)

I1-3-2 Fonctions négligeables

Définition :

O Soient f et g deux fonctions réelles définies sur un voisinage de x, .

[ On dit que la fonction f* est négligeable devant la fonction g en x, ssi lim fE ; =0
X - Xg g X

O Onnote f<<g.

Exemples

3

4—
1) hm%‘O: f<<g (f(x):4x3+1,g(x):x4+3x2+2)
x—»+°°x X +00

. X . Inx
2) lim—=0et lim——=0: Inx<<x et x<<e”
X — too e X — too X +o00 +o00
Professeure Salma DASSER Session printemps-été
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Chapitre 1 : fonction numérique d’une variable réelle

I1-4-1 Somme

11-4-3 Produit

11-4 Opérations sur les limites

[ LIR

I'LIR

[+['LIR

[ LIR

+ oo

+ oo

[ LIR

— 00

— 00

+ oo

+ oo

+ oo

— 00

— 00

— 00

— 00

+ oo

Forme indéterminée

[ LIR

I1-4-2 Multiplication par un scalaire

ALIR

Al

+ oo

A>0

+ oo

— 00

A>0

— 00

+ oo

A<0

— 00

— 00

A<O

+ oo

—00’+00

Forme indéterminée

[ LIR

I'LIR

[x]'LIR

[>0

+ oo

+ oo

[>0

— 00

— 00

/<0

+ oo

— 00

/<0

— 00

+ o0

+ oo

+ oo

+ oo

— 00

— 00

+ oo

— 00

+ oo

— 00

—00,+ 00

Forme indéterminée
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[SZ, Module M6, Matiére : Mathématiques 1 ] Chapitre 1 : fonction numérique d’une variable réelle

11-4-4 Quotient

[ CIR I'[CIR /

[ LIR + 00 0
[ LIR -0 0
[>0 0" + o0
[>0 0 -0
[>0 0" + 00
[>0 0 )
+ 00 0" + 00

-0 0 + o0

-0 0" — 0

0 0 Forme indéterminée
—00,+ 00 —00,+ 00 Forme indéterminée

11I-5 Formes indéterminées

II-5-1 Somme

+ o0 —00 Forme indéterminée

lim £(x) = +oo

- xl;; 2(x) = —o0 = }{1‘2 (7 +g)x)estune FI, (x, CIR [{=ko, +o0})

X - X,

Exemple : f(x)=~x*+1 g(x)=—Jx* -1 X, = +oo

lim Vx? +1 = +o0
Ly  xote lim(\/x2+1—\/x2—1)estuneFI

=
lim=-+/x*-1=-o X

X — +oo

Professeure Salma DASSER Session printemps-été
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[SZ, Module M6, Matiére : Mathématiques 1 ] Chapitre 1 : fonction numérique d’une variable réelle

% Calcul de lim (\/x2 +1-+/x2 —1) .

X - too

\/x2+1_\/x2_1:(\/x2+1—\/xz—IX\/x2+l+\/x2—1): (x2+1)—(x2—1) 2

\/x2+1+\/x2—1 \/x2+1+\/x2—1 \/x2+1+\/x2—1

& Puisque limJ = 12\/ - 1:O,alors lim(\/x2+1—\/x2—1):0
X - +oo x +1+ x - X - too

I1-5-2 Produit et quotient

0 + oo Forme indéterminée

Remarque :
+»* Les Fl issues d'un produit et les Fl issues d'un quotient se déduisent les unes des autres. En

effet, on a (xO LIR E{— 00,+00}):

0 0 + 00 Forme indéterminée
Forme indéterminée

I+
8
I+
8
o

#* On a donc deux cas de Fl :

lim £(x) = oo ;
1% cas : Tim g(x)= 4w llgi " (x)estune FI, (x, CIR (=0, +00})
lim f(x) =0

| X=X 1 f
2tme . lim g(x) =0 = }1}110 E (x)estune FI, (XO LR |$|°°,+oo})

XX

Exemples :

= Exemples du 1* cas:

Exemple 1: f(x)=lnx g(x)=x" X, =+oo

limnx=dteo
S = lim| — |est une F/
lim x" = +o0 xotool "
X — too
Professeure Salma DASSER Session printemps-été
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[SZ, Module M6, Matiére : Mathématiques 1 ] Chapitre 1 : fonction numérique d’une variable réelle
. (Inx _ _ . (Inx
% Calcul de lim| —— | ( voir exercices ): lim| — =0
X — t0o xn X — +oo xn

Exemple 2 : f(x)=¢" g(x)=x" X, = +oo

lim e* = +o0 e
e = lim — |estune FT
lim x" = +0  x-+o| x

X — too

X X
. [e . . .
% Calcul de lim| — | ( voir exercices): lim = +o0
xotoo| x X - +00 x”
. (e
lim| — | = +o0
. . xoe| x”
Résumé : | , [n?0
. nx
lim (—j =0
X - +00 x”

U On peut alors énoncer que, lorsque x tend vers + o :
@ e croit plus vite que toute puissance positive x” de x,
@ toute puissance positive x" de x croit plus vite que Inx.

R —_ 3 _ 2
= Exemple du 2°™ cas : Jx)=x" -1 glx)=x"-1 X, =

|
—

(e =1)=0_ (0
lim{y? ~1)= 0 = VI oy st ne

alcul de lim X -1, (x3_1)=(x_l)(x2+X+1):(x2+x+1)
% Calcul de lim) —5—|: (=1)" G-D)i+) (c+1)

2
& Puisque limM =
(x+1)

3 . (xP-1
—, alors lim| —
2 -1 x° =1

x-1

=3
2

I1-5-3 Puissance

FI

[a—
I+

oI
I+

FI
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|82, Module M6, Matiére : Mathématiques 1| Chapitre 1 : fonction numérique d’une variable réelle

lim f(x)=1

Faas: imetyoze = U@ estue L (5, 0 Cibose)

XX

Exemple : f(x)= 1+% g(x)=x X, =t

lim(
X — +oo

hrn x

X - +00

X > +00

! (x)
xj = lim (1 + lj est une /7
= 400 X

X - +0o

(x)
¢ Calcul de lim(1+1J :
X

(x) xIn 1+l l1n(l+ )
L?(l+lj =e ( "):ey y,oUI'onaposéy:l.
x x

(x) Lin1+y)
@ Lorsque x tend vers + o, y tend vers 0. Donc lim (1+1j =lime”
X

X - +00 y-0

Lin(1+)

# Calcul de lingey
ya

. hmlln(1+y)—11 1(l+y)—ln(1+0)
ya()y y-0 y—O

=h'(0), avec A(y) =In(1+y)

e Donc limlln(l +y)=1(0)=1, car h'(y) = .
y=0y I+y
“ini+)
e D'ou: lime” =e
y-0

1 (ﬂ
# Donc: lim(1+—] —e
X

X - +00

lim f(x) = #e0 o)
Jeme o . mem=0 = }irxno( F())* Y estune FI, (x, CIR [{Zko,+o0})

Exemple : f(x)=x g(x) :% X, = oo

lim (x) = 400

im (+).+
L1 = lim (x)\+) est une FI
lim|—[=0  x-+e
X — +00 x
Professeure Salma DASSER Session printemps-été
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[SZ, Module M6, Matiére : Mathématiques | l

Chapitre 1 : fonction numérique d’une variable réelle

% calcul de lim (x)@ :

X — +0o

1 D) I

# (=" ae
# Or lim (m_xj =0, donc lim (x)@ =1

X — too ;x X — 400

lim £(x)=0

3éme cas: i;l’;; g(X) = +o0 = ll_.lg(f(x))(g(n) estune F1, (xo IR I:{ElOO,+00})

Exemple : f(x) =% g(x)=x X, = o

. 1 (X)

lim|—|=0

% Xﬂ*w(xj = lim (lJ est une F/
lim (x) = 400 rorelx

Xt x
¢ ﬁw =M e

(x)
# Or lim (- xInx) = —o0, donc lim (lj =0

1 (x)
¢ Calcul de lim (—j

X — +oo X — too x

11-6 Propriétés des limites

Théoréme :

O Soit £ une fonction numérique définie sur voisinage ¥ d'un point x,.
Q Si lim f(x) =1 alors lim|f(x)| =]

X - Xp

Exemple : lim| — 1Y f(x)= 2o Donc lxi£r11|f(x)| :%

Théoréme :

O Soit £ une fonction numérique définie sur voisinage ¥ d'un point Xx,.
QO Si xLV a<f(x)<b alorsa<lI<bh

Professeure Salma DASSER Session printemps-été
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|82, Module M6, Matiére : Mathématiques 1| Chapitre 1 : fonction numérique d’une variable réelle

Théoréme :

O Soient f et g deux fonctions numériques définies sur un méme voisinage V' d'un point Xx,,
vérifiant: x LV f(x)<g(x).

Q Si lim g(x) = — alors hm f(x)=-00
Q Si lim f(x) = +c alors hmg(x) +o0
O Si lim f(x) =7 IR et hmg(x)—l'IZB alors I </'

Théoréme : (théoréeme des gendarmes)

O Soient f, g et & trois fonctions numériques définies sur un méme voisinage ¥ d'un point x,,
vérifiant: [x LV f(x) < h(x)< g(x).
O Si lim f(x)=17 IR et 11mg(x) =['IR alors limh(x)=["[IRA et [ < ["<['

X - Xg X - X

Q Si l1m f(x)= 11m g(x)=1 anrs limA(x) =1/

X - Xg

Exemple :

& On considere les fonctions :  f(x) = —l, h(x) = 31
X

& [x[CIR -1<sinx<lI
% Donc [XF0 —_lssmxsl

X X X
& Ce quiimplique que [V (+0)/ [x LV  f(x) < h(x) < g(x)
& Deplus lim f(x)=0 et lim g(x)=0 alors lim A(x)=0

tg(x)=—

11-7 Branches infinies

I1-7-1 Branches infinies en un point fini (asymptote verticale)

¢ Soit f une fonction réelle définie sur un voisinage d'un point a .

a) Equation de I'asymptote

% Sj

lim f(x)=+c ou hm f(x)=200 ou hmf(x) +oo | alors la droite d'équationest

x-a a

une asymptote vertlcale a la courbe représentative de f.

b) Exemples :
1) f(x) =ﬁ : li}]f}f(x) = +oo et }If? f(x)=-c, la droite d'équation x =1 est

alors une asymptote verticale a la courbe C,

Professeure Salma DASSER Session printemps-été
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|82, Module M6, Matiére : Mathématiques 1| Chapitre 1 : fonction numérique d’une variable réelle

1 .
2) f(x)=7—=5": lxlfrllf(x) = +oo, la droite d'équation x =1 est alors une asymptote

(e-1)

verticale a la courbe C, .
I1-7-2 Branches infinies a l'infini
+¢ Dans tout ce paragraphe, f* est une fonction réelle définie sur un voisinage de oo .

a) Asymptote horizontale

i) Equation de l'asymptote

< Si xlifgof(x) = b/ alors la droite d'équation |V = b | est une asymptote horizontale a C,.

ii) Position de la courbe par rapport a son asymptote
% si lim(f(x)-5)=0" alors la courbe représentative de f est en dessus de son

asymptote.
% Silim (f(x)—b)=0" alors la courbe représentative de f est en dessous de son

asymptote.
1
iii) Exemple : f(x)=1-—
X
O lim f(x)=1":

¢ la droite d'équation y =1 est une asymptote horizontale a C,.

. . (1 .
@ lim (f(x) - 1) =-lim (—) =0" : C, estalors en dessous de son asymptote.
X — too X — too ;x

S lim f(x)=1:
¢ la droite d'équation y =1 est une asymptote horizontale a la courbe C,.
) . (1 .
@ lim (f(x)—l): - 11m(—) =07, la courbe C, est alors en dessus de son
X —»—00 X

X —» —00

asymptote.

b) Asymptote oblique
i) Equation de I'asymptote

lim f(x) = £oo

X %00

S ACI -
% S|y lim f— =a (a#0)|alors la droite d'équation |V = ax + b| est une asymptote oblique

X - *oo X

lim (/(x) = ax) = b

a la courbe représentative C, de f.
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*0

ii) Position de la courbe par rapport a son asymptote
% Si lim (f(x) - (ax + b)) =0" alors la courbe C, est en dessus de son asymptote.

G Si xlilgo(f(x) - (ax + b)) =0 alorsla courbe C, esten dessous de son asymptote.

iii) Exemple : f(x)= x+2+l
X
L lim f(x) =+ :

@ hmM:I’ &:1+2+L

Xo+0  x X X x2
# lim(f(x)-x)=2, f(x)-x=2+l
X - +00 X

¢ la droite d'équation y = x+2 est alors une asymptote oblique a la courbe C,.

. I I B
g xlilg(f(x) -(x+2))= }?Eo(;) =0": C, estalors en dessus de son asymptote.

L lim f(x) = - :

@ hmM: , M:]+%+L
Xm0 X X X x2

# lim(f()-x)=2, fx)-x=2+1
e X

¢ la droite d'équation y = x+2 est alors une asymptote oblique a la courbe C,.

@ lim (f(x) - (x + 2)) = lim (l) =0 : C, estalors en dessous de son asymptote.
X > —00 X =0\ x

¢) Branches paraboliques de direction la droite d'équation y = ax

i) Equation :
lim f(x) =+

X -t

x
Si tim L9 =, (a#0)| alors la courbe représentative C, de f admet une branche

X - too X

lirgo(f(x) - ax) = +o0

parabolique de direction la droite d'équation
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ii) Exemple:  f(x)=x-x
(=)= v 1)
% lim f(r)=to A lim{r-1)=te

lim v x = +o

X — too

fG) Ly S _x=Vx L
@ lim ——= = =1
Xoto o x X X Jx
® lim (f(x)-x) ==, f(x)-x=-vx
U La courbe C,admet alors une branche parabolique de direction la droite d'équation

y=x.

d) Branches paraboliques de direction la droite d'équation y =0

i) Equation :
lir+n f(x) =00

< Si i f(x) alors la courbe représentative C, de f admet une branche parabolique
im>—— =

X — too X

de direction la droite d'équation y = 0. (I'axe (Ox) des abscisses).

ii) Exemple : f(x)=Inx
G lim f(x)=+0:  lim 2L =g
X o 400 xoto oy

% La courbe C, admet alors une branche parabolique de direction la droite d'équation

y=0.

e) Branches paraboliques de direction la droite d'équation x =0

i) Equation :
lim f(x) = Zoo

% Si hr_n f(x) _ ~ 4o alors la courbe représentative de f admet une branche parabolique de

X — +o0 X

direction la droite d'équation | X = 0. (I'axe (Oy) des ordonnés).

ii) Exemple: f(x)=¢€"
L lim f(x) = 4o : l1mf()—+

X — oo X — too x

L la courbe C, admet alors une branche parabolique de direction la droite d'équation
x=0.
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|82, Module M6, Matiére : Mathématiques 1| Chapitre 1 : fonction numérique d’une variable réelle

I1-7-3 Récapitulatif avec représentations géométriques

a) En_un point fini (asymptote verticale)

lim f(x) = #eo
'1iqm f(x) =400 | Asymptote verticale: x = a

X—-a

lim £(x) = o9 —

b) A l'infini

lim f(x)=b

X - too

Asymptote horizontale : y=b
lim (/(x)=5)=0" lim (f(x)-b) =

C, au dessous de son asymptote C, audessus de son asymptote

_ﬁ4AAQ——~4—*“—4k—/‘ﬁ-‘/(” |

lim f(x) = oo

X — oo

hmf()—a (a#0) tim £ = TEAC
X — Foo X — oo X X — oo X
lim (/' (x)-ax)=b lim (/'(x) - ax) = %o Direction Direction
o o asymptotique : | asymptotique :
y=0 x=0

Asymptote oblique : Direction asymptotique:
y=ax+b y=ax

e
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|82, Module M6, Matiére : Mathématiques 1| Chapitre 1 : fonction numérique d’une variable réelle

Ill- Continuité d’une fonction

I11-1 Continuité en un point

III-1-1 Continuité en un point

Définition :

[ Une fonction f définie sur un intervalle / est continue en un point x, de / si et seulement si:

A i) = i)

Définition :

O Une fonction f définie sur un intervalle I est discontinue en un point x, de [ siet seulement

si f n’est pas continue en Xx,.

III-1-2 Continuité a droite, continuité a gauche

Définition :

O Une fonction f définie sur un intervalle [xo,b[ est continue a droite au point x, si et seulement

i lim f(x) = (x,)

X - Xy

Définition :

O Une fonction f définie sur un intervalle ]a,xo] est continue a gauche au point x, si et
seulementsi  lim f(x) = f(x,)

X - Xy

Théoréme :

U Une fonction est continue en un point X, si et seulement si elle est continue a droite et a gauche

de x,.
. | 1) | | f(x)=-x six<0
xemple : X)=1x|:
f(x)=x six=0
& lafonction f est continue a gaucheen 0 : lim f(x)=0= f(0)
x-0

& lafonction f est continue a droiteen 0 : lim f(x)=0= f(0)
x-0"

& Alors la fonction f est continue en 0.
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I11-1-3 Prolongement par continuité

Théoréme :

O Soit f une fonction qui n’est pas définie en un point x,.
Q Silafonction f admet une limite / quand x tend vers x,, on peut la prolonger en une fonction

f(x) x#x,

continue ]N‘ définie par: f(x) = /
X=X,

Exemple : oy =202
x
% la fonction f n’est pas définie en 0 et lin%f(x) = 1in01 SIMY g
N sin x 0
© D=y & ¥ est alors le prolongement par continuité de f au point 0.
1 x=0

I1I-1-4 Opérations sur les fonctions continues en un point

# Si f et g sont deux fonctions continues en un point x, alors les fonctions f+g , fXg et
A.f le sont aussi.
& Si f et g sont deux fonctions continues en un point x, et si la fonction g ne s’annule pas

f

sur un voisinage de x, alors la fonction = est continue au point x,, .
g

# Si une fonction f est continue en un point x, et si la fonction g est continue au point

f(x,) alors lafonction g o f est continue au point x,,.

II1-2 Continuité sur un intervalle

I11-2-1 Définitions

Définitions :

O Une fonction f définie sur un intervalle ]a,b[ est continue sur ]a,b[ si et seulement si elle est
continue en tout point de ]a, b[.

O Une fonction f définie sur un intervalle [a,b[ est continue sur [a,b[ si et seulement si elle est
continue en tout point de ]a, b[ et continue a droite de a.

O Une fonction f définie sur un intervalle ]a,b] est continue sur ]a,b] si et seulement si elle est
continue en tout point de ]a, b[ et continue a gauche de b .

O Une fonction f définie sur un intervalle [a,b] est continue sur [a,b] si et seulement si elle est

continue en tout point de ]a, b[ et continue a droite de a et a gauchede b.
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I11-2-2 Théorémes sur les fonctions continues sur un intervalle

Théoréme :

‘ U Limage d’un intervalle fermé par une fonction continue est un intervalle fermé.

Théoreme :

Q Si lintervalle [m,M] est I'image d’un intervalle [a,b] par une fonction continue f alors:

III[[E,M], IIE[EJb]/f(x) =y (x n’estengénéral pas unique).
O En particulier : I_C__E[Ejb]/f(c)=m et IEIE[E.]b]/f(d)=M

y=fix) y=fix)

Corollaire (Théoréme des Valeurs Intermédiaires) :

Q Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b].
Q Si (f(a)xf(b) < O) alors il existe un point ¢ de I'intervalle [a,b] telque f(c)=0.
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IV- Dérivabilité d’une fonction

IV-1 Deérivabilité en un point

IV-1-1 Dérivabilité en un point

Définition :

[ Une fonction f définie sur un intervalle I est dérivable en un point x, de / si et seulement si

o S0 /()

X = X, x_x()

est finie :

Cette limite, lorsqu’elle existe s’appelle la dérivée de la fonction f au point x,.

Onnote f'(x,)= 1imM

X - Xg x—xo

S () = f(x)

X=X,

O Le rapport s’appelle taux d’accroissement ou taux de variation de f entre les

points x et x;.

Remarque : Sion pose #=x—x, alors f'(x,) = lim ACIRPACTY :1imf()CO MORNACTY

X—Xg X=X h=0 h

IV-1-2 Dérivabilité a droite, dérivabilité a gauche

Définition :

O Une fonction f définie sur un intervalle I est dérivable a droite en un point x, de I si et

: x) - f(x
seulement si lim PACRPACHY]
Xexg o X T X,

est finie.

O Cette limite s’appelle la dérivée a droite de la fonction f* au point x,.
' - L }1 _
O Onnote f, (xg) = lim 780 =S 0) -y, o 2ﬂm

X Xg X — X, h-0

Définition :

3 Une fonction f définie sur un intervalle I est dérivable a gauche en un point x, de [ si et

, x)- f(x
seulement si lim M
iexp X=X,

est finie.

[ Cette limite s’appelle la dérivée a gauche de la fonction f au point x,.

O Onnote £.(x,) = lim )=o) _ S+ 1) = f(x)
g\"o A

X - X x_xO h-0"
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Théoréme :

O Soit f une fonction dérivable a gauche et a droite d’un point x,.

ACOETHED.

O Lafonction f estdérivable au point x, si et seulement si:

f(x)=-x six<0
Exemple : X) = Xxx| :
7 || {f(x):x2 six=20
2
% lafonction f est dérivable a gauche de O : f (0) = lim f(x) f(O) = }1111})1 =0
X - Xg X
& lafonction f est dérivable adroite de O : fd(O) = lim M—}} x =0
x—'xo 0" X

£.(0)= £,(0)

& lafonction f est dérivable en O :

Remarque :
3 Une fonction f peut étre dérivable a gauche et a droite d’un point x, sans étre dérivable en x,

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVY

. | ) | | f(x)=-x six<0
xemple : X)=|x| :
=XEmPEs f(x)=x six=0
SF fonction f est dérivable a gauche de 0
£,(0)= lim L2 f(x) f(o) = lim — Y =-1
X - Xg h-0" x
% lafonction f est dérivable a droite de O : fd 0) = lim ————— f(x) f(O) = lim X =1
X Xg h-0" x
% lafonction f n’est pas dérivable en O : fg'(xo)ifd(xo)
IV-1-3 Dérivabilité et continuité
Théoreme :
‘ O Une fonction f* dérivable en un point x, est continue au point x,.
Remarque : La réciproque n’est pas vraie.
. | ) || f(x)=-x six<0
xemple : X)=|x|
=XEmPEs f(x)=x six=0
& la fonction f estcontinueen O : lim f(x)=lim f(x)= f(0)
x-0" x-0*
& la fonction f n’est pas dérivable en O : fg' (xo);tfd'(xo)
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1V-2 Différentielle en un point

Définition :

O Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1 .

O La différentielle de f , notée df, c’est le produit de la dérivée f' par un accroissement
arbitraire 4 de savariable: df(x) = f'(x).h

Remarque :
df (x)=h,(f'(x)=1)

% En prenant pour f lafonction f(x)=x on obtient 4 = dx, puisque
df (x) = dx

% D’oulaformule: df (x) = f'(x).dx

IV-3 Interprétation géométrique de la dérivée

Définition :

O Soit f une fonction dérivable en un point x,. La droite d’équation y =f(x0)+f'(x0)(x—x0)

s’appelle la tangente a la courbe de la fonction f* au point Xx,.

Théoréme :

O Soit f une fonction dérivable en un point x,.

QO La tangente a la courbe de la fonction f au point x, est la droite de pente f'(x,) passant par le
point M, (x0>f(x0))-

U Latangente a la courbe de la fonction f au point x, fait avec I'axe des abscisses un angle a de
tangente #g(a) = f'(x,).

el
pente £'0x0
5]
£:0)
o
10
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Théoréme :

O Soit f une fonction dérivable en un point x,.
U Latangente a la courbe de la fonction f au point x, c’est la limite lorsque x — x,, de toutes les
droites passant par les points M(x,f(x)) et M, (xO,f(xO)).

f(x)
=iz

pente £'(x0

1)

Théoreme :

U Une fonction f est dérivable en un point x, si et seulement si la courbe de la fonction f admet

une tangente au point x, non parallele a I'axe des ordonnées.

1V-4 Approximation affine d’une fonction dérivable

Théoréme :

O Si f une fonction dérivable en un point x, alors on peut écrire f(x), au voisinage de x,, sous
laforme:  f(x)= f(x)+ f1(x)(x = x,)+ (x = x,)e(x), avec lim &(x) = 0

): f(.X)_f(xo)
X=X

0

E(x

= f'(x)

Remarques :
% On peut alors approcher la fonction f(x), au voisinage de x,, par la fonction affine

x5 £05) + 1 () (X = %,).
% Graphiquement, cette approximation affine revient a remplacer la courbe représentative de f
par sa tangente au point M, (xo,f(xo)).
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Exemple : Calcul approché de In(x* + x —1) au point x = 0,99 voisinage du point x, =1

& f(x):ln(x2+x—1):>f'(x):2296—-"1
x +x-1
=0
% Onprend x,=1: x,=1= x-x,=-0,01 et f'(xo)
S'(x) =3

% La fonction affine qui approche f(x) au voisinage du point x, =1 est alors donnée par :
x> 3(x-1)=3x-3

& valeur approchée de £(0,99) : x=0,99 = £(0,99)=-0,03

& valeur exacte (par une calculatrice) de £(0,99): 7(0,99) = —0,030356...

IV-5 Dérivabilité sur un intervalle

IV-5-1 Fonction dérivée et fonction de classe C

Définitions : (dérivabilité sur un intervalle)

O Une fonction f* définie sur un intervalle ]a,b[ est dérivable sur ]a,b[ si et seulement si elle est
dérivable en tout point de ]a,b[.

O Une fonction f* définie sur un intervalle [a,b[ est continue sur [a,b[ si et seulement si elle est
dérivable en tout point de ]a,b[ et dérivable a droite de a..

O Une fonction f définie sur un intervalle ]a,b] est dérivable sur ]a,b] si et seulement si elle est
dérivable en tout point de ]a,b[ et dérivable a gauche de b.

O Une fonction f définie sur un intervalle [a,b] est dérivable sur [a,b] si et seulement si elle est
dérivable en tout point de ]a,b[ et dérivable a droite de a et a gauchede b.

Définition : (Fonction dérivée)
(3 Si une fonction f est dérivable sur un intervalle I alors sa fonction dérivée, notée f', c’est la

fonction qui fait correspondre a tout point x de I sa dérivée f'(x).

Définition :

(3 Une fonction dérivable f sur un intervalle I est de classe C' sur I si et seulement si sa
fonction dérivée f' est continue sur [ .

IV-5-2 Opérations sur les fonctions dérivées

@ Si f estune fonction dérivable en un point x, alors la fonction

& Af est dérivable en x, et (Af) (x,) = A" (x,)
ACH)
17 (%)
& " estdérivable en x, et () (x,) = nf " (xy). £ (x,)

b % est dérivable en x, et (l/f)'(xo) = , (f(xo);to)
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® Si f et g sontdeux fonctions dérivables en un point x, alors la fonction
& f+g estdérivable en x, et (F+g)(x)=f'(x)+g'(x,)
% fx g estdérivable en x, et (/X g) (x,) = /"(x,).-2(x,) + [ (x,)-g'(x,)

N A est dérivable en x, et (f/g)'(xo) = f'(xo).g(xo)z—f(xo).g'(xo)
g g% (x,)

Tableau récapitulatif

Opérations sur les fonctions dérivables
(f+g) s
(A.f), (A LIR) Af
(fxg) fg+fg
(1) g #0 /8718
g g
L1, 720 L
/) s
(fn )' nf'-fn_l
' A
W7) 277
(in() 5
) re
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IV-5-3 Limite de la dérivée

Théoréme :

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b] et dérivable sur ]a,b] dont la
fonction dérivée f"' est continue sur ]a, b].
Y Si lim f'(x) =/ IR alors la fonction f* est dérivable a droite au point a :

f1(a)= lim f'(x)=1 [TR

© Si lim f'(x) =00 alors la fonction f* n’est pas dérivable a droite au point a :
X—-a
. x) = f(a :
hm—f( )= /(@ . lim f'(x) =+
x—a® XxX—a x-a®
L Si lim f'(x) n’existe pas alors on ne peut pas conclure sur la dérivabilité de f a
X-a

droite au point a .

Remarque ! ”La réciproque est fausseH
1
2 . .
Exemple : f(x)= * sm(xj s1x¢0, a=0
0 six=0

e Lafonction f est dérivable en 0 mais la fonction /' n’a pas de limite en 0.

Exemple : f(x)= ‘xz - 1‘

L ix<-— >
% f(x)= ic 21 six < loux_l’ a=1

x° si-1<x<1

2x six<-loux>1

o f'(%)=

-2x si-1<x<l1

' '

£, ()= lim £'(x) =2 f, (D= lim /() =2
f2 )= lim £'(x) =2 (=D = Tim £ =2

= et

IV-5-4 Regle de I’Hospital

L . . N .0 0
Théoréme : (Cette régle permet de lever, dans certains cas, I'indétermination 0 ou —)
(0]

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle ouvert I sauf peut étre en
un point a de [, vérifiant lim f(x) =limg(x) =0.

Si de plus les fonctions f et g sont dérivables sur [ —{a} et si les fonctions g et g'

, i@, o SO
ne s’annulent pas sur I alors: m-— =/ = lm =11 I finiou infini
x~a g'(x) x-a g(X)
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Remarques :

e |La réciproque est fausseH;

2 . .
Exemple : f(x)= o sm(;) st # O, g(x)=sinx et a=0
0 six=0

S () admet une limite finie en 0 mais la fonction f' (x) n’a pas
g(x) g'(x)

de limite en 0.

e La fonction

e On peut appliquer la régle de [|'Hospital si limf(x):hmg(x):ioo ou si

lim £(x) = limg(x) = 0, (a fini ou infini) : limf( Moo imd) -
X—-a X-da X—-a g (x) X—-a g(x)
e Sion applique la régle de I'Hospital et on trouve que hmf () - —0 , ON passe aux
o g (x) o’
dérivées secondes : limm=l = lm&= [, et ainsi de suite jusqu’a lever

=a g"(x) =a g'(x)
I'indétermination.
Exemples :
xlna -1
1) h(x):e—, a>0: h(x )—%, avec f(x)=e"™ -let g(x)=x
X X
L £(0)=0et g(0)=0
L On applique la régle de I'Hospital : f'(x)= (lna) et g'(x) =1

@ llmf( )‘hm(lna)e"'“” =lna = hmf( )—
x=0 g (x) x-0 a0 g(x)

L lirrolh(x) =Ina

2) h(x):exl_lll—fx : h(x) = fg X avec f(x)=Inx et g(x)=e"" —-x

L f()=0et g()=0
% On applique la régle de I'Hospital :

1 - Sl 1
@ fl(x)=—etg'(x)=e""-1: = )
f (x) X g( ) g'(x) x(ex—l _1)
lin}—f'(x):i+2+oo = hmf( )—+oo
o g 0 1 g(x)
lim—f'(x) = L_ =-0 = lim——= TAC
~g'(x) 0 =1 g(x)
g [mi) = 4o
lim /() = -o0
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sinx —x X . .
3) h(x)=—F—": h(x) = &, avec f(x)=sinx—x et g(x)=sin’x
sin” x g(x)

% £(0)=0 et g(0)=0
% On applique la régle de I'Hospital :
@ f'(x)=cosx—1 et g'(x)=3cosx.sin’ x
@ limZ ) = jj_Cosx~1 0
x-0 g'(x) x-03cosx.sin®x 0
% On applique la régle de I’'Hospital une deuxiéme fois: f'(0) = g'(0) =0

@ f"(x)=-sinx et g"(x) =-3sin’ x + 6cos’ xsinx
PTG T L SRS S
x-0 g"(x) x-0-3sin” x+6cos” xsinx x-0-3sin" x+6c0S” X 6

% limh(x) = —%

X-a

I'V-5-5 Fonction composée — Fonction réciproque

a) Fonction composée

Théoreme :

Si une fonction f est dérivable en un point x, et sila fonction g est dérivable au

point f(x,) alors la fonction (g o f) est dérivable au point x, etona:

(g /) (x0) = &' (F(x0)).S"(xo)

b) Fonction réciproque
Théoréme :

Soit f une fonction bijective d’un intervalle I de IR vers f(I).
Si f est dérivable en un point x, de I vérifiant f'(x,)#0 et si la bijection

réciproque f ' est continue au point f(x,) alors la fonction £~ est dérivable au point

fep)etona: (1) (Feu)=

1
S (x0)
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IV-6 Dérivées de quelques fonctions usuelles

JS(x) S'(x)
C, (C est une constante réelle) 0
ax+b,(a et b deux constantes réelles) a
x", (nL12) nx""!
x>0, sia<l
x?, (@ CIR - 1Z) avec , a-1
x=0, sig=1 | ax
In(x|) 1
X
e’ e’
coS x —sinx
sinx Cos x

IV-7 Dérivée d’ordre supérieur

IV-7-1 Définitions

Définition : (dérivée seconde)

* Une fonction f dérivable en un point x, de I est deux fois dérivable en x, si et

seulement si sa fonction dérivée f' est dérivable en Xx,.

* Ladérivéede f',notée f" s'appelle la dérivée secondede f : f"(x,)= (f') (x,)

De proche en proche, on peut ainsi définir les dérivées d’ordre supérieur de £, lorsqu’elles existent :

Définition : (dérivée d’ordre n)

ieme dl

= La dérivée n une fonction f en un point x,, notée f(”), est égale a la dérivée

de la dérivée (n—1)" de f au point x,, lorsqu’elles existent.

= Lafonction f estalors n fois dérivable de dérivée n*™ ™ : f™(x,) = (f("")) (x,)

Exemple : f(x)=i : f(x)zﬁz(l"‘x)_1

G ) =(-D(1+x)7
Q:) f"(x) = (_1)(_2)(1 + x)_3 = (_1)2 21 (1 + x)—(2+1)
Q:) f(3) (X) = (_3)2'(1 + x)_4 = (_ 1)33|(1 + x)—(3+1)
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% On pense alors a la formule générale suivante :

FO@) = () a1+ x) 0 = (1) T i)"*‘

% On utilise un raisonnement par récurrence pour la montrer :
& |l est aisé de vérifier que la proposition est vrai pour n=1,2,3.

o
(l + x)n+1
£ )= ()" (n +1)!(1+ x)—(n+2) = (=)™ (n+ 1), 1 _
(1+x)
Q:) f(n+1)(x) = (f(n)) (X) et f(n) (X) — (_1)nl’l'(1 + x)—(n+l)

% Donc SO @ =D A= D)1 )

% Qu’on écrit f(n+1)(x) = (—1)(“1).(” + 1)|(1 + x)—(n+2)

@ Supposons que " (x) = (=1)"al(l+x)"" = (-1)" al. et montrons que

1

% Donc [ZIIN: FO) =D a1+ x) " = (=)l
(1+x)

IV-7-2 Fonction de classe C"

Définition :

= Une fonction f deux fois dérivable sur un intervalle I est de classe C* sur I si et
seulement si sa fonction dérivée seconde f" est continue sur [ .

Définition :

* Une fonction f n fois dérivable sur un intervalle I est de classe C” sur I si et

seulement si sa fonction dérivée n*™, " est continue sur I .

IV-7-3 Formule de Leibniz

Théoréme :

Si f et gsont deux fonctions n fois dérivable en un point x, alors la fonction
(fxg) est n fois dérivable en x, et : (fxg)”(x)=>.Cr 7 (x,)." " (x,), avec

fO=f
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1V-8 Dérivée logarithmique et élasticité

IV-8-1 Dérivée logarithmique

Définition :

Soit f une fonction dérivable en un point x, telle que f(x,)#0.
= La dérivée logarithmique de la fonction f au point x, c’est la dérivée de la fonction
In(| f]) au point x,.
= Onnote dI(f) la dérivée logarithmique de f .

Théoréme :

Si f est une fonction dérivable en un point x, telle que f(x,)# 0 alors:

S'(x)
dl )) = —=
(f)(x0) F(n)
Propriétés
di(f")=ndl(f) |dl(f><g):dl(f)+dl(g)| dl(—g)Zdl(f)—dl(g)

Remarque :
La dérivée logarithmique peut servir pour calculer plus simplement la dérivée d’une fonction

Exemple :

2 4 3x
x“.In(x)".e
Calcul de la dérivée de la fonction : | f(x) = 2(—_|_)1
X

/()
N =
J(x) I

(X

o fz(x)=x2 +1
o fi(x)=f3(x). 14 (%).f5(x) : f(x)=x7, fi(x)=In(x)"et f,(x)=e™

S di(f) = d«%) = dI(f)-dI(f,) :

, avec

 diCf) = dICf)+ i)+l ) I f) ) = 24— 43
x  x.In(x)
_fix) _2x _2
o di(f)(x)= 00 x
1
: 41n(x)’.—
_ i) _ x__ 4
° A= T xin()
_ S0 _3e”
o dItf)W ===
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L dil( f,)(x) :M = 2_x

S (%) x*+1
Yot - _2 4 _ 2x
% D'ou: dl( 1)(x) x+x.ln(x)+3 e
Ve — 1 [ X In(x)t.e 2 4 _ 2x
S 0r ()= SO, dones| 7 (x) = S 24 s 2]

IV-8-2 Elasticité

Définition :

Soit f une fonction définie en un point x, Z 0 telle que f(x,)#0.

L’élasticité de la fonction f au point x,, notée E(f)(x,), est égale a:

E(/)0x0) = ggg%%:lim( x, _f<x>—f<xo)j

xO X - X

flxg)  x—x,

Xo

Théoréme :

Si f est une fonction dérivable en un point x, Z 0 telle que f(x,)# 0 alors:

E(f)(r0) = %, % = x,dI(f)(xo)

Propriétés

E(/")(x) = nE(f)(x) E(f xg)(x) = E(/)(x) + E(g)(x) E(é)(X) = E(f)(x) ~ E(g)(x)

V- Monotonie d’une fonction

V-1 Définitions et propriétés

Définition :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de IR.
* Ondit que la fonction f est strictement croissante sur l'intervalle I ssi:

&) [T x<y = /()<f()
On dit que la fonction f* est croissante ou largement croissante sur 'intervalle I ssi:

y) L2 x<y = f(x)< /()
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Définition :

Soit f une fonction définie sur un intervalle / de IR .
* Ondit que la fonction f est strictement décroissante sur l'intervalle I ssi:

y) [ x<y = f(0)>f()

= On dit que la fonction f est décroissante ou largement décroissante sur l'intervalle

I ssi: &) (21 x<y = f(0)2f(»)

Définition :

=  Une fonction est dite monotone si elle est croissante ou décroissante.
=  Une fonction est dite strictement monotone si elle est strictement croissante ou
strictement décroissante.

Théoréme :

Soit f une fonction définie sur un intervalle / de IR . Llafonction f est

& strictement croissante sur I'intervalle I ssi I:(I,Iy) L1 RACI A C)] >0

X=-y
L largement croissante sur l'intervalle I ssi I:(I,Iy) C: PAC) P A6)) >0
X=y

Théoreme :

Soit f une fonction définie sur un intervalle / de IR . La fonction f est

Vo, S0

% strictement décroissante sur I'intervalle I ssi E(A_:,Iy

xX=y
% largement décroissante sur I'intervalle I ssi E(J_c,ly) WAE LA abiC)) <0
xX=y

V-2 Opérations sur les fonctions monotones

@ Si f estune fonction croissante sur un intervalle [a,b] alors
o lafonction f + C est croissante sur [a,b], C étant une constante.
o lafonction Af est croissante sur [a,b] si >0 et décroissante si A <0

& Si f estune fonction décroissante sur un intervalle [a,b] alors
o lafonction f + C est décroissante sur [a,b], C étant une constante.
o lafonction Af est décroissante sur [a,b]si A>0 et croissante si A<0

& Si f est une fonction croissante sur un intervalle [a,b] ne s’annulant pas sur [a,b] alors la
fonction 1/ f est décroissante sur [a, b].
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Si f est une fonction décroissante sur un intervalle [a,b] ne s’annulant pas sur [a, b] alors la
fonction 1/ f est croissante sur [a,b].

Si f et g sont deux fonctions simultanément croissantes (respectivement décroissantes) sur
un intervalle / alors la fonction f+ g I'est aussi.

Si f et g sont deux fonctions simultanément croissantes ou décroissantes sur un intervalle
I alors lafonction go f, lorsqu’elle existe, est croissante.

Si 'une des deux fonctions f et g est croissante et |'autre est décroissante sur un intervalle
I alors lafonction go f, lorsqu’elle existe, est décroissante.

Remarque :
@ Si f et g sont deux fonctions monotones alors f X g est une fonction monotone, le type de

monotonie de f X g est indépendant du type de la monotonie de f etde g.

& Six cas sont possibles: (Exemples)
S)==x | f()=-x | f()=-x | f()=x | f(¥)=x S(x)=x
g(x)=x g(x)=x gx)=-x | gx)=-x | glx)=x g(x)=x
frg==x"| fxg=-x"| fxg=x' | fxg=x" | fxg=x"| fxg=x’
sur /R" sur /R” sur /R" sur /R” sur /R* sur /R”

I décroissante | décroissante | décroissante | décroissante | croissante | croissante
8 croissante croissante | décroissante | décroissante | croissante croissante
f Xg | décroissante | croissante croissante | décroissante | croissante | décroissante

V-3 Stricte monotonie et continuité
Théoréme :

& Siune fonction f est continue et strictement croissante sur un intervalle [a,b] alors la
fonction f est une bijection de [a,b] vers [f(a),f(b)] et sa bijection réciproque est
continue et strictement croissante de [f(a), f(b)] vers [a, b].

Si une fonction f est continue et strictement décroissante sur un intervalle [a,b]
alors la fonction f est une bijection de [a,b] vers [f(b),f(a)] et sa bijection
réciproque est continue et strictement décroissante de [f(b),f(a)] vers [a, b].
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Remarque :
¢ Les graphes d’une bijection f et de sa bijection réciproque sont symétriques par rapport a la

premiere bissectrice :

V-4 Monotonie d’une fonction dérivable

Théoréme :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I .
% lafonction f est strictement croissante sur I'intervalle I ssi
[xII71 f'(x) >0
& lafonction f estlargement croissante sur I'intervalle 7 ssi X171 f'(x) =0

Théoréme :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I .
U lafonction f est strictement décroissante sur l'intervalle 7 ssi X721 f'(x) <O
U la fonction f est largement décroissante sur l'intervalle I ssi

I f'(x) <0

Professeure Salma DASSER Session printemps-été

39

www.tifawt.com

23AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

2AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAARL

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA




vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv

www.tifawt.com

|82, Module M6, Matiére : Mathématiques 1| Chapitre 1 : fonction numérique d’une variable réelle

VI- Convexité d’une fonction

VI-1 Définition et propriétés

Définition :
Soit f une fonction définie sur un intervalle I .

» Lafonction f estconvexesur I si:

[(xy) (et CATf0N] ona:  f(Ax+(1-A)y)< A f(x)+([1-A)f(»)

= Lafonction f est strictement convexe sur I si:

[x)y) C2let CATf0N] ona:  f(Ax+(1-A)y)<Af(x)+(1-2)s ()

= Lafonction f estconcavesur I si:

[(y) (et AN, ona: f(Ax+(1-A)y)2Af(x)+([1-A)f(»)

» Lafonction f estconcavesur [ si:

[)y) (Plet AT ona: f{Ax+(1-2)y)>Af(x)+(1-2)./(»)

Exemples :
1) f(x) =|x| est une fonction convexe.

2) f(x)=x" estune fonction convexe,

3) lafonction f(x)=-x> estconcave.
4) les fonctions affines ( f(x) = ax+ b) sont des fonctions a la fois convexe et concave.

Théoréme :
‘ Une fonction f est concave si et seulement si la fonction (—f) est convexe

Théoréeme : (Inégalité de Jensen)

Soient f une fonction convexe sur un intervalle I, x,,x,,..,x, des points de [ et

AN, A, n réels positifs vérifiant 2/\, =1, alors: f(Z/\ixiJ < Z/\if(xi)
i=1 =1

i=1

Remarque : (Cas particulier de I'inégalité de Jensen)

Si f est une fonction convexe sur un intervalle I et (x,,x,,.,x,) CI alors :

n n n

f(xl +"+x"j < S+ f(x) ou encore f[%iixijsiiif(xi) ) (Ai :lj
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VI-2 Opérations sur les fonctions convexes

@ Si f est une fonction convexe sur un intervalle / et si A=0 alors la fonction Af est
convexe sur [ .

@ Si f est une fonction concave sur un intervalle / et si A=0 alors la fonction Af est
concave sur [ .

& Si f et g sont deux fonctions convexes sur un intervalle / alors la fonction f+g est

convexe sur [ .
& Si f et g sont deux fonctions concaves sur un intervalle / alors la fonction f+g est

concave sur /.

VI-3 Convexité d’une fonction dérivable

Théoréme :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1 .
% lafonction f est convexe (strictement convexe) sur I ssi sa fonction dérivée f"' est

croissante (strictement croissante) sur I .
% la fonction f est concave (strictement concave) sur I ssi sa fonction dérivée f"' est

décroissante (strictement décroissante ) sur [ .

Théoréme :

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I .
& lafonction f estconvexesur I ssi [x LI: f"(x) =0
& lafonction f estconcavesur I ssi [x [1: f"(x) <0

Remarque !
e Une fonction f deux fois dérivable et strictement convexe sur un intervalle [

n‘implique pas que (IIIIi fM(x) > 0).
Exemple:  f(x)=x"
= f estune fonction deux fois dérivable sur [— 1,1] :
e f'(x)=4x" et fM"(x)=12x"
= f estune fonction strictement convexe sur [— 1,1] :
e f' eststrictement croissante sur [— 1,1]
= Mais [x, [/ (x, =0)//"(x,) #0:(f"(0)=0)

e De méme, une fonction f deux fois dérivable et strictement concave un intervalle /
n’implique pas que (X134 f"(x) <0).
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VII- Optimisation d’une fonction

VII-1 Extremums d’une fonction

Définition :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I . La fonction f admet
* un maximum global sur / au point x, si: xLI: f(x)<f(x,y)
*= un minimum global sur I au point x, si: xLI: f(x)=f(x,)
* un maximum local sur I au point x, si: LV(x,) LI/ x LV (xy): f(x)< f(x,)
* un minimum local sur I au point x,, si: LV(x,) LI/ Lx LV (xy): f(x)= f(x,)

\w)
(D~
=

inition :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I .
=  On appelle extremum global de f sur I un maximum ou un minimum global sur I .

=  On appelle extremum local de f sur I un maximum ou un minimum local sur I .

VII-2 Extremums et points d’inflexion

Définition :

Soit f une fonction définie sur unintervalle I et soit x, un pointde 7.
* Le point x, est un extremum de la fonction f si la courbe de f', dans un repére
orthonormée, change de concavité au point M, (xo,f(xo)) sans changer de sens.
= Le point x, est un point d’inflexion de la fonction f si la courbe de f, dans un

repere orthonormée, change de concavité au point M (xo,f(xo)) en changeant de sens.

VII-3 Cas d’une fonction dérivable

VII-3-1 Condition nécessaire

Théoréme :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1 .
Si la fonction f présente un extremum en un point x, de [ alors f'(x,)=0.
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Remarque ! “La réciproque est fausse”

Exemple:  f(x)=x’

& 1 est une fonction dérivable sur I'intervalle [— 1,1] c (%) =3x7
& £'(0) =0 mais 0 n"est ni minimum (f(—l) < f(O)) ni maximum (f(l) > f(O)) de f
sur [— 1,1].

VI1I-3-2 Condition suffisante

Théoreme :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I .
% Silafonction f' s’annule en un point x, de I en changeant de signe alors la fonction
f présente un extremum au point x,.

% Silafonction f" s’annule en un point x, de I sans changer de signe alors la fonction

f présente un point d’inflexion au point x,.

Exemples :
1) f()=x
o f estune fonction dérivable sur I'intervalle [— 1,1] et f'(x)=3x"
o f'(0)=0 et f' nechange pas de signe (IIE[EII,I]: f'(x)=20)

o 0 estalors un point d’inflexion de £ sur [-1,1].

2) f(x)=x"
o f estune fonction dérivable sur I'intervalle [-1,1] et f'(x)=2x
'x)=20 x=0
o f'(0)=0et f' change de signe /')
f'(x)<0 x<0
o 0 estalors un extremum de f sur [-1,1].

3) f(x):x|X|2 f(x)=x? six=0

{f(x)=—x2 six<0

f'(x)=-2x six<0
f'(x)=2x six=20
o f'(0)=0 et f' nechange pas de signe (IIE[EI],I]:f'(x)Z 0)

o 0 estalors un point d’inflexion de /" sur [-1,1].

o f estune fonction dérivable sur I'intervalle [— 1,1] et {
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Théoréme :

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I telle que la fonction
dérivée f' s’annule en un point x, de I, f'(x,) =0, alors la fonction f présente
% un maximum au point x, si f"(x,) <0

% un minimum au point x, si f"(x,) >0

% un point d’inflexion au point x, si f"(x,)=0

Exemples :
1) f(x)=x’
& f est une fonction deux fois dérivable sur [— 1,1] D f'(x)=3x" et f"(x)=6x
L 7'(0)=0et /(0)=0

% 0 est alors un point d’inflexion de /" sur [— 1,1].

2) f(x)=x"
L f est une fonction deux fois dérivable sur [— 1,1] s f'(x)=2xet f"(x)=2
% f'(0)=0et /"(0)>0

% 0 estalors un minimum de f sur [—1,1].

Remarque !
+*» Une fonction peut avoir un point d’inflexion ou un extremum sans étre deux fois dérivable.

f(x)=-x> six<0

le : = :
% f(x) x|x| {f(x)sz six=20

% 0 est un point d’inflexion de f sur [-1,1].
% Mais la fonction f* n’est pas deux fois dérivable sur [— 1,1] car:

f'(x)=-2x six<0 . f"(x)=-2 six<0
e
f'(x)=2x six=20 f"(x)=2 six>0
» f n’estalors pas deux fois dérivable en 0.

VII-4 Cas d’une fonction convexe

Théoréme :

Y Si f est une fonction convexe sur un intervalle ]a,b[ alors tout extremum local est un
minimum de f sur ]a,b{

© Si f estune fonction concave sur un intervalle ]a,b{ alors tout extremum local est un
maximum de f sur ]a,l{
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VII-5 Cas d’une fonction convexe et dérivable

Théoréme :

Soient f une fonction dérivable sur un intervalle ]a,b[ et x, un point de ]a,b[ vérifiant
Sf'(x%)=0.

% Si la fonction £ est concave sur ]a,l{ alors x, est un maximum de f sur ]a,b[

% Si la fonction £ est convexe sur ]a,b[ alors x, est un minimum de f sur ]a,l{
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VIIl- Annexe (fonctions usuelles)

VIII-1-1 Cas ou la puissance est un entier strictement positif

1)
2)
3)
4)
5)
6)

7)

8)

VIII-1 Fonction puissance

C'est lafonction f : x+>x", n est un entier strictement positif

a) Cas ou n est pair

La fonction f est définie sur IR .
La fonction £ est paire: (-x)" = (x)’
La fonction f est continue et dérivable sur IR .

Limites de f aux bornes de D, : lim (x)” = +o0 et }lrgo(x)n = +00

La fonction dérivée f' de f : f(x)=nx""": f'(x)=0 = x=0
f est

i) décroissante sur ]— 00,0] (x <0= f'(x)< 0)

ii) croissante sur [O,+00[ (x 20= f'(x)= 0)
D’ou le tableau de variations :

X — 00 0 + o0

+ o0 + o0

x" \ /

Graphe de f :

e

e

A e

Professeure Salma DASSER Session printemps-été

46

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

www.tifawt.com

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA




vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv

vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv VVVVVVVVVVVV

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

www.tifawt.com

[SZ, Module M6, Matiére : Mathématiques | l

Chapitre 1 : fonction numérique d’une variable réelle

b) Cas ou n est impair

1)
2)
3)
4)

La fonction f est définie sur IR .

-(x)

La fonction f est continue et dérivable sur IR

La fonction f est impaire : (— x)"

Limites de /" aux bornesde D, :

5) Lafonction dérivée f'de f :
i) Sin=2alors f'(x)=nx"":
i) Sim=1alors M

f est croissante sur IR (IIIZH = f'(x)= 0)

D’ou le tableau de variations :

6)
7)

lim (x)" = +o0 et lim (x)" = -0

X o =00

f'(x)=0 = x=0
[xT/R f'(x)#0

+ 00

+ 00

8) Graphede f :

A e

e

e
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ISZ, Module M6, Matiére : Mathématiques I l Chapitre 1 : fonction numérique d’une variable réelle

VIII-1-2 Cas ou la puissance est un entier strictement négatif

C'est la fonction f : x+>Xx", n est un entier strictement négatif. On pose n=-m, m est
alors un entier strictement positif. L’étude de cette fonction se déduit alors de celle de la fonction

. e gis (o 1
puissance étudiée au paragraphe précédent, x" = —.
X

a) Cas ou n est pair

1) Lafonction / est définie sur IR .

2) Lafonction f estpaire: (-x) = (x)

3) Lafonction f est continue et dérivable sur IR .

4) Limitesde f auxbornesde D, : D, = ] 0.0[UJo,+e0]
i) lim (x)' =0 et lim(x)' =0

i) lim(x)" = +o0 et lim(x)' = +oo
x-0" x-0"
5) La fonction dérivée f' de [ : f'(x) = nx""
6) [ estcroissante sur ]— 00,0] et décroissante sur [0,+00[
7) D’ou le tableau de variations :

+ 00 || + 00

x" / \‘

8) Graphede f :

Y
e
X x7
2 4
X x
I T I:I T 1
-4 2 2 g 4
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ISZ, Module M6, Matiére : Mathématiques I l Chapitre 1 : fonction numérique d’une variable réelle

b) Cas ou n est impair

La fonction f est définie sur IR".

La fonction f estimpaire: (-x)' = =(x)’

La fonction f est continue et dérivable sur IR".

Limites de /" auxbornesde D, : D, = ] .0[UJo,+e0[

i) lirgl_(x)" = -0 et lirg(x) = +o0

i) lim (x)' =0 et lim (x)' =0
5) La fonction dérivée /' de f : f'(x)=nx""
6) f estdécroissante sur IR’
7) D’ou le tableau de variations :

X — 00 0 + 00

0 ||+oo

S

0

8) Graphede f :

Y4

2 xl

O s 0
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|82, Module M6, Matiére : Mathématiques 1| Chapitre 1 : fonction numérique d’une variable réelle

VIII-1-3 Cas ou la puissance est un rationnel

C'est la fonction f : x> x", r est rationnel. On pose r = E, (p,q) [IAxIZ", I'étude de
q

cette fonction se déduit alors de celles des fonctions "puissances entieres ".

a) Cas ou 1 est strictement positif

1) Lafonction f est définie et continue sur IR".
2) Limitesde f auxbornesde D, ,D, = [0,+oo[ : lim (x)’ = +oo

3) Lafonction dérivée f' de f : IIIE](ZHOO[, f(x) ="
a) Sir>1 alors f estdérivable a droite de 0: fa;(O) = lim = lim x"™ = 0
x-0" x x-0"
b) Si r=1, f c'estlafonction identité.

c) Si 0<r<I alors f n'est pas dérivable a droite de O: lim 2= = lim x" = +oo
x-0" x x-0"

4) f estcroissante sur IR".
5) D’ou le tableau de variations :

X 0 + 00

xr O / e

b) Cas ou est strictement néqgatif

1) Lafonction f est définie et continue sur IR
2) Limitesde f auxbornesde D, , D, = ]— oo,O[U]O,+oo[ :

lim (x) = +c0 et lim (x) =0

x-0"

3) Lafonction dérivée f' de f : el =ko,0[UJ0, 400, £(x) = ™
4) f estdécroissante sur IR .
5) D’ou le tableau de variations :

X' ~
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[SZ, Module M6, Matiére : Mathématiques 1 ]

Chapitre 1 : fonction numérique d’une variable réelle

¢) Graphes de

11
Ir=xy
2
THxT
_ 2
THx 3

s
Xy v

Remarque :
Si 7 est non nul alors la fonction puissance f :

x> x" est continue et strictement

monotone de IR™ vers lui-méme, c'est donc une bijection de IR™ vers IR™ . Sa bijection

1
réciproqueest f': x> x’.
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|82, Module M6, Matiére : Mathématiques 1| Chapitre 1 : fonction numérique d’une variable réelle

VIII-2 Fonction exponentielle et fonction logarithmique népérien

VIII-2-1 Fonction exponentielle

1) Lafonction exponentielle est définie, continue et dérivable sur IR .
2) Limitesde f auxbornesde D, = IR : lim (e"): 0 et lim (e’“): +00

X > —00 X — too
’

3) Lafonction dérivée : (e") =e"
4) La fonction exponentielle est croissante sur IR .
5) Le tableau de variations :

+ 00

VIII-2-2 Fonction logarithme népérien

1) La fonction logarithme népérien est définie, continue et dérivable sur IR .
2) Limitesde f auxbornesde D, = ]0,+oo[ : lim(lnx) = -0 et lim (lnx) = +oo
x-0" X 400

r

3) La fonction dérivée: (Inx) = !
X

4) Lafonction logarithme népérien est croissante sur IR .
5) D’ou le tableau de variations :

+ 00
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Chapitre 1 : fonction numérique d’une variable réelle

VIII-2-3 Graphe des deux fonctions

« La fonction exponentielle est continue et strictement croissante de IR vers IR™.

e La fonction exponentielle est alors bijective de IR vers IR™ .

e Lafonction logarithme népérien c’est la bijection réciproque de cette fonction.
e Les graphes des deux fonctions, exponentielle et logarithme népérien, sont alors symétriques

par rapport a la premiére bissectrice (droite d’équation y = x):

—

VIII-2-4 Propriétés et formules fondamentales

X > expx

i—=lnx

atPie] 1ol

[(n TIN"

In(a.b) =Ina+Ind

In(n.a) = n.Ina

ln(%) =lna-Inb

ln(l) =-lna
a

lim X

X — too x”

. e
Iim — = 4

X — too xn
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|82, Module M6, Matiére : Mathématiques 1| Chapitre 1 : fonction numérique d’une variable réelle

VIII-3 Fonction circulaires

VIII-3-1 Introduction

a) Définition et cercle trigonométrique

e Le cercle trigonométrique c’est le cercle de
centre 1’origine O(0,0) et de rayon 1.

e Soit M un point du cercle de coordonnés
xety: M(x,y)
e Si a est I’angle que fait [O,M) avec ’axe
X =cosa

des abscisses, alors : ]
y =sing

e Le cosinus représente 1’abscisse
e Le sinus représente 1’ordonnée

b) Valeurs remarquables

sinx | 0

cosx | 1

—_ w‘ﬁ, I\J‘S' S
6‘ N | = N‘%\ w N

tanx | 0 Non défini

w‘& t\)‘& N — o N

¢) Formules

Cx IR [x17R - ’2’+kn,k

—-1<cosx<l | -1<sinx <1 ) 1
l+tan” x = ———

cos’ x+sin*x =1 cos’ x
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ISZ, Module M6, Matiére : Mathématiques I l Chapitre 1 : fonction numérique d’une variable réelle

d) Relations fondamentales

o 14:) M D Q ()

cos(77+x)
sin(77 + x)

—-CosXx o cos(/T—x) = —cosx

—-sinx sin(77 — x) = sinx

n
[ M(%-x) M5+ )

o

o () T o 3tr)
COS(E - X)=-sinx

m .
COS(E - X) =sinx

/A
/4 _ sin(——x) = cosx
sm(z - X)=cosx 2

e) Signe de sinus et cosinus
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Chapitre 1 : fonction numérique d’une variable réelle

VIII-3-2 sinus et arcsinus

1)
2)

4)
S)
6)

7)
8)

9)

a) sinus

La fonction sinus est définie sur /R .

La fonction sinus est continue et dérivable sur /R .

La fonction sinus est impaire : sin(—x) = —sinx

La fonction sinus est périodique, de période 277 .

Le domaine d’étude peut alors étre réduit a [(), /T] :sin0=sm7=0
La fonction dérivée : sin'(x) = cosx

. . . m , . T
La fonction sinus est croissante sur 0’5 et décroissante sur 5,77

D’ou le tableau de variations :

sin'x +
sinx

Graphe de f :

Tl =i
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Chapitre 1 : fonction numérique d’une variable réelle

b) Arcsinus

. . . . . /i
= La fonction sinus est continue et strictement croissante de | — 2 vers [— 1,1].

. . e . V/a
= La fonction sinus est alors bijective de | — EXEY Vers [— 1,1].

e La bijection réciproque de cette fonction s’appelle arcsinus.

. e T
e arcsinus est alors une bijection de [— 1,1] vers | — 2

Vi
2

1) La fonction arcsinus est définie et continue sur [— l,l].

2) La fonction arcsinus est dérivable sur ]— l,l[.
3) La fonction arcsinus est impaire

4) La fonction dérivée :

N |
IIIE]EILI[: arcsin'(x) = ﬁ

- X

5) La fonction arcsinus est croissante sur [— 1,1]
6) D’ou le tableau de variations :

X

-1

arcsin x

x|

7) Graphede f :

y=snx

e = - - - - -
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ISZ, Module M6, Matiére : Mathématiques I l Chapitre 1 : fonction numérique d’une variable réelle

VIII-3-3 cosinus et arccosinus

a) cosinus

1) La fonction cosinus est définie sur /R .
2) La fonction cosinus est continue et dérivable sur /R .
3) La fonction cosinus est paire : cos(—x) = cosx

4) La fonction cosinus est périodique, de période 277 .

5) Le domaine d’étude peut alors étre réduit a [O, /T] :cosO0=1et cosm=-1
6) La fonction dérivée : cos'(x) = —sinx

7) La fonction cosinus est décroissante sur [(), 77].

8) D’ou le tableau de variations :

cos'x -
COSX 1

9) Graphede f :

Professeure Salma DASSER Session printemps-été

58

www.tifawt.com

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAZAA

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA




VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv VVVVVVVVVVVV

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

www.tifawt.com

|82, Module M6, Matiére : Mathématiques 1|

Chapitre 1 : fonction numérique d’une variable réelle

b) Arccosinus

» La fonction cosinus est continue et strictement décroissante de I’intervalle [0,/7] Vers
I’intervalle [— l,l].
= La fonction cosinus est alors bijective de [0, 77] Vers [— 1,1].

e La bijection réciproque de cette fonction s’appelle arccosinus.
e arccosinus est alors une bijection de [— 1,1] Vers [(), /7].

)
2)
3)

4)

S)
6)

7)

La fonction arccosinus est définie et continue sur [— 1,1].

La fonction arccosinus est dérivable sur ]— l,l[.

La fonction arccosinus est paire

La fonction dérivée : IIIE]EII,I[: arccos'(x) = ———
1

-1

2
- X

La fonction arccosinus est croissante sur [— 1,1]

D’ou le tableau de variations :

X -1

arccosx T

Graphe de f :

VA

{1 ¥»=Arccos x
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Chapitre 1 : fonction numérique d’une variable réelle

)

2)

3)
4)

S)

6)

7)
8)

9)

VIII-3-4 tangente et arctangente

a) tangente

La fonction tangente est définie sur /R - {g +kmk IZZ} .

. . L. T
La fonction tangente est continue et dérivable sur /R — {E + ki, k } .

La fonction tangente est impaire : tan(—x) = —tanx

La fonction tangente est périodique, de période 7.

. . " 4t m
Le domaine d’étude peut alors étre réduit a O’E

La fonction dérivée :

1

tan'(x) = ——

cos’ x

. . m
La fonction tangente est croissante sur [0,5]

D’ou le tableau de variations :

X

tan'x

tan x

_F
'é'ololtl

Graphe de [ :

tan0 =0 et lin}tanx = 400

X o=
2
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Chapitre 1 : fonction numérique d’une variable réelle

b) Arctangente

. . . . . /e
e La fonction tangente est continue et strictement croissante de ’intervalle }— E,E[ vers IR .

= La fonction tangente est alors bijective de }— %,g[ vers IR .

e La bijection réciproque de cette fonction s’appelle arctangente.

e . n i
e arctangente est alors une bijection de /R vers }5,5[

1) La fonction arctangente est définie et continue sur /R .
2) La fonction arctangente est dérivable sur /R .
3) La fonction arctangente est impaire

4) La fonction dérivée :

IIIIjEIl,l[: arctan'(x) = ! 5
I+x

5) La fonction arctangente est croissante sur /R
6) D’ou le tableau de variations :

X

— 00

arctan x

NN

7) Graphede f :

y=tanx

¥ =Arctan x
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I- Théoreme des accroissements finis

I-1 Théoreme de Rolle

I-1-1 Théoréeme de Rolle

Théoreme :

= Si f est une fonction continue sur un intervalle [a,b] et dérivable sur l'intervalle

]a,b[ telle que f(a)= f(b) alors: IZlE]E]b[/f'(c) =0

Remarques :
% Le point ¢, ol s’annule la fonction dérivée, n’est en général pas unique.
U Toutes les conditions du théoréme sont nécessaires : On ne peut appliquer le théoréme
de Rolle aux fonctions suivantes:
X sl x EEO]I[
1 x=1

car f n'est pas continue sur
0si x=

o f définie de [0,1] vers IR par f(x):{

[0.1].

o [ définie de [— 1,1] vers IR par f(x) =|x| car f n'est pas dérivable sur ]— 1,1[.
Exemples :

1) f(x)=x*et[a,b]=[-1]]
& f est une fonction continue sur [— 1,1], dérivable sur ]— 1,1[ et f(-)=f(1)=1.
U On peut donc appliquer le théoréme de Rolle a f sur l'intervalle [— 1,1] :
o f'(x)=2x=c=0
o ¢ =0 estalorsle point de ]— l,l[qui vérifie le théoréme de Rolle sur[— 1,1].

2) f(x)=x*-x+1et[a,b]=[0,1]
& f est une fonction continue sur [0,1], dérivable sur ]0,1[ et f(0)=f(D)=1.
% On peut donc appliquer le théoréme de Rolle & 1 sur I'intervalle [0,1] :

1 -1 1
o "(x)=3x*-1: "X)=0 = x’== = - OUc¢ =——

V3
1 1
° a g o[ et Iy moll|

o c¢= L estalorsle point de ]O,I[qui vérifie le théoréme de Rolle sur [0,1].

V3
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3) f(x)=x’-x+1et[ab]=][-1]1]
& £ est une fonction continue sur [— 1,1], dérivable sur ]— 1,1[ et f(-)=f(1)=1.
L On peut donc appliquer le théoréme de Rolle a f sur l'intervalle [— 1,1] :

1

o f'(x)=3x"-1: f'(x):0«=»x2:§

o Sl ete, = 1 sont donc les deux points de ]—l,l[qui vérifient le théoreme de

NG N

Rolle sur 'intervalle [— 1,1].

I-1-2 Théoreme de Rolle a l’infini

Théoreme :

* Si f est une fonction continue sur un intervalle [a,+00[ et dérivable sur l'intervalle

]a,+00[ telle que lifﬂof(x) = f(a) alors: IZIIZ]EHOO[/f‘(c) =0

* Si f est une fonction continue sur un intervalle ]— w,b] et dérivable sur l'intervalle

]- o0, 5[ telle que lim £(x)= £ (b) alors: e =Ko, b[/ /() = 0

*= Si f est une fonction dérivable sur IR =]— 00,+00[ telle que lim f(x) = lim f(x)

alors : [c CIR/ f'(c)=0

Remarque :
+ Les mémes remarques que pour le théoréme de Rolle sur un intervalle [a,b].

Exemples :

1) f(x) -lnx sur [1,+oo[
X
U £ est une fonction continue sur [1,+00[, dérivable sur ]1,+00[ etlim f(x)=/f(1)=0
% On peut donc appliquer le théoréme de Rolle & f sur I'intervalle [1,+00[ :

o f'(x)= . f(x)=0 = x=e

o c=e estalorsle point de ]1,+00[qui vérifie le théoréme de Rolle sur[1,+oo[.

I-Inx

2) f(x)=x*sur IR
& f est une fonction dérivable sur IR et lim f(x) = lim f(x) = +oo
L On peut donc appliquer le théoréme de Rolle a f sur lintervalle IR :
f'(x)=2x=c=0
o ¢ =0 estalorsle point de ]—l,l[qui vérifie le théoréme de Rolle sur /R .
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I-1-3 Interprétation géométrique

% Il existe au moins un point appartenant a lintervalle ]a,b[, (al]RIE{EIoo} et/ou
b LIR }), ol la courbe de f admet une tangente horizontale :

X

1-2 Théoréeme des accroissements finis

I-2-1 Théoreme

Théoréme:

= Si f est une fonction continue sur un intervalle [a,b] et dérivable sur l'intervalle

]a,b[ alors If_lja,b[ tel que: f(a)— f(b)=f"(c).(a=b) ou f'(c) :_f(a):l/;(b)

Remarques :
e Si f(a)= f(b) on retrouve le théoréme de Rolle.

e Le point ¢, comme pour le théoreme de Rolle, n’est en général pas unique.

Exemple : f(x)=x*-x+1 et [a,0]=[-2,]
% f estune fonction continue sur [— 2,1] et dérivable sur ]— 2,1[
L On peut donc appliquer le théoréme des accroissements finis a f sur [— 2,1] :

o [f(2)=-5et f()=1
o IZI:]EQl[tquue f(c)—f( 2) f(l)

o [f'(x)=3x"-1: f(x):2<:>x =1 = ¢ =-1 ouc,=1
o ¢=-1, (1 II]ZI,ID est alors le point de ]—2,1[ qui vérifie le théoreme des
accroissements finis sur [— 2,1].
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I-2-2 Interprétation géométrique

++ Il existe au moins un point appartenant a I'intervalle ]a,b[ ou la tangente a la courbe de f
est parallele a la droite passant par les points (a,f(a)) et (b,f(b)) :

I-2-3 Conséquence : limite de la dérivée

Théoréme : (vu au premier chapitre)

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b] et dérivable sur ]a,b] dont la
fonction dérivée f' est continue sur ]a,b].

* Si lim f'(x) =/ IR alors la fonction f est dérivable a droite au point a :

X—=a

fi(@)=lim f'(x)=1 [IR

X—-da

= Si lim f'(x) =00 alorslafonction f n’est pas dérivable a droite au point a :

. x)- f(a .
fim L@ _ i
X—a w =@ X—a
= Si lim f'(x) n’existe pas alors on ne peut pas conclure sur la dérivabilité de f a

droite au point a .

1-3 Théoreme des accroissements finis généralisés

I-3-1 Théoreme

Théoréeme :

= Si f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle [a,b] et dérivable sur

I'intervalle ]a,b[ alors : IZIE]E]b[tel que : J@)=f() _ ()
gla)-gb) g'(c)

Remarques :
e Silafonction g est une constante, on retrouve le théoreme des accroissements finis.

e Le point ¢ n’est en général pas unique.
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I-3-2 Application : regle de I’Hospital

Théoréme : (vu au premier chapitre)

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle ouvert I sauf peut étre en
un point a de [, vérifiant lim f(x) =limg(x)=0.

= Side plus les fonctions f et g sont dérivables sur 1 —{a} et si les fonctions g et g'
ne s’annulent pas sur / alors:

llmf (x) =l = llmf(x) =1, | fini ou infini
e @ (G7) x~a g(x)

ll- Formules de Taylor

11-1 Formule de Taylor-Lagrange avec reste de Lagrange

Théoréme:

= Si f estune fonction de classe C" (admet des dérivées continues jusqu’a l'ordre n )
ieme

sur un intervalle [a,b] admettant une dérivée (n+1)""" sur l'intervalle ]a,b[ alors il

existe au moins un point ¢ de l'intervalle ]a,b[ tel que :

f(b) f( )+( )f( )+( ) fu( )+ ( _'a) f(n)(a) (? :ll))' f(n+1)( )
ou encore, en écriture abrégée : f(b)= Z f(k)( )+ (? :11);"'1 f(n+1)(c)
Définition :

= Cette formule s'appelle la formule de Taylor-Lagrange a l'ordre n .
= |’expression Z

)k
=

(b _ a)n+1
(n+1)!

¥ (a) cest la partie principale ou réguliére de la formule.

= L’expression P (c) c'est le reste de Lagrange.

Remarques :
e Pour n =0, onretrouve le théoreme des accroissements finis.
e Enposant 7 =b-a, on peut écrire la formule de Taylor-Lagrange a l'ordre n :

S ()= f(a)+%f'(a)+h—2f"(a)+---+h—': SO@)+ [ (@t ), avec0< <1
. n!

hn+l

(n +1)'f("+1)(a+9h), avec0< @<1

ouencore:  f(b)= Zn: f(k)( )+
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1I-2 Formule de Mac Laurin avec reste de Lagrange

+» Sous les hypothéses du théoréme précédent, on peut appliquer la formule de Taylor-
Lagrange a tout intervalle [a,x], X E[Ejb] Side plus a =0, on obtient le théoreéme suivant :

Théoréme:

= Si f estune fonction de classe C" (admet des dérivées continues jusqu’a l'ordre » )
sur un intervalle [0, b] admettant une dérivée (n+1)iéme sur l'intervalle ]O,b[ alors pour
tout x E[IZIb] il existe au moins un point ¢ de l'intervalle ]O x[ tel que :

n+1

fO)= O+ L 11O+ f"(O) R w | ©
ou encore, en écriture abrégée : f(x)= Z f(k)( ) + " :ﬂl)'f(””) (c)
ou encore : f(x)= Z f(k)( )+ —— - F(@x), avec 0< <1

(n +1)'

Définition :

= Cette formule c’est la formule de Mac Laurin, avec reste de Lagrange, a 'ordre n .
n ok
= |’expression Z—'f(k) (0) c’est la partie principale ou réguliere de la formule.
k=0
xn+l xn+l
= Lexpression ——— £V (c) ou —=——— F"*V(Bx) c’est le reste de Lagrange.
(n+1)! (n+1)!

11-3 Formule de Taylor-Young

Théoreme :

Soit f une fonction définie sur un intervalle / de IR et a un pointde [.
= Silafonction f est n fois dérivable en a alors il existe une fonction & définie de /
vers IR de limite nulle en a, lim E(x)=0,telleque [x C/,ona:

f(x) = f()+( )f()+( )f"()+ (n—,")"f‘")(aw(x—a)"s(x),

k
ou encore, en écriture abrégée : f(x) = Z%f“‘)(a) +(x-a) e(x), avec
k=0
lime(x) =0
X—-a
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Définition :
= Cette formule s’appelle la formule de Taylor-Young de f* au voisinage dea a I'ordren .

n k
. x—a , .
= L'expression ) %f(k)(a) c’est la partie principale de la formule.
k=0 :

= LUexpression (x—a)'&(x) cest le reste de Lagrange.

Remarques :
n k
e Sia=0,onobtientlaformule: f(x)= Z%f(’"(O) +(x) &(x), avec lim £(x) = 0
= k! X

e La formule de Taylor-Young peut servir pour la construction des développements
limités de plusieurs fonctions #» fois dérivables.

lll- Développements limités au voisinage de 0

I11-1 Définitions et propriétés

Définition :
Soit f une fonction définie sur un voisinage de 0 (intervalle / de IR contenant 0)

sauf peut étre au point 0.
= Ondit que la fonction f admet un développement limité au voisinage de 0 a l'ordre

n s'il existe un polynébme F (x) = Zakxk de degré au plus égal a n et une fonction &
k=0
définie de I vers IR tels que:

[x [ : f(x)= Zn:akxk +(x) e(x), lim £(x) = 0

= F(x)= Zakxk s’appelle la partie principale ou réguliere du développement limité
k=0

de f auvoisinagede 0 al'ordre n.

= On écrira « développement limité au voisinage de 0 a I'ordre n » plus simplement
DI (0).

Dans toute la suite, £ désignera indifféremment une fonction vérifiant limé&(x) =0
x-0

Propriétés
1. Un développement limité, lorsqu’il existe, est unique.

2. Siune fonction f admet un D/ (0), dont la partie réguliére est F (x) = Zakxk alors
k=0

P
pourtout p<n, f admetun DI/ (0), de partie réguliere égalea F,(x) = Zakx" .
k=0
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3. Si une fonction paire (respectivement impaire) admet un DI/ (0) alors sa partie
réguliére est paire (respectivement impaire).

4. Un polynéme Pn(x)ZZakxk de degré <n admet le DI (0), pour tout p<n, de

k=0

P
partie réguliére égale a F,(x) = ) a,x" .
k=0
5. Siune fonction f admetun DI/ (0) alors lingf(x) est finie.

111-2 Développement limité et formule de Taylor-Young

II1-2-1 Condition suffisante de I’existence d’'un développement limité

Théoréme:

= Si une fonction f est n fois dérivable en 0 alors elle admet le DI (0) suivant:

f(x)=F,(x)+ (x)" &(x), avec ling E(x)=0 (Formule de Taylor-Young)

. _v% k PR _ 190
F. (x)= Zakx est la partie réguliere de D/, (0), a, =

k=0

= DI (0): f(x)= f(0)+ f '1'0) sl "2('0) x2 +--~L'(O).x” +(x)"e(x), lime(x)=0
! ! n! Z=0

I11-2-2 Exemple de D.L. calculé sans la formule de Taylor Young

DI (0) de la fonction f(x)= L :
I+x

e Onsaitque: 1—x"+l):(l—x)><(l+x+x2+---x")
_ .ntl
e D'OU: 1L:l+x+xz+...xn
I-x
’ L 1 2 n X
e Qonpeutécrire: —=1+x+x" +---x"+x"—
I-x I-x
e D'oule D/, (0) de f(x):L:L:1+x+x2+-~-x”+x”£(x),
I+x 1-x

avec £(x)= —— : lim&(x) = 0
l-x =x-0
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I11-2-3 Exemples de D.L. calculés par la formule de Taylor-Young

(1) DI (0) de la fonction ¢* :

e Lafonction e* est n fois dérivable en 0 :

)
o f"(0)=1car [ILIN:e"(x)=¢e": a}(:%:%
o F(x)=zn:lxk:1+x+lx2...+lxn
’ i=o k! 2! n!

e DI(0): e'= Z%xk +(x)" £(x), avec £1ng £(x) =0 ouencore:
k=0 M+ B

X 1 2 1 n n
- DIO): [ FIFxdxtt +(x)" &)}, avec lim £(x) = 0

(2) DI (0) de la fonction !
1+x

» La fonction est n fois dérivableen 0 :  /(0)=(-1)".n!

+x
o car IIN: f"(x)= (—1)".n!.ﬁ (voir chap. 1)
+x

. _ SO0 _ (=D k! _
CTTe T e T

e F(x)= i(—l)k.xk =1-x+x>+(-1)"x"

(=D"

e DI (0): ﬁ = Zn:(—l)kxk +(x)"&(x), avec lim£(x) = 0
k=0

ou encore :

1
1+x

e DI (0) : =l-x+x"--+(-1)"x" +(x)”£(x) , avec 1ir%g(x) =0

Remarques :

Il n’est pas toujours possible de déterminer le DI/, (0) d’une fonction /', n fois dérivable en
0 par la formule de Taylor Young car le calcul des dérivées »n“™ de f au point 0 n’est pas
toujours aisé.

% On verra d’autres moyens pour calculer ces D/, (0), utilisant les opérations sur les D/, (0)
fournis par la formule de Taylor-Young.
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I11-3 Opérations sur les développements limités

III-3-1 Substitution

Théoréme:

= Siune fonction f admet un DI/ (0) alors la fonction fog, avec g(x)=ax™ admet
un DI . (0) :
= Si f(x)= P(x)+ (x) e(x) alors flax")= Pax™)+ (x)""(x), lim £(x) = 0

Remarque :
«* Pour obtenirle DI

mXn

(0)de f(ax'”) il suffit de remplacer x dansle D/ (0) de f(x) par ax".

Exemples :

a. |DI(0) de f(x)=1L: g(x)=-x (a=-letm=1)
- X

1 1
+x 1+x

- DI (0) de f(x)=i:

=1-x+x’+(=1)"x" +(x) &(x)

* DI,(0) de

o Onremplace dans le D/, (0) de . ! , x par (- x)

o Doule DL (0) de f(x)=1L:
- X

— +
[ ==
=
1]
—
+
=
+
=
[\ ]
+
=
3
+
—
=
~
<
™
—~
=
N

1

5 g(x)=x" (a=letm=2)
1-x

b. |DI (0) de f(x)=

e DI (0) de L ! =1+x+x’+x" +(x) e(x)
1-x 1-x

= DL(0) de f(x) =

o Onremplace dansle D/ (0) de % , X par (xz)
- X

11

1-x* " 1-x?
1 .

1-x*

o DL,(0) de f(x)= =14 x4 xt et + () e (x)

o DI (0) de f(x)=

1
1-x

2p+l

2:1+x2+x4---+x2p+(x) g(X) ((n:2p OUn:2p+1)
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Remarque :
% Pour obtenir le D/ (0) de f(ax'”) on ne garde du DI/  (0) que les puissances de x
inférieures ou égales a n

1
2

Exemples : f(x)=
1-x

11
1-x> " 1-x

° Dlzn(o) de > = 1+ xz + x4 et xZn + (x)2n+l g(x)

1 N
= DI (0) de1 - estalors: 1~ =1+x7 +xt o+ 7+ () e (x) (n=2poun=2p+1)
- X
1 1 2 2
e Pourn=2,ona DI (0) de : 0 =l+x+x +(x) &(x)
-x -x
*= DI, (0) de ! > ! 5 =1+x2+x4+(x)4£(x)
l1-x I-x
= DL(0) de ! = ! S= 1+ + (x) ()
l-x l-x
e Pour n=3,0na DL(0) de L =1+x+x” +x°+(x) e(x)
I-x 1-x
- DI(0)de L e extat+ (x) ()
1-x I-x
- DL(0)de Lo+ (Ve
1-x 1-x

II1-3-2 Multiplication par un scalaire

Théoréme:

= Siune fonction f admet un DI (0) alors la fonction A, A LIR, admetun D/ (0) :
= Si f(x)=P(x)+(x) e(x) alors A (x)= AP(x) + (x) (x), lim £(x) = 0

Exemple : DI (0) de f(x)= . 2 5 A=2
- X
e DI (0) de 1 ! 7 ! =l +xt e x + (x)e(x), (n=2poun=2p+1)
-X -X
e DI (0) de f(x) :1 2 5 On multiplie le D/, (0) de 2 par 2
-X -X
o Dolle DI,(0) de f(x)= 2,
- X
2 N
1-x2 =2+2x" +2x* o+ 2+ ()M (X)), (n=2p oun=2p+1)
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I11-3-3 Somme

Théoréme:

= Si deux fonctions f etg admettent des DI/ (0) alors la fonction f+g admet un
DI, (0)

. s {f(x) = P(x)+ (x) £(x)

[ = Z , li =0
g(x) = 0(x) +(x)" (x) alors {1+ g)x) = PCx) + 00 + (&) ) lim £(x)

1 1 2
Exemple : = - + =
ple: f(x)=—— gx)=— (r+edo=—"5
. ! =1—x+x2--~+(—1)”x”+(x)"£(x) etL=1+x+x2-~-+x”+(x)"£(x)
I+x I-x
l 1 — _ 2 _ 1\ n 2 n n
. + =\l-x+x"--+(-D"x +(x) Ex)J+l+x+x"--+x +(x) &(x)
I+x 1-x
2 +
e D'ou: 1~ =2+2x* +2x* -+ 247 +()C)217 lg(x) (déja calculé plus haut)

I11-3-4 Produit

Théoréme :
= Si2fonctions f et g admettent des D/, (0) alors la fonction /' x g admet un DI, (0)
. s {f () = P() + () ()

g®) = 0@+ (x)'e(x)

alors (fxg)(x) = P(x)x0(x) + (x)" &(x), lim&(x) =0

_ 1 _ 1 « _ 1
Bxemple: f(x)=—— g0=— : |(/xg)0=—1
. ! =1-xtxt+ (=) x" +(x)' &(x) et =1+ x+xt+x" +(x) e(x)
I+x I-x
e Dou: | ! 5 =[(1—x+x2-~-+(—1)"x”)><(1+x+x2-~-+x")]+(x)zné‘(x)
- X

Remarque :

% Pour obtenir le DI (0) de fxg on ne garde du DI, (0) que les puissances de x
inférieures ou égalesa n .
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Exemple : DI (0) de ! 5
1-x
. Dl2n(0)de1 ! > | ! 5 =[(1—x+x2---+(—1)"x”)><(1+x+x2---+x”)]+(x)Z"E(x)
- X - X
e Pourm=2,0na:
o DI, (0) de " ! > " ! 5 =[(1—x+x2)><(l+x+x2)]+(x)4£(x)
-X -X
o DL(0) de ! = ! S= 14+ x+ (x) ()
1-x 1-x
e Pourm=3,0na:
o DI (0) de . 1 5 | ! > = [(1—x+x2—x3)><(1+x+x2+x3)]+(x)6£(x)
- X - X
1 1
o DI(0) de e — =1+x2+(x) (x)

I11-3-5 Quotient

a) Division de deux polynémes suivant les puissances croissantes

Définition :

= Effectuer la division de 4 par B, lorsque B(0) # 0, suivant les puissances croissantes
a l'ordre n c'est déterminer deux polynbmes Q et R tels que

A(x) = B(x).Q(x)+ x""R(x), avec degQ <n ou 0 =0.

Remarque :
e Pour effectuer une division suivant les puissances croissantes, on ordonne les
polynémes suivant les puissances croissances de x .

Théoréme :

= Soient 4 par B deux polynémes. Si B(0) # 0 alors il existe deux polynébmes Q et R
telsque: A(x) = B(x).0(x)+x""R(x), avec degQ <nouQ=0,
= (O et R sont obtenus par la division suivant les puissances croissantes a l'ordre »n de
A par B.
Exemple : A(x)=1+x et B(x)=1+x"

Division a I'ordre 1 :

+ 1+x°
1+x° |1+x
x—x° D’ou : 1+x=(1+x2)(1+x)+x2(—1-x)
3 A(x) v
x+x B(x) 0(x) R(x)
- x2 - x3
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Division a l'ordre 2 :
1+x 1+x?2

1+x2 1+x—x2
X_XZ

x+x’ . ) 2\ s
R D'ou: l+x=(l+x )(1+x—x )+x(—1+x)
-3t = x el e T
=) B(x) 0(x) R(x)

2 4
- X —X

-x*+xt

b) DI (0)du guotient

Théoreme :

= Soient f et g deux fonctions admettent les DI/ (0) : f(x)=A(x)+(x)”€(x) et

g(x)=B(x)+ (x)"s(x) .Si B(0) # 0 alors la fonction S admet le DI (0) :
g

. (ij(x) =0(x)+ (x)"é‘(x), QO étant le quotient de la division de 4 par B suivant les
g
puissances croissantes a l'ordre n .

I=x|,

E le: [(DL(0) d
xemple .(0) e1+

_ 1 _ | Sz
f(x)—m'g(x)-: ( J(x) .

1

o I=x+x? 4 (=1)"x" +(x) &(x) : Ax)=1-x+x>-x* +(x) e(x)
X

1 =1+x+x2~~-+x”+(x)"£(x): B(x)=l+x+x2+x3+(x)3£(x),B(0)¢0
- X

1-x
1+x

e Dou: =1-2x+2x"-2x" + (x)3 E(x)

l-x+x>-%° I+x+x*+x°

Ltx+x+x° 1-2x+2x" - 2x°
-2x-2x°
-2x-2x*-2x° - 2x*

2x? +2x*
2x2 +2x% +2x% +2x°

-2x° =2x°
-2x° = 2x* =2x° - 2x°

2x* +2x°

Professeure Salma DASSER Session printemps-été

77

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

www.tifawt.com

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA




vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

www.tifawt.com

[SZ, Module M6, Matiére : Mathématiques I l Chapitre 2 : développements limités

I11-3-6 Intégration

Théoréme :

Soit f une fonction dérivable sur un voisinage de 0 .
= Silafonction dérivée f' admetun D/ (0) alors lafonction f admetun DI/ ,,(0) :

= Sif'(x) = 0(x)+ (x) &(x) alors £(x) = P(x)+ (x)" e(x), lime(x) =0, P(x) = ij(t)dz

1

Exemple : DI (0) de f(x)=In(1+x)|: f(x)=In(1+x) et f'(x)=lT
X
- DI,(0) de 1+1x :ﬁzl‘x+x2---+<—1)"x"+(x)"s<x)

o Ox)=l-x+x>---+(-1)"x"
o Dou: P(x):)].Q(t)dt:](l—t+tz---+(—1)”t”)dt

o P(x)= ](l)dt = ](—t)dt+.-~]((—1)”t")dt = [t —lt2m+ﬂt””}x

0 0 2 n+1 0

o P(x)=x—%x2---+

n+l1

e DI/, (0)deIn(l+x): In(l+x)= x—%xz---+%x”+1 +(x)" e(x)
n

D",

X"+ (x) e(x)

e Dou: 1n(1+x):x—%x2...+

I11-3-7 Dérivation

Théoréeme :

Soit f une fonction dérivable sur un voisinage de 0 .

. o) S@EP@R)E@ e
Si {f'(x):Q(x)+(x)"_1£(x)’ XIE%S(X) 0 alors  P'(x) =Q0(x)

Exemple : Dl (0) de f'(x)=i : f(x)=In(1+x) et f'(x):1+
x

= DI(0) de f(x) In(l+x) ==t D™ s () )
n

I U G ,
o P)=x=_xis 0 = P'()
n
o D'ou: Q(x):1—x+x2,,_+(_1)n—1xn—1
° Dln-l(o) de f'(x) : 1 j =l-x+x*--+ (—1)”_1xn-1 + (x)n_lf(x)
X
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I11-3-8 Composition

Théoreme :
Soit f une fonction admettant le DI/ (0) : f(x):P(x)+(x)”£(x) et soit g une
fonction admettant le D/ (0) : g(x) = Q(x) + (x)” E(x), lin(}é(x) =0

= S lirr(}f(x) =0 alors la fonction go f admetle D/ ,(0) :

(g2 7)) = 0(P(0))*+ (x)"e(x),  lime(x)=0

Remarque :

®,

< Pour obtenir le DI, (0) de gof on ne garde du D/ ,(0) que les puissances de x

inférieures ou égalesa n ..

1

Exemple : DI (0) de h(x) = ———
p ,(0) (x) “Ini=x)

e On peut écrire la fonction ~ sous la forme /= go /', comme composée des deux
. 1
fonctions: f(x) =In(1-x) et g(x) = —
- X

e Onconnaitles D/ (0) :

o DI,(0) de f(x) : ln(l—x)=—x—%x2--~—lx”+(x)"£(x)
n
VR l 2 1 n
= D'ou: Px)=-x-—x"-——x
2 n
1 1 2 n g
o DI (0) de : =1+ x+ x>+ x"+(x) ex)
1-x 1-x
= D'ou: O(x)=1+x+x>+x"
« DL(O)de —
1-1In(1-x)

o P(x)=—x—%x2 et O(x)=1+x+x

o Q(P(x)):1+(—x—%x2j+(—x—lxzj

2
o En ne gardant que les puissances de x inférieures ou égalesa 2,ona:

o O(P(x)=1+ (—x —%xzj +(-x)

o D’ou DI/ (0) : R S 1-x +lx2 +x°£(x)
1-1In(1-x) 2
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111-4 Développements limités usuels

Liste, non exhaustive, des trois D/ (0) a connaitre

J () DI, (0)

1 1 n
e’ eX:1+x+—x2---+—x"+(x) E(x)
2! n!

A+x)" | I+x)" :1+m,x+m(mT'_1)x2...+ I’I’I(m—l)---('m—(n—l)) X" +(x)"£(x)
. n.

In(1 + ¥) In(l+2) = v D™ s () )
n

IV- Développements limités généralisés au voisinage de 0

IV-1 Définitions

Définition :
Soit f une fonction définie sur un voisinage de 0 (intervalle / de IR contenant 0)

sauf peut étre au point 0 qui n"admet pas un D/ (0).
= On dit que la fonction f admet un développement limité généralisé au voisinage de

0 alordre n- p s'il existe un entier | » > 0| tel que la fonction x”.f admet un DI (0) :

[xLI,ona x’.f(x)=Y ax"+(x) &), lim&(x) =0
=0 X —

ouencore: |f(x)=ax*"+(x) e, limé&(x) = 0
k=0 X -

= On écrira « développement limité généralisé au voisinage de 0 a l'ordre n— p » plus
simplement DLG,_ (0).
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1V-2 Développements limités généralisés d’un quotient

Théoréme :

Soient 4 par B deux polynomes.
= Si B(0)=0 alors il existe un entier p >0 et deux polynébmes Q et R tels que

1 v
A(x) = — B(x).0(x) + x""'R(x), avec degQ <n ou 0 =0.
X
= (et Rsont obtenus par la division suivant les puissances croissantes a I'ordre n de 4

B
par pr

Remarque :
* Si B(0) =0 alorsil existe un entier p > 0 tel que B(x) = x”.B'(x), avec B'(0) #0
o La division de 4 par B' suivant les puissances croissantes a l'ordre n donne:
A(x) = B'(x).Q(x)+x""R(x), avec degQ <n ou Q=0

o Donc: A(x) = LpB(x).Q(x) +x""'R(x)
x

Exemple : A(x)=1+x et B(x)=x>+x": B(x)=x*.B'(x), B'(x)=1+x"

* Lladivisionde 4 par B' al'ordre 1donne: ] +x = (1 + xz).(l + x)+ xz(—l—x)

A0 By o) R(x)
VR — 1
e D'ou: %——2(1+x2).(1+x)+x2(—1—x)
B(x)  O(x) k()
 Ladivisionde 4 par B' al'ordre 2 donne: (1 +x)= iz(l + xz).(l +x - x2)+ (-1+x)
x
e D'ou: (1+x)=iz(x2+x4).(1+x—x2)+x3.(—l+x)
x

Théoréme: (DLG,_,(0))

Soient f et g deux fonctions admettent les DI, (0) : {f(x) = Al (x)::é‘(x)
g(x) = B)+ (x)' £(x)

= Si B(0)=0 alorslafonction L admet le DLG,_,(0) :
g

1 e
@(x) =Low+ () rem| [r>0
g X
= (O est le quotient de la division suivant les puissances croissantes a |I'ordre n de A4

B
par —
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V- D.L. et D.L.G. au voisinage d’un point autre que 0

V-1 Au voisinage d’un point fini

V-1-1 Définitions

Définition : (DI (x,))

Soit f* une fonction définie sur un voisinage de x, (intervalle I de IR contenant Xx,)

sauf peut étre au point x,.

* Ondit que la fonction f admet un développement limité au voisinage du point x, a
I'ordre n s’il existe un polynédme F, de degré au plus égal a n et une fonction & définie
de I vers IR tels que

Dorr: |f@=YaGx) +i-x @] Time) =0

X - X

- Fn(x—xo)ZZak.(x—xo)k s'appelle la partie principale ou réguliere du
k=0

développement limité de f au voisinage du point x, a I'ordre ».

= On écrira « développement limité au voisinage du point x, a l'ordre n » DI (x,).

Remarques :
e C'est une généralisation de la définition d’'un DI/ (0) : Sion prend x, =0 on retrouve

la définition d’'un D/ (0).

e Siune fonction f admetun DI/ (x,) alors lim f(x) est finie.

Définition : (DLG,_,(x,))

Soit f une fonction définie sur un voisinage de x, (intervalle / de IR contenant x,)
sauf peut étre au point x, qui n"admet pas un DI (x,).
= Ondit que la fonction f admet un développement limité généralisé au voisinage de

x, a 'ordre n- p s'il existe un entier | p > 0| tel que la fonction (x - x,)”.f(x) admet un

DI (x,) : IxLCI, (x—xo)p.f(x)ZZn:ak.(x—xo)k +(x—x0)"£(x), 1£m£(x) =0

k=0

ouencore [x [1: |f(x)=) au(x—x)""+ (x=x,)"e®)], lim &(x)=0
k=0

X - X

=  On écrira « développement limité généralisé au voisinage de 0 a l'ordre n— p » plus
simplement DLG,_,(x,) .
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Remarque :
% Cest une généralisation de la définition d’'un DLG, ,(0) : Si on prend x,=0 on
retrouve la définition d’'un DLG,_ (0).

V-1-2 Calcul pratique
Pour déterminer le D/, (x,)oule DLG,_  (0) d’une fonction f, on peut se ramener au

voisinage de 0 par un changement de variables. On pose y =x—x, et g(y) = f(x).

= Silafonction g admetle D/ (0) : g(y)= Zakyk + (y)"s(y) alors la fonction f
k=0

admet le DI, (x,) : £(x)= Y a,.(x=x,) +(x = x,) £(x).

k=0

= Silafonction g admetle DLG, ,(0) : g(y) = Zakyk"" +(y)"" &(y) alors la fonction
k=0

/ admetle DLG, ,(x,) : f(x)= Zn:ak.(x—xo)k_p +(x-x, )" e(x).

k=0

V-1-3 Exemples

1) |DI (x,) de f(x):l au point x, =1
X

1
I+y

* Onpose: y=x-1 et gy)=f(x): g(y) =

e Llafonction g(y) = admet le DI (0)

I+y

g(y)= =l=p+ytot Gy () (), lime(y) =0

I+y

e Lafonction f(x) -1 admet alors le D/ (1) :
X

) =L = 1-(rmD* (x= D (1) (=1 + (-1 ex),  lime(x) =0
X x-1

2) |DLG,_,(1) de f(x) =;2 au point x, =1
x(x-1)

La fonction f(x)= ﬁ n’admet pas un D/ (1) car linll f(x)n’est pas fini.
x(x- X
1
° onpose: y=x-1 et gy)=f(x): gV =———=
y(+y)
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e Le DI/ (0) de L est donné par: L:1—y+y2---+(—1)”y”+(y)”£(y)
1+y I+y

e La fonction g(y):%) admet alors le DLG,_,(0) :
y

yo(a+
g ==Lyt 1y () e(), lime(r) = 0
y(+y) y oy y=0
e Lafonction f(x)=;2 admet alorsle DLG, (1) :
x(x—1)
fx)=—1 —- oD+ =D+t (-1 (= 1) + (1) e (x), lime(x) = 0
(x=1? (x-1) x-1

V-2 Au voisinage de l'infini

V-2-1 Définitions

a) Au voisinage de ~—®

Définition 1 : (DI, (—))

Soit f une fonction définie sur un voisinage de — o (intervalle ]— OO,A[ avec 4<0).

* On dit que la fonction f admet un DI (—) s’il existe un polynéme F, de degré au
plus égal a n et une fonction £ définie de ]— OO,A[ vers IR tels que :

U7k oo, d] [ f(0)= iak G) + [lj £(x)|, avec lim &(x) =0

X x—-0

D k
Y (lJ = Zak [lj s’appelle la partie principale ou réguliére du DI (—).
X k=0 X

Remarque : Si une fonction f admet un D/ (-) alors lim f(x) est finie.

Définition 2 : (DLG,_,(-»))

Soit f une fonction définie sur un voisinage de —o (intervalle ]— oo,A[ avec A<0)
qui n"admet pas un DI/ (-»).

* Ondit que lafonction f admetun DLG,_, (-) s'il existe un entier |P > 0|tel que la

p
fonction (lj .f(x) admet un D/ (-) :
X

I TE | oo, 4], GJ S(x)= kZ;;ak Gj + G) £x)|, lim £(x) =0

X > =00

ouencore [xTT¥ ]— oo,A[ :

2 n-p n-p
. 1 1 1 1
fx)=apx? +ax"" +-ta, +a, —+ta,,|—| t-ta, |—| +|—=| &k
X
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b) Au voisinage de + *

Définition 1: (DI (+))

Soit f une fonction définie sur un voisinage de + o (intervalle ]A,+00[ avec 4>0).
= On dit que la fonction f admet un DI/ (+)¢s’il existe un polynéme F, de degré au
plus égal a n et une fonction £ définie de ]A,+00[ vers IR tels que :

xIL¥ |4+ - |/ (¥)= iak [ij u (i) £(x)|, avec lim £(x)=0

X — too

. k
= F (lj = Zak (lj s’appelle la partie principale ou réguliere du DI (+).
X k=0 X

Remarque : Si une fonction f admet un D/ (+) alors lim f(x) est finie.

Définition 2 : (DLG,_,(+))

Soit f* une fonction définie sur un voisinage de + o (intervalle ]A,+00[ avec 4>0)
qui n"admet pas un DI/ (+).

* Ondit que lafonction f admetun DLG,_, (+o) s'il existe un entier |7 > 0] tel que la

P
fonction (l) .f(x) admet un D/ (+o) :
X

X > too

ez el (1) 0= SafL) (Lew| im0

ouencore [xI7¥ ]A,+00[ :

X

2 n=p n=p
_ 1 1 1 1
f()—H H H £

V-2-2 Calcul pratique

a) Au voisinage de —®

< Pour déterminer le DI, (=) ou DLG,_,(-«) d’une fonction f, on peut se ramener au

voisinage de 0 par un changement de variables.
1
o On pose: y=— et g(y)= f(x)
X

o Puisque la fonction f est définie sur ]— OO,A[ alors la fonction g est définie

sur }%,O[ et pas sur un intervalle / de IR contenant 0.
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e Silafonction g admetle D/ (0), dit a gauche de 0 :

e T PR YR Ot lim £() =0

alors la fonction f admetle D/ (—) :

ko, A[, f(x)= Z a, [1] + (lj £(x), lime&(x)=0
k=0 X

X X
» Silafonction g admetle DLG,_  (0) :

IiEiA}O[ e =Yy + () e, lime()=0

k=0
alors la fonction f* admetle DLG,_ () :

Gel ko, 4], r0=Ya, (lj n (ljn_p £(x), lim &(x)=0
k=0 X X

X - =00

b) Au voisinage de *+

% Pour déterminer le D/ (+c) ou DLG,_ (+%) d’une fonction f, on peut se ramener au

voisinage de 0 par un changement de variables.

1
o Onpose: y=— et g(y)=f(x)
X

o Puisque la fonction f est définie sur ]A,+00[ alors la fonction g est définie sur

}O,%[ et pas sur un intervalle / de IR contenant 0.

e Silafonction g admetle D/ (0), dit a droite de O :

sl st bren,  lmem=o

alors la fonction f admetle D/ (+) :

LAl +oof : f(x)= Zn:ak (lj + (lj £(x), lim &(x) =0
=0 X X X - +00

» Silafonction g admetle DLG,_ (0) :

licﬂ,i[, g =Y a7 () Ve0),  lime()=0

alors la fonction f admetle DLG,_, (=) :

Celfal+oo], f(x)= iak-(lj ’ +[1j” £(x), lim £(x)=0
k=0 X X e

X -
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V-2-3 Exemples

a) Au voisinage de + *

1) | DI (+00) de f(x)=i :

1
- Onpose: y=— etg(y)=/(x):  g(y)=——=yx
X I+y 1+y

e Le D/ (0) de est donné par:
ty
1 - n . -

—— =1y it (1) + () e(y),  limée(y)=0

I+y y-0
e Lafonction g(y) :IL admet alors le D/ (0)

ty
g =—2—=y=y +y et (=) () E(y),  limE()=0
l+y y-0

La fonction f(x) = 1+ admet alors le D/ (+) :
X

f(x):L:l—(lj +(lj +...(_1)"‘1(ljn +(ljng(x)’ lim &(x)=0
I+x x \x X X X X oo

2

2) |DLG,_ (+) de f(x) =

1+x

1

1
e Onpose: y:; et g(y)= f(x): g(y)zm

e Le DI/ (0) de est donné par:

ty

1 " . _
——=1-y+yt (=) + () e(y), lime(y)=0
I+y y=0

e Lafonction g(y) -1 admet alors le DLG,_(0) :
y(+y)

Slyoytaer )y ()T e(p),  lime(y) =0

2
X

_ 1
g(y)_y(“y) y

e Llafonction f(x)= " admet alorsle DLG,_ (+) :

+X

f(x)=x—1+l—(lj +~-+(—l)”(ljn_ +(ljn_ &(x), limé&x)=0
x \x X X x40
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b) Au voisinage de ~®

1) |DI (-) de f(x)=ﬁ :

On établit le DI/ (-o) de la fonction f(x) :l+ de la méme maniere que le
X

DI (+) le de la fonction f(x) -1 :

I+x
o1 (1Y (1Y 1 (1Y
f(x):—:——(—j +(—) +--~(—1)"‘1(—) +(—) &(x), lim&(x)=0
I+x x \x x X x X%
x2
2) |DLG, (=) de f(x)=
1+x
2
On établit le DLG,_(—) de la fonction f(x)= lx de la méme maniére que le
+x
2
DLG,_ (+%) de la fonction f(x)= lx :
+x

f(x) =x—1+l—(lj +-.-+(—1)”(1jn_ +(l)n_ &(x), lim &(x)=0
X X X X X - too
VI- Utilisation des développements limités

VI-1 Equivalent d’une fonction et calcul de limite

Théoréme:

Soit f une fonction qui admetle D/ (0) : f(x)= Zakxk + (x)" E(x), lin(l) E(x)=0.
k=0 X —
* Sim=Mm0<i<n/a ;tO} alors les fonctions f et (amx’”) sont équivalentes au

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

voisinage de 0 : ffamxm et }Cifrgf(x) = y{%(am'xm)
e’ -1
Exemple : f(x)=—
e’ -1
X — 1 2 2 . x — 1 2 2
° e —1+x+5x +(x) E(x) Donc: e —1—x+5x +(x)£(x)
o dou: f-1)=
[ =1)=x
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- 2 - 2
. ex=1—x+—x2+(x) £(x) Donc:ex—l—-x+—x2+(x)£()
o dou (e - 1)2— X
0
X X
e -1 by . . [ et -1
e Donc: — = d'ou: lim| ——|=-1
e’ -1)o-x ol et -1

Théoreme:

Soit f une fonction qui admet le DLG, ,(0) : f(x)= Zakxk"” +(x) " &(x), avec
k=0
ling E(x)=0.

" Sim= Min{O <is<nl/a; # 0} alors les fonctions f et (amx""p) sont équivalentes au

voisinage de 0 : et }Cifr(}f(x) = }Cifr(}(amxm"’)

Remarque :
e Puisqu’il s’agitd’'un DLG,_,(0) alors m< p.

1

x?"

—+

e On écrira alors f'jam e

. L 1
lim /(x) = gggg(am xj .

VI-2 Approximation d’une fonction et calcul d’une valeur approchée

VI-2-1 Approximation d’une fonction

Théoréme:

*= Si une fonction f admet le D/ (0) : f(x):Zakxk+(x)”£(x), alors on peut
k=0

'approcher au voisinage du point 0 par le polynéme P,(x) = > a,x* .

k=0
Remarque:
% Plus le degré »n du polynébme P (x)= Zakx" est grand, plus I'approximation de f au

k=0
voisinage du point 0 par ce polyn6me est meilleure.
Exemple : f(x)=¢e"

1 1 \
eX:1+x+—x2---+—x"+(x) E(x), Pn(x)=1+x+lx2---+lx”
2! ! 2! 7!
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ISZ, Module M6, Matiére : Mathématiques 1 l Chapitre 2 : développements limités

Graphesde f(x)=¢" etde P (x)

exp (x)

P

P3:1+x+lxz+lx3 P4:1+x+lx2+lx3+ix
2! 3! 2! 3! 4!

4

VI-2-2 Calcul d’une valeur approchée

Théoreme:

= Si une fonction f admet le D/ (0) : f(x):Zakx"+(x)"£(x), alors on peut
k=0

approcher au voisinage du point 0 par le polyndme P,(x) = ) a,x".
k=0
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Chapitre 2 : développements limités

Exemple : Calcul d’une valeur approchée de e
1 1 "
e =1+ x+—xt ot —x"+(x) e(x), Pn(x)=1+x+—x2---+lx”
2! n! ! n!
e e"=P(x),avec Pn(x)=1+x+lx2---+lx"
2! n!
e Pour x=1: e=P (1)
o n=1: B =1+x ex<?2
o n=2: Pz=1+x+%x2 e=25
1, 1
o n=3: P=l+x+—x"+—x e=2,666
2 6
- _ L, 15, 1 4
o n=4: P =l+x+—x"+—x +—Xx e=2,7083
2 6 24

Valeur donnée par une calculatrice : e=2,718

VI-3 Equation d’une tangente et position par rapport au graphe

Théoreme:

Si une fonction f admetle DI (x,), n=2 :

f(x)=a, +a1(x—x0)+ap(x—x0)’” tota,(x-x)" +(x_x0)n€(x)’ a,#0
alors
* Legraphede f admet une tangente, au point x,, d’équation :
y=a,+a,.(x-x,) ouencore y=a,.x+(a, +ax,).

tangente, ou p = Min{l <is<n/a, # 0}

Le signe de a,(x—x,)” donne la position du graphe de f par rapport a cette

-
dpbal (¥ =Xp) e
—— | '
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ISZ, Module M6, Matiére : Mathématiques 1 l Chapitre 2 : développements limités

Exemples :
1 1 n
1) f(x)=e": ex=1+x+5x2---+—'x"+(x) £(x)
! n!
Y Le graphe de f(x) =e* admet une tangente, au point x, = 0, d’équation y =1+ x
% Comme a,x’ :%xZ > (0 alors le graphe de f(x)=e¢" est en dessus de sa tangente au point

x,=0:

axp ()

Py

Graphesde f(x) =e" etde satangente P, aupoint x, = 0

2) f(x)=In(1+x): In(1+x) = x—%x2 +ﬂx” + (x)"é‘(x)
n

% Le graphe de f(x) =In(1+ x) admet une tangente, au point x, = 0, d’équation y = x

L Le graphe de f(x)=In(l1+x) est en dessous de sa tangente au pointx, =0 car

a,x’ = —lx2 <0:
2

In {1+x)

x
0806041 D2040508 1 12141618 2
0.5

14

-1.87

Graphes de f(x) =In(1+ x) etde satangente P, au point x, = 0
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[SZ, Module M6, Matiére : Mathématiques 1 l Chapitre 2 : développements limités

VI-4 Equation d’une asymptote et position par rapport au graphe

Théoréme: (asymptote oblique)

= Siunefonction f admetle DLG, _ (F») :

n-1 n—1
f(x)=a0x+a1 +a2l+---+an_l(lj +(lj &(x), alors
X X X

= Le graphe de fadmet une asymptote oblique, au voisinage de+ o, d’équation:
y=a,tax
= |a position du graphe de f par rapport a cette asymptote est donné par le signe de

1Y f o
ap(;j ) p:‘%%@Slsn_l}

Théoréme: (asymptote horizontale)

* Siune fonction f admetle DLG, (¥) : f(x)=a, +all+---+an[1j +(1j &(x)
X X X

Alors
= Le graphe de f admet une asymptote horizontale, au voisinage de F o, d’équation :
y=a,

P
= Lesigne de ap(lJ donne la position du graphe de f par rapport a cette asymptote,
X

ou p=Min{1SiSn/ap¢0}

Exemples
_ 1| L L (Y (Y (1Y (LY
1) f(x)—Hx- f(x) e (xj +(x) +-(=1) (x) +(x) £(x)

e Le graphe de f(x)= 1+ admet une asymptote horizontale, au voisinage de F o,
X

d’équation: y =0
o Au voisinage de + o, L >0 alors le graphe de f(x) = 1% est en dessus de
X

X
son asymptote.

o Auvoisinage de — o, 1 <0 alors le graphe de f(x) = 1% est en dessous de
X X

son asymptote.
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2 1 2 n-1 n-

2) |DLG,, () de f(x)=——|: s =x-1+—=[ L] vy L] +[L] e
X X X X

1+x

2
X

1+x

e Le graphe de f(x)= admet une asymptote oblique, au voisinage de F o,

d’équation: y = x -1

o Au voisinage de + o, L >0 alors le graphe de f(x) = 1+ est en dessus de
X X

son asymptote.

o Au voisinage de —, 1 <0 alors le graphe de f(x) = 1+ est en dessous de
X X

son asymptote.
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