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Préambule

Ce polycopié s’adresse aux étudiants ayant suivi un cours d’intégration et un premier
cours de probabilités. La Partie 1 contient un bref rappel de quelques notions de base de
probabilités, souvent sans démonstration (les manuels de probabilités conseillés sont 'ouvrage
de N.Bouleau Probabilités de l'ingénieur, variables aléatoires et simulation et le polycopié du
cours de J.Lacroix et P.Priouret Probabilités approfondies, Chapitres 1 — 3). La Partie 1
présente aussi les résultats probabilistes utilisés dans la Statistique qui généralement ne sont
pas exposés dans les cours de probabilités (théoremes de continuité, régression et corrélation,
lois dérivées de la normale multivariée, etc). La Partie 2 introduit les principales notions de la
Statistique et décrit quelques méthodes classiques de ’estimation, de tests d’hypothese et de
construction des intervalles de confiance. Enfin, la Partie 3 contient ’application des méthodes
statistiques dans les 3 modeles concrets multi-dimensionnels, a savoir, celles de I'analyse en
composantes principales, de la régression linéaire multivariée et de ’analyse discriminante
(classification).

Les parties marquées par le signe * peuvent étre omises en premiere lecture et ne feront
pas 'objet de question aux examens.
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Partie 1

Rappels et compléments de probabilités






Quelques rappels de probabilités

1.1. Caractéristiques des variables aléatoires

Soit (€2, A, P) un espace de probabilité, ou (£, A) est un espace mesurable et P est
une mesure de probabilité sur A. Une variable aléatoire (v.a.) X est une fonction mesurable
X : (Q,A) — (R,B) ou B est la tribu borélienne de R. Parfois on écrit X = X(w) pour
souligner le fait qu’il s’agit d’une fonction de w € ).

Définition 1.1. La fonction de répartition (f.d.r.) d’une variable aléatoire X est la fonction
F: R —[0,1] définie par F(z) = P(X <z)=Pw: X(w) <x).

C’est une fonction monotone croissante, continue a droite et telle que lim,_,_o F(z) =0
et lim,_,o F'(z) = 1. La fonction F' sera aussi appelée la loi (ou la distribution) de X. On va
distinguer entre deux principaux types de variables aléatoires : les variables discreétes et les
variables continues.

Variable discrete : X est une variable aléatoire dont les valeurs appartiennent a un en-
semble fini ou dénombrable. La variable de Poisson est un exemple de variable discrete dont
I’ensemble de valeurs est dénombrable : pour 8 > 0 la loi de X est donnée par

elc
P(X =k)= Ff@, k=0,1,2, ..
On dit alors que X suit la loi de Poisson P(#). La fonction de répartition de X est représentée
dans la Figure 1.1. La f.d.r. d’une variable aléatoire discrete est une fonction en escalier.

Variable continue : X est une variable aléatoire dont la loi admet une densité f > 0 par
rapport a la mesure de Lebesgue sur R, i.e.

Fo) = [ " fyr,
9
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—

Figure 1.1. La f.d.r. de la loi de Poisson

pour tout x € R. Dans ce cas la f.d.r. F' de X est différentiable presque partout sur R et la
densité de probabilité de X est égale a la dérivée

f(z) = F'(x)
presque partout. On note que f(x) > 0 pour tout z € R et

/Z f(z)dz = 1.

EXEMPLE 1.1. a) Loi normale (gaussienne) N'(u,02) est la loi de densité

1 _(w—w)?
e 2?2 | zxeR,

fz) =

2o

ot pp €Reto>0.Sipu=0, 02 =1,laloi N(0,1) est dite loi normale standard. Dans la
suite, I’écriture X ~ N(p, 0?) signifie que la v.a. X suit la loi N(u, o?).

b) Loi uniforme sur l'intervalle [a,b], —0o < a < b < 00, est la loi notée Ula, b], de densité
f(x) = (b - a’)il:ﬂ[a,b](x% r €R,
ou 14(-) désigne la fonction indicatrice de 'ensemble A :

1 six e A,
la(w) = Hz € A} = { 0 sinon.

c) Loi exponentielle £(0) est la loi de densité

f(w) - 97167x/9]1[0,+oo[(x)7
ou # > 0. La fonction de répartition de £(0) est

F(z) = (1—e ") 1p ooy ().
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Les lois des variables discretes sont entierement définies par les probabilités P(X = -),
les lois des variables continues — par leur densité f(-). Certaines caractéristiques scalaires
de la fonction de répartition (ses fonctionnelles) sont importantes pour la description du
comportement des variables aléatoires. Des exemples de telles fonctionnelles sont les moments
et les quantiles.

1.1.1. Moments. La moyenne (ou I'espérance mathématique) d’une variable aléatoire
X est définie par :

w=FEX)= xdF(z) =

o0 > 4P(X =1) si X est une v.a. discrete,
/_Oo Jxf(z)dx si X est une v.a. continue.

Le moment d’ordre k (k=1,2,...) de X est défini par :

= E(x) = | " dhdF (),

ainsi que le moment centré d’ordre k :
= B(X =) = [ (o= p)fiF ()

Un cas particulier est la variance o?(= py, = moment centré d’ordre 2) :
0? = Var(X) = B((X — E(X))?) = B(X?) — (E(X)).
La racine carrée de la variance s’appelle écart-type de X : 0 = \/m .
Le moment absolu fi;, d’ordre k de X est
ik = E(|X[*)
alors que le moment absolu centré d’ordre k est défini par :
i, = B(X — plb).

Bien évidemment, ces définitions supposent ’existence des intégrales respectives : par con-
séquent, toutes les lois ne possedent pas nécessairement des moments.

EXEMPLE 1.2. Non-existence de tous les moments. Soit X une variable aléatoire de densité

de probabilité
c

r) = —"775—,
T = o
olt la constante ¢ > 0 est telle que [ f = 1. Alors F(]X|*) = oo pour tout a > 0.

r €R,

La proposition suivante s’obtient facilement.
Proposition 1.1. Soit & une variable aléatoire telle que E(£2) < oo. Alors, pour tout c réel,

B((§ = ¢)*) = (E(€) - c)* + B((§ - E(§))?)
= (E(€) = ¢)* + Var(¢).
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Figure 1.2. La loi normale N (u, o?)
(o “grand” — beaucoup de dispersion,

o “petit” — peu de dispersion)

Corollaire 1.1. (Propriété extrémale de la moyenne.) Soit { une variable aléatoire
telle que E(£2) < co. Alors, i = E(&) si et seulement si

E((€ = p)*) = min B((¢ — ¢)°).

La moyenne est utilisée pour caractériser la localisation (position) d’une loi de probabilité.
La variance caractérise la dispersion (’échelle) d’une loi. Une illustration graphique de ces
propriétés est donnée dans la Figure 1.2.

Soit F' la f.d.r. de la variable aléatoire X dont la moyenne et ’écart-type sont u et . Par
transformation affine, on obtient la variable Xo = (X —pu) /0, telle que E(Xy) =0, E(X3) =1
(la variable standardisée). Si Fy est la f.d.r. de Xy, alors F(x) = Fy(**). Si X est une v.a.
continue, la densité de X s’écrit

fa) =~ fo( 20,
o o
ou fy est la densité de Xy. En général, pour définir la loi standardisée F{y et pour avoir la
représentation F'(x) = Fy(*>F), il n’est pas nécessaire que la moyenne et la variance existaient.
Ceci est fait uniquement pour souligner que F' dépend des parametres de localisation (ou de
position) u et d’échelle o. Par exemple, pour la famille des densités de Cauchy dépendant de
[T
1

mo(1+[(z—p)/o]?)’

la densité standardisée est fo(x) = m Pourtant, I’espérance et la variance de la loi de

fz) =

Cauchy n’existent pas.
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Le probléeme d’analyse suivant est 1ié aux moments. Soit F' une f.d.r. dont tous les moments
sont finis. Etant donnée la suite {pr}, k =1,2,..., de tous les moments de F', peut-on recons-
tituer F'? La réponse est généralement négative. Il existe néanmoins des cas pour lesquels la
reconstitution est possible, notamment sous ’hypothese tres forte que

_1/k

lim sup M < 00
k—o0

(i étant le k-eme moment absolu). Cette hypothese est vérifiée, par exemple, si X est une
variable aléatoire bornée.

1.1.2. Quantiles. Soit X une variable aléatoire avec la f.d.r. F' continue et strictement
croissante. Le quantile d’ordre p, 0 < p < 1, de la loi F' est alors défini comme solution g, de
I’équation

F(gp) = p- (1.1)
On remarque que, pour F strictement croissante et continue, la solution existe et elle est

unique, donc dans ce cas le quantile ¢, est bien défini par (1.1). Si F' n’est pas strictement
croissante ou n’est pas continue, on peut modifier la définition (1.1) de la fagon suivante.

Définition 1.2. Soit ' une f.d.r. Le quantile q, d’ordre p de F est la valeur

ap = % (inf{q: F(q) > p} +sup{q: F(q) <p}).

Si p est tel que (1.1) n’a pas de solution (F' a un saut), g, est le point de saut. Si (1.1)
admet un intervalle de solutions (p correspond & un “plateau” du graphique de F'), alors g,
est le milieu de cet intervalle.

La médiane M de la loi de X est le quantile d’ordre 1/2 :
M = q .
Notons que P(X > M) >1/2 et P(X < M) >1/2. Si F est continue, F(M) =1/2.

Les quartiles sont la médiane et les quantiles gy /4 et g3/4 d’ordre 1 /4 et 3/4.

Le pourcentile de 1 %, 0 < 1 < 100, de la loi F est le quantile g, d’ordre p = 1/100.

La médiane caractérise la position (localisation) d’'une loi de probabilités, alors que la
différence 7 = q3/4 — q1/4 (dite intervalle interquartile) est souvent utilisée comme une ca-
ractéristique de 1’échelle. Ce sont des analogues a la moyenne u et a I’écart-type o respective-
ment. Mais a la différence de ceux-ci, la médiane et 'intervalle interquartile sont définis pour
toutes les lois F'.

Proposition 1.2. (Propriété extrémale de la médiane.) Soit & une variable aléatoire
telle que E(|¢]) < oo. Alors,

E(|¢ - a) = min E(|¢ — cl)
pour tout a € R vérifiant P(§ > a) > 1/2 et P(§ < a) > 1/2. En particulier,
E(J¢ — M) = min B(l¢ — ),
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ot M est la médiane de la loi de &.

Preuve. Montrons que E(|§ — ¢|) > E(|¢ — a|) pour tout ¢ € R. Sans perte de généralité,
supposons que ¢ > a. On a alors :
€ —c| > —al+(c—a) si&<a,
€ —cl = [€—al sia << (a+t0)/2,
E—cl 2§ —al=(c—a) si&>(a+c)/2.

Par conséquent,
E(l§ —c]) = E(|§ —a]) + (c—a) | P(§ < a) = P(§ > (a+6)/2)]

Il reste & remarquer que P({ < a) > P({ > (a+ ¢)/2) pour conclure. En effet, si P(¢ < a)
P(§ > (a + ¢)/2), en utilisant le fait que P({ < a) > 1/2, on obtient P(§ < a) + P(§
(a+c¢)/2) > 1, ce qui est impossible.

m VvV A

1.1.3. Mode d’une loi. Si F est une loi discrete, on appelle mode de la loi F' une valeur
k* telle que

P(X =k") = m’?XP(X =k).

Si F admet une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue, le mode est défini comme une
valeur z* telle que

f(a*) = max f(x).

Evidemment, un mode n’est pas toujours unique. Une densité f est dite unimodale si x* est un
unique maximum local (et donc global) de f. De fagon analogue, on appelle f densité bimodale
(ou multimodale) si elle a deux (respectivement, plusieurs) maxima locaux. Ce lexique n’est
pas treés précis, car méme si le maximum global de la densité f est unique (il y a un seul
mode au sens propre), on appelle f multimodale & condition qu’elle possede d’autres maxima
locaux. Ainsi que la moyenne et la médiane, le mode renseigne sur la position (la localisation)
d’une loi. Le mode peut se révéler intéressant principalement au cas unimodal.

1.1.4. Caractéristiques d’asymétrie et d’aplatissement.

Définition 1.3. La loi de X (la f.d.r. F') est dite symétrique par rapport a zéro (ou tout
simplement symétrique) si F(x) =1 — F(—x) pour tout x € R ( f(z) = f(—x) dans le cas
continu,).

Définition 1.4. La loi de X (la f.d.r. F) est dite symétrique par rapport a p € R si
Flp+a)=1-F(p—x)

pour tout x € R (f(pu+x) = f(u— x) dans le cas continu). Autrement dit, la f.d.r F(x + p)
est symétrique par rapport a zéro.

EXERCICE 1.1. Montrer que si la loi F' est symétrique par rapport a p et E(|X|) < oo, sa
médiane et sa moyenne vérifient M = F(X) = p. Si, en outre, F' admet une densité unimodale,
alors moyenne = médiane = mode.
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0.25

Mode

Mediane

Figure 1.3. Le mode, la médiane et la moyenne d’une loi

EXERCICE 1.2. Si F est symétrique et tous les moments absolus [i; existent, alors les moments
i = 0 pour tout k impair. Si F' est symétrique par rapport a u et tous les moments absolus
[u, existent, alors pj, = 0 pour tout &k impair (par exemple, uj = 0).

On peut qualifier les lois asymétriques comme étant “proches” ou “éloignées” de dis-
tributions symétriques. A cette fin, on introduit (pour toute loi de probabilité vérifiant
E(|X?) < 00) le coefficient d’asymétrie (en anglais “skewness”)

On remarque que o = 0 pour une f.d.r. symétrique avec E(|X|?) < oo. Notons que le
réciproque n’est pas vrai : la condition @ = 0 n’implique pas la symétrie de la loi.

EXERCICE 1.3. Donner un exemple de densité non-symétrique avec o = 0.

Notons le réle de o dans la définition de « : supposons, par exemple, que la densité fy(x)
de X satisfait [ fo(z)de = 0 et [a?fo(x)dz =1 et ag = psy = [ 2*fo(z)dz. Pour o > 0,

1 € R, la fonction
1 T— W
f@) =~h(=1).

est la densité de la variable 0 X + . Donc Var(o X +p) = o2 et pfy = [(z—p) f(z)dx = 03/1%70.
En calculant o = g—é on observe que « = ag. Autrement dit, le coefficient d’asymétrie o est
invariant par rapport auzx transformations affines (d’échelle et de position) de la variable

aléatoire X.

Le coefficient o est une mesure controversée : on ne peut pas toujours affirmer que a > 0
si la loi est “asymétrique vers la droite” et o < 0 si la loi est “asymétrique vers la gauche”. Les
notions d’asymétrie “vers la droite” ou “vers la gauche” ne sont pas définies rigoureusement.
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Coefficient d’aplatissement (en anglais “kurtosis”) [ est défini de la fagon suivante : si le
4éme moment centré iy de la variable aléatoire X existe, alors

!/
_ Ha _
B = s
EXERCICE 1.4. Montrer que, pour la loi normale N (u,0?), p)/o* =3 et 3= 0.

On note que, comme le coefficient d’asymétrie « , le kurtosis 8 est invariant par rapport
aux transformations affines.

Le coefficient 8 est le plus souvent calculé pour avoir une idée intuitive sur les “queues”
de la loi de X. On utilise le vocabulaire suivant : on dit que la loi F' a les “queues lourdes” si

Q) =P(|X|>b) (= / |>bf(x)dx dans le cas continu)

décroit lentement quand b — oo, par exemple, de fagon polynomiale (comme 1/b" avec r > 0).
On dit que “les queues sont légeres” si Q(b) décroit rapidement (exemple : décroissance
exponentielle). Pour la loi normale A'(0,1), on a : Q(b) = O(e~""/2), ce qui correspond 2
8 = 0. Tres souvent, si 8 > 0, les queues de la loi en question sont plus lourdes que celles
de la loi normale et, si 3 < 0 (on dit dans ce cas que la loi est leptokurtique), elles sont plus
légeres que celles de la loi normale.

Notons aussi que, pour toute loi de probabilité telle que 3 est bien défini (i.e., E(|X|*) <
o0), on a : > —2 (voir le paragraphe suivant).
EXEMPLE 1.3. a) Le kurtosis 3 de la loi uniforme UJ0, 1] est égal & —1,2 (queues tres légeres).
C’est une loi leptokurtique.

b) Si la densité de la loi f(z) ~ |z|~® quand |x| tend vers oo, 0% est fini mais u} = +oo, ce
qui implique 8 = +00 (queues tres lourdes). Pour la loi de Cauchy, 0? = +00 et p) = 400,
donc le kurtosis 3 n’est pas défini.

1.2. Rappel de quelques inégalités

Proposition 1.3. (Inégalité de Markov.) Soit h(-) une fonction positive croissante et soit
X une v.a. telle que E(h(X)) < oco. Alors pour tout a € R tel que h(a) > 0,

B(h(X))

P(X >a)< h(a)

(1.2)

Preuve. Comme h(-) est une fonction croissante,

P(X 2 a) £ P(HX) 2 h(@) = [ Lpiwpzaa dF(2)

h(X)
= E(Ln(x)2na)y) < B <h(a) ﬂ{h(x>zh<a>}> S “hla)
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Corollaire 1.2. (Inégalité de Tchebychev.) Soit X une v. a. telle que E(X?) < oo.
Alors, pour tout a > 0,

E(X?)

< Var(X)‘
a? ’

P(X]Za) < P(X - E(X)| > a) < —

a

Preuve. 1l suffit de poser h(t) = t? et d’appliquer (1.2) aux variables aléatoires |X| et
|X — E(X)| respectivement. ]

Proposition 1.4. (Inégalité de Holder.) Soit 1 < r < oo, 1/r +1/s = 1. Soient £ et n
deux variables aléatoires telles que E(|€|") < 0o et E(|n]®) < co. Alors E(|¢n|) < oo et

E(en) < [EEE(In)*)]Y>.

Preuve. On note d’abord que pour tout a > 0,b > 0, par concavité de la fonction logt,
(1/r)loga+ (1/s)logb < log(a/r +b/s),
ce qui est équivalent & :
a'/"bY* < a/r +b/s.
Posons ici a = [£|"/E(|€]"), b = |n|*/E(|n|®) (on suppose pour Uinstant que E(|¢|") # 0,
E(|n|®) # 0), ce qui donne
[&nl < (BT IE(nIMNY* (€7 /rEE) + nl*/sE(nl*)) -

On conclut en prenant l’espérance et en utilisant le fait que 1/r +1/s = 1. Si E(|{|") = 0 ou
E(|n]*) =0, alors £ =0 (p.s) oun =0 (p.s.), et 'inégalité est triviale. [

Corollaire 1.3. (Inégalité de Lyapounov.) Soit 0 < v < t et soit X une variable aléatoire
telle que E(|X|") < co. Alors E(|X|") < oo et

[E(X]YY < [E(X[)" (1.3)

Preuve. On applique I'inégalité de Holder avec £ = XV, n=1, r = t/v.

En utilisant I'inégalité (1.3) avec v = 2, t = 4 et | X — E(X)]| au lieu de |X| on obtient
wy/a* > 1. Le coefficient d’aplatissement 3 vérifie donc I'inégalité 3 > —2.

L’inégalité de Lyapounov implique la chaine des inégalités entre les moments absolus :
E(X|) < [B(IXP)]V? < ... < [B(XF)*

Proposition 1.5. (Inégalité de Jensen.) Soit g(-) une fonction convexe et soit X une
variable aléatoire telle que E(|X|) < co. Alors

9(E(X)) < E(9(X)).
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Preuve. Par convexité de g, il existe une fonction g'(-) telle que

g(x) > g(x0) + (z — x0)g" (x0)
pour tout z, zy € R. On pose zo = E(X). Alors
9(X) 2 g(B(X)) + (X - E(X))g" (E(X)).
)

En prenant les espérances on obtient E(g(X)) > g(E(X)). ]
Voici un exemple d’application de I'inégalité de Jensen :
|E(X)| < E(|X]). (1.4)

Proposition 1.6. (Inégalité de Cauchy-Schwarz.) Soient £ et n deux variables aléatoires
telles que E(£?) < oo et E(n?) < co. Alors E|én| < oo,

(E(&n))* < (Elén))® < E(E%)E(n?) (1.5)

et les égalités dans (1.5) sont atteintes si et seulement si il existe aj,as € R tels que a; # 0
ou as # 0 et, presque stirement,

a1€ + agn = 0. (1.6)

Preuve. La deuxiéme inégalité dans (1.5) est le cas particulier de I'inégalité de Holder pour
r = s = 2. La premiere inégalité dans (1.5) est une conséquence de (1.4). Si (1.6) est vrai, il
est évident que

(E(&n)? — E(E)En*) =0. (L.7)
Réciproquement, si 'on a (1.7) et E(n?) # 0, alors E((€ — an)?) = 0 avec a = E(£n)/E(n?),
ce qui implique ¢ = an presque stirement. Le cas ol E(n?) = 0 est trivial. ]

1.3. Suites de variables aléatoires

Soient &1, &s... et € des variables aléatoires sur (92, A, P).
Définition 1.5. On dit que la suite (§,)p>1 converge en probabilité vers { quand n — oo
(et on écrit &, T €) si
lim P(|§, —¢[ =€) =0
n—00
pour tout € > 0.

Définition 1.6. On dit que la suite ({,)n>1 converge en moyenne quadratique vers &
quand n — oo si B(£?) < oo et

Tim E(€, — €)= 0.
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Définition 1.7. On dit que la suite (§,)n>1 converge presque strement (en abrégé p.s.)
vers & quand n — oo (et on écrit &, — £ (p.s.)), si

Pw: &(w)AE(w)) = 0.

REMARQUE. La Définition 1.7 est équivalente a la suivante : pour tout € > 0,
lim P(sup|éx — &l >€) =0

(voir J.Lacroix, P.Priouret Probabilités approfondies, Polycopié du cours, Université Paris 6).
Définition 1.8. On dit que la suite (§,)p>1 converge en loi (ou en distribution) vers £

. D .
quand n — oo (et on écrit &, — & ) si

P(&, < 1) — P(€ < 1) quand n— oo,

pour chaque point t de continuité de la f.d.r. F(t) = P(£ <t).

REMARQUE. La convergence en loi est équivalente a la convergence étroite : pour toute fonc-
tion f continue et bornée

E(f(&)) — E(f(§)) quand n — oo

(voir Bouleau N.; Probabilités de l’ingénieur, variables aléatoires et simulation, Hermann,
1986, Corollaire 3.2.1 et Proposition 3.1.3, p. 178).

Liens entre les différents modes de convergence :

convergence en
moyenne quadratique convergence en probabilité| = |convergence en loi
’convergence p-s. ‘ —

EXERCICE 1.5. Soient (£,)n>1 €t (7n)n>1 deux suites de variables aléatoires. Démontrer les
résultats suivants :

1°.Si &, L oaet Nn B, 7, ol a € R est une constante et 1 est une variable aléatoire, alors
D
Enlin — an.
Ce résultat reste-t-il vrai si I’on suppose que a est une variable aléatoire 7

2°. Si a € R est une constante, alors

D P
& —a = &, —a.

3°. (Théoréme de Slutsky.) Si ¢, D g et Nn D, 1 et a € R est une constante, alors

En + M ga+777

D
Entin — an.
Montrer que si a est une v.a., ces deux relations ne sont pas toujours vérifiées (donner des
contre-exemples).
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1.4. Indépendance et théorémes limites

Définition 1.9. Soient X etY deux variables aléatoires sur (2, A, P). On dit que la variable
X est indépendante de Y (et on écrit X 1LY ') si

P(Xe€A YeB)=P(X AP € B)
pour tous A € B et B € B.
Si E(]X]) < oo, E(|Y]) < o0, I'indépendance implique
E(XY)=EX)E(Y). (1.8)

Important : le réciproque n’est pas vrai; (1.8) n’est pas équivalent a I'indépendance de X
et Y.

Définition 1.10. Soient Xi,...,X, des variables aléatoires sur (2, A, P). On dit que les
v.a. Xq,..., X, sont (mutuellement) indépendantes si, pour tout Ay, ..., A, € B,

P(Xl €A,.... X, € An) = P(X1 S A1>P(Xn S An) (19)
On dit que (Xp)n>1 est une suite infinie de variables aléatoires indépendantes si (1.9) est
verifié pour tout n > 1 entier.

REMARQUES. 1. Le fait que les X; soient indépendantes deux & deux (c’est-a-dire X; Ll X;
pour ¢ # j) n’implique pas que Xi,..., X,, soient mutuellement indépendantes. Par contre,
I'indépendance mutuelle implique 'indépendance deux a deux. En particulier, si Xy, ..., X,
sont mutuellement indépendantes et E(|X;|) < oo pour i = 1,...,n, alors

E(XiX;) = E(Xi)E(X;), i#j.

2. Les transformations mesurables préservent I'indépendance : si X 11 Y, alors f(X) LL g(Y),
quelles que soient les fonctions boréliennes f(-) et g(-).

1.4.1. Sommes de variables indépendantes. Considérons la somme ) ", X;, ol
les variables aléatoires X1, ..., X;, sont indépendantes. Si F(X?) < oo pour i = 1,...,n (vu
I'inégalité de Lyapounov, cela implique que E(|X;|) < 00), alors

E (Z XZ-> = Z E(X;) (vraisans hypothese d’indépendance) (1.10)
i=1 i=1

et

Définition 1.11. On dit que les variables aléatoires X, ..., X,, sont i.i.d. (indépendantes et
identiquement distribuées) si elles sont mutuellement indépendantes et X; est de méme loi
que X pour tout 1 < 4,5 < n. De facon similaire, X1, X, ... sont appelés i.i.d. si (Xp)p>1
est une suite infinie de variables aléatoires indépendantes et de méme loi.
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Proposition 1.7. Soient Xi, ..., X,, des v.a. i.i.d. telles que E(X1) = p et Var(X;) = 02 <
00. Alors la moyenne arithmétique

= 1

X=- dY X

i=1
vérifie
_ - 1 o?
E(X)=p et Var(X)= —Var(X;) = —.
n n

Preuve. On utilise (1.10) et (1.11).

Proposition 1.8. (Loi forte des grands nombres de Kolmogorov.) Soient X, Xo, ...,
des v.a. i.i.d. telles que E(|X1]) < oo et p = E(Xy). Alors,

X —u (ps.) quand n — oo.

Preuve. Voir Bouleau N.; Probabilités de l’ingénieur, variables aléatoires et simulation, Her-
mann, 1986, Théoreme 2.3, p. 170.

EXEMPLE 1.4. Soient X; des variables i.i.d de loi de Cauchy. La densité de X7 est
= € R.
f(a) i

Alors E(|X1]) = oo, I'espérance E(X1) n’est pas définie et la moyenne arithmétique X n’est
pas convergente.

Proposition 1.9. (Théoréme central limite.) Soient X, Xo, ..., des v.a. i.i.d. telles que
E(X?) < 0o et 0% = Var(X1) > 0. Alors,

X —
\/ﬁ<'u> gn quand n — 0o,
o
ot = E(Xy) et n ~N(0,1).

Preuve. Voir Bouleau N., Probabilités de lingénieur, variables aléatoires et simulation, Her-
mann, 1986, Théoreme 4.1, p. 181.

1.4.2. Approximation de la loi de X par la loi limite normale. Le Théoréme
central limite (la Proposition 1.9) s’écrit sous la forme équivalente :

X —
P<\/ﬁ< M>§t>—>P(n§t) quand n — oo,
o

pour tout t € R, ou  ~ N(0,1). Notons
O(t) = P(n <t)

la f.d.r. normale standard. Alors

P()_(Sm)zp(\/ﬁ()_(;u>S\/ﬁ<x;u)>%@<\/ﬁ(wgu>)
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quand n — oco. Autrement dit, P(X < z), la f.d.r. de X, peut étre approximée par la loi

normale : P(ng)%q’<\/ﬁ <x—,u>>

g

pour n assez grand.

1.5. Théorémes de continuité

Proposition 1.10. (Premier théoréme de continuité.) Soit g(-) une fonction continue
et soient £1,&a, ... et & des variables aléatoires sur (2, A, P). Alors,

() &—& (ps) = g(&) — 96 (p.s.),
(i4) & e = g6 Dglo),
(i) G DE = gl €)

—
P

—

D

g
g
gn)_>g

quand n — o0.
Preuve. La partie (i) est évidente. Montrons (ii) sous I’hypothése supplémentaire que = a,

ou a est une constante déterministe. En fait, c’est le seul cas qui présentera un intérét dans
le cadre de ce cours. La continuité de g implique que pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que

€ —al <6 = lg(&) —g(a)] <e.
En particulier, P(|§, —a] < d) < P(|g(&.) — g(a)| < €). Comme &, La ona
lim P(|&, —a| <) =1 pour tout 6 > 0,

ce qui implique
lim P(|lg(&,) —g(a)| <€) =1 pour tout € > 0.
n—oo

(iii) 11 suffit de démontrer (voir la remarque apres la Définition 1.8) que, pour toute fonction
continue et bornée h(x), E(h(g(&,))) — E(h(g(£))) quand n — oco. Comme g est continue,

f = hog est aussi continue et bornée. Ceci démontre (iii), car &, 20 ¢ signifie que

E(f(&n)) — E(f(§)) quand n — oo,

pour toute fonction f continue et bornée. ]

Proposition 1.11. (Deuxiéme théoréme de continuité.) Soit g(-) une fonction conti-
nue et continiment différentiable et soient X1, Xo,... des variables aléatoires i.i.d. telles que
E(X?) < oo avec la variance 0 = Var(X7) > 0. Alors

NG (M) Long' () quand n — oo,
ou X =150 X, p=E(Xy) et n~N(0,1).

Preuve. Sous les hypotheses de la proposition, la fonction

g@)—g)
ha)y=14 ,en ST
9' (1), siz=y,
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est continue. Comme X 5 i (vu la Proposition 1.8) et h est continue, on obtient, d’apres le
Premier théoreme de continuité, que

X)L h(p) = ¢'(1) quand n — oco. (1.12)
Or, -

9(X) —g(p - 7

Vi S0 _ V(% ) = (X

ou n, = @()_( — ). La Proposition 1.9 implique que 7, A n ~ N(0,1) quand n — oco. On
conclut en utilisant ce fait, ainsi que (1.12) et le résultat 1° de I’Exercice 1.5. |

1.6. Exercices

EXERCICE 1.6. Soient &1, ..., &, des variables aléatoires indépendantes. Posons

Emin = min(fla "'7£n)7 Emax = maX(&, >§n)

1) Montrer que
n n
P(gmin > l‘) = HP(& > l‘), P(&max < IL‘) = Hp(gz < .’L‘)
i=1 i=1
2) Supposons, de plus, que 1, ..., &, sont identiquement distribuées avec la loi uniforme U0, ].
Calculer E(&min), F(&max), Var(§min) et Var(&max)-

EXERCICE 1.7. Soit £ une variable aléatoire positive avec la f.d.r. F' et d’espérance finie.
Démontrer que

E(€) = /000(1 — F(z))dx = /000 P& > x)dx.

EXERCICE 1.8. Soient X; et X deux v.a. indépendantes de loi exponentielle £(A). Montrer
que min(Xy, Xo) et |X; — Xy sont des variables aléatoires de lois respectivement £(2X) et

EN).

EXERCICE 1.9. Soit X le nombre d’apparitions de “6” dans 12000 tirages d’un dé. En utilisant
le Théoreme central limite estimer la probabilité que 1800 < X < 2100. Indication : ®(\/6) ~
0.9928, ®(2v/6) ~ 0.999999518. Utiliser 'inégalité de Tchebychev pour obtenir une autre
évaluation de cette probabilité et comparer les résultats.






Régression et corrélation

2.1. Couples des variables aléatoires. Lois jointes et marginales

Soit (X,Y) un couple des variables aléatoires. La f.d.r. jointe du couple (X,Y") est définie
par

Fxy(z,y)=P(X <z,Y <y), z,yeR

Les f.d.r. marginales sont données par

Fx(z) = lim Fxy(z,y) =P(X <2),

Fy(y) = xEToo Fxy(z,y)=P(Y <y).

Dans le cas continu on suppose que Fx y admet une densité fxy > 0 par rapport a la
mesure de Lebesgue sur R?, autrement dit

aQFX,Y(xa y)

Sl = fxy () 21)

presque partout. La densité fxy (z,y) vérifie [po fx,v (2, y)dady = 1. Les densités marginales
de X et Y sont définies par

/ fxy(z,y)dy, fr(y / fxy(z,y)d

Dans le cas discret X et Y prennent au maximum un nombre dénombrable de valeurs. La
loi jointe du couple (X, Y) est définie par les probabilités P(X = -, Y = -). Les lois marginales

25
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de X et Y sont définies par les probabilités
P(X=k) =) P(X =kY =m),

P(Y=m)=>» P(X=kY =m).
k

Important : la connaissance des lois marginales de X et de Y n’est pas suffisante pour
la détermination de la loi jointe du couple (X,Y"). Considérons I’exemple suivant.

EXEMPLE 2.1. Soient deux densités de probabilité sur R? :

1 22 4 y?
fi(z,y) = %exp<— 5 )

et
%+ y2

5 )L+ 2yl (@) (0)]:

Alors les densités marginales de f; sont les mémes que celles de f5 : elles sont normales
standard N (0, 1).

fale,) = 5o (-

Les v.a. X et Y sont indépendantes si et seulement si
Fxy(z,y) = Fx(z)Fy(y) pour tout (z,y) € R?,
Dans le cas continu, ceci se traduit par la décomposition
P (@,9) = Fx(@)fy (y) pour tout (z,y) € R?,
et dans le cas discret par
P(X =k Y=m)=P(X =k)P(Y =m),

pour tous k, m.

2.2. Conditionnement (cas discret)

Soient A et B deux événements aléatoires (A, B € A) tels que P(B) # 0. La probabilité
conditionnelle P(A|B) de A sachant B est définie par

P(ANB)
P(A|B) = ————=
(AIB) =~ 55
Soient X et Y deux v.a. discrétes. Selon cette définition

Y =kX=m)
P(X =m)
(Dorénavant on ne considere que les valeurs m telles que P(X =m) > 0.) On a alors

zk:P(Y:ldX:m) - kag;j’nf):m) ~ 1.

Par conséquent, les probabilités { P(Y = k| X = m)}, définissent une loi discréete de probabilité
(appelée loi conditionnelle de Y sachant que X = m). Si X et Y sont indépendantes,

P(Y = k)P(X = m)
P(X =m)

PO = kX =m) = 2

P(Y =k|X =m) = = P(Y = k). (2.2)
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Réciproquement, si la relation (2.2) est vérifiée pour tous k,m, alors X LLY. L’espérance
conditionnelle de Y sachant que X = m est la quantité déterministe

E(Y|X =m)=> kP(Y =KX =m).
k

La condition E(|Y|) < oo est suffisante pour assurer 'existence de ’espérance conditionnelle
EY|X =m),car P(Y =k, X =m) < P(Y =k).

La variance conditionnelle est définie par
Var(Y|X =m) = E(Y?|X =m) — [E(Y|X =m)].

De fagon analogue on définit les moments conditionnels, les quantiles conditionnels et autres
caractéristiques d’une loi conditionnelle.

Définition 2.1. Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes, telles que E(|Y]) < oo.
L’espérance conditionnelle E(Y|X) de Y sachant X est la variable aléatoire discréte qui
ne dépend que de X et qui prend les valeurs

{E(Y|X =m)}m

avec les probabilités P(X = m) respectivement.

Important : ne pas confondre la variable aléatoire E(Y|X) avec la quantité déterministe
E(Y|X =m).

2.2.1. Propriétés des espérances conditionnelles (cas discret). On suppose ici
que toutes les v.a. en question sont discretes et toutes les espérances mathématiques qu’on
considére sont finies.

1°. Linéarité. Pour tout a € R, b € R,

2°.Si X et Y sont indépendantes, alors E(Y|X) = E(Y) (vu (2.2)).
3. E(h(X)|X) = h(X) pour toute fonction borélienne h.
4°. Théoréeme de substitution.

Eh(Y,X)|X =m) = Eh(Y,m)|X =m).

Preuve. On pose Y/ = h(Y, X), c’est une v.a. discréte qui prend les valeurs h(k, m). Donc,
la loi conditionnelle de Y’ sachant que X = m est donnée par les probabilités

Ph(Y,X)=a,X =m)

P(Y'=a|X =m) = P(W(Y,X) =a|X =m) = P(X =m)

_ P(h(Y,m)=a,X=m) B B
= PO = m) = P(h(Y,m) = a|X =m).

Alors, pour tout m fixé,

E(Y|X=m) =) aP(Y' =alX =m)=>_ aP(h(Y,m)=alX =m)

= E(h(Y,m)|X =m).
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Par conséquent, si h(x,y) = hi(y)ha(x), nous avons
E(h(Y)ha(X)|X = m) = ho(m)E(h1 (Y)|X =m),
et
E(h1(Y)ha(X)[X) = ha(X)E(hi (Y)[X).
5°. Théoreme de l’espérance itérée.
E(E(Y]X)) = E(Y).

Preuve.
E(E(Y|X)) =) EY|X=m)P(X=m)=> > kP(Y =k|X =m)P(X =m)
m m k
=Y kP(Y =k,X=m)=) kY PY =kX=m)
m,k k m
=Y kP(Y =k)=E(Y)
k |

EXEMPLE 2.2. Soient £ et 1 deux variables aléatoires indépendantes de méme loi de Bernoulli,
qui prennent les valeurs 1 et 0 avec les probabilités p et 1 — p. Calculons les espérances
conditionnelles E(§ +n|n) et E(n|€ +n). En utilisant les propriétés 2° et 3° on obtient E (£ +
nln) = E(§) +n = p+ n. Cherchons maintenant E(n|{ + n). Pour k = 0,1, 2,

0, k=0,
Emlé+n=k)=Pn=1¢+n=k) =< 1/2, k=1,
1 k=2.

Donc E(n|§ +n) = (£ +n)/2.

2.3. Conditionnement et projection. Meilleure prévision

Considérons I'ensemble de toutes les variables aléatoires £ sur (€2, A, P) de carré intégrable,
i.e. telles que E(£2) < oo. On dit que € ~ ¢ si € = ¢ (p.s.) par rapport & la mesure P. Ceci
définit I’ensemble des classes d’équivalence sur les variables aléatoires telles que E(£?) < oo.
On désignera & la variable aléatoire de carré intégrable aussi bien que sa classe d’équivalence.
En utilisant cette convention, on note La(P) = La(f2, A, P) l'espace de toutes les variables
aléatoires de carré intégrable sur (2, A, P). C’est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

(X,Y) = B(XY),

et de la norme respective | X|| = [E(X?)]'/2. En effet, (-,-) vérifie les axiomes du produit
scalaire : pour tous X,&,n € Lao(P) et a,b € R

(ag + by, X) = E([a + bn]X) = aE((X) + bE(nX) = a(¢, X) + b(n, X),
et (X,X)>0; (X,X) =0 implique X =0 (p.s.).
Si les variables X et Y sont indépendantes, la connaissance de la valeur prise par X
ne donne aucune information sur Y. Mais si X et Y sont dépendantes et si 'on connait la

réalisation de X, ceci nous renseigne aussi sur Y. On pose le probléme de meilleure prévision
de Y étant donné X de facon suivante.
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Probléeme de meilleure prévision. Soit Y € Lo(P) et soit X une variable aléatoire sur
(Q, A, P). Trouver une fonction borélienne g(-) telle que

1Y —g(X)|l = min 1Y —h(X)], (2.3)

ot le minimum est recherché parmi toutes les fonctions boréliennes h(-) et || - || est la norme

de Ly(P). La variable aléatoire Y = g(X) est dite meilleure prévision de Y étant donné
X.

Dans le contexte du probleme de meilleure prévision, X est appelée variable explicative ou
prédicteur, Y est appelée variable expliquée.

On peut écrire (2.3) sous la forme équivalente :

E(Y —¢g(X))?) =min E(Y — h(X))?) = min E(Y — h(X))?. 2.4
(= g(X)P) = B = RO = | i B = ROOR). (2:)
11 suffit ici de minimiser par rapport & h(X) € Ly(P), car une solution g(-) de (2.3) est auto-
matiquement dans Lo(P). Notons que (2.4) n’est que la définition de projection orthogonale
de Y sur le sous-espace linéaire L (P) de Lo(P) défini par

Ly (P) = {€ = h(X) : E(h*(X)) < oo}

C’est le sous-espace linéaire de Lo(P) composé de toutes les v.a. de carré intégrable mesurables
par rapport a X. Grace aux propriétés de projection orthogonale, il existe toujours une
solution du probléme de meilleure prévision : une v.a. g(X) € Ly (P) vérifie (2.3) et (2.4) si
et seulement si

(Y — g(X),h(X)) =0 pour tout h(X) € Ly (P),

L)

Figure 2.1. La projection orthogonale sur L3 (P).

et une telle g(X) est unique & une équivalence preés. En passant a la notation avec les
espérances, on écrit la formule précédente sous la forme

E((Y — g(X))h(X)) = 0 pour tout h(X) € L (P),
ou bien,

E(Yh(X)) = E(g(X)h(X)) pour tout h(X) € L (P). (2.5)
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En particulier,

E(Y14(X)) = E(9(X)14(X)) pour tout A € B (2.6)
ou B est la tribu borélienne sur R.
REMARQUE. En fait, (2.6) implique (2.5), donc (2.5) et (2.6) sont équivalents. Pour s’en

convaincre il suffit d’utiliser le fait que ’espace des fonctions de la forme Zle cily, (z) (fonc-
tions en escaliers) avec ¢; € R, A; € B est dense dans La(P).

On va montrer maintenant que dans le cas discret la seule variable aléatoire g(X) qui
vérifie (2.5) (et par conséquent résout le probleme de meilleure prévision (2.3)) est unique, a
une équivalence pres, et égale a ’espérance conditionnelle de Y sachant X.

Proposition 2.1. Soient X et Y deuz v.a. discrétes, telles que Y € Ly(P). Alors la
meilleure prévision Y de Y étant donné X, unique a une équivalence preés, est égale a
l’espérance conditionnelle

Y = E(Y|X).

Preuve. Pour tout h(X) € L (P),

E(E(Y|X)MX)) = > E(Y|X = k)h(k)P(X = k)
k

=3 1D " mP(Y =m|X = k)| h(k)P(X = k)
k m
=Y mh(k)P(Y =m,X =k) = E(Yh(X)).
k,m

Donc (2.5) est vérifié avec g(X) = E(Y|X), autrement dit, E(Y|X) est une version de la
projection orthogonale de Y sur Lg( (P). Comme la projection orthogonale dans un espace de
Hilbert est unique & une équivalence pres, E(Y|X) est une unique solution de (2.5) presque
surement. ]

2.4. Probabilité et espérance conditionnelles (cas général)
On peut étendre la définition de I'espérance conditionnelle E(Y'|X) au cas de deux va-
riables aléatoires générales X et Y. On utilise la définition suivante.

Définition 2.2. Soient Y et X deux v. a. telles que E(]Y|) < co. L’espérance condition-
nelle ¢(X) = E(Y|X) de Y sachant X est une variable aléatoire mesurable par rapport a
X qui vérifie

EYI{X € A}) =E(g(X)I{X € A}) (2.7)
pour tout ensemble borélien A.

REMARQUE. On passe ici de I'hypothése Y € Ly(P) (i.e. E(Y?) < 00) a I'hypothese plus
faible E(]Y]) < co. On peut démontrer (voir J.Lacroix, P.Priouret, Probabilités approfondies,
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Polycopié du cours, Université Paris 6) que la fonction g(X) qui vérifie (2.7) existe et elle est
unique (p.s.). C’est une conséquence du Théoreme de Radon-Nikodym.

SiY € Lyo(P), lexistence et I'unicité p.s. de la fonction g(X) vérifiant (2.7) découlent des
propriétés de projection orthogonale dans Lo comme on 'a déja vu au paragraphe précédent.
Comme corollaire, on obtient donc le résultat suivant.

Théoréme 2.1. (de meilleure prévision.) Soient X etY deux v.a., telles que Y € La(P).

Alors la meilleure prévision Y de Y étant donné X, unique a une équivalence pres, est égale
a espérance conditionnelle
Y =EY|X).

2.4.1. Probabilité et loi conditionnelles. Considérons le cas particulier suivant : on
remplace Y par Y/ = I{Y € B} ou B est un ensemble borélien. Notons que la variable Y’
est bornée (|Y'| < 1), donc E(]Y’|?) < oco. Alors, I'espérance conditionnelle g(X) = E(Y’|X)
existe et elle vérifie la relation (cf. (2.7))

E(I{Y € B}{X € A}) = E(g(X)I{X € A}) pour tout A € B.

Définition 2.3. Soit B € B fizé. La probabilité conditionnelle P(Y € B|X) est la
variable aléatoire qui vérifie

P(YeB,XecA)=FE[PY € B|X)I{X € A} pour tout A € B.

Autrement dit, P(Y € B|X) = E(I{Y € B}|X). La Définition 2.3 implique, en particulier :
P(Y €B|X)=P(Y € B) (ps.)VBeB <+ X1V

Définition 2.4. Une fonction (B,z) — P(Y € B|X = x) de deuz variables B et x, ou B € B
et x € R, est dite loi conditionnelle de Y sachant que X =z si

(i) pour tout B fixré P(Y € B|X = x) vérifie
PYeB,XeA)= / P(Y € B|X =z)dFx(z) pour tout A € B, (2.8)
A

(i1) pour tout x fixré P(Y € B|X = x) est une mesure de probabilité comme fonction de
B.

REMARQUE. On sait déja que, pour tout B € B, il existe une fonction
gp(x) = P(Y € B|X =)

telle que (2.8) est vérifié. Est-elle une mesure de probabilité comme fonction de B ? Notons
que gp(z) est définie modulo les valeurs de x dans un ensemble Np de probabilité nulle. Il
est important que, généralement, cet ensemble dépend de B. Il n’est donc pas exclu a priori
que 'ensemble N = |Jzcz Np soit de probabilité > 0, dans quel cas P(Y € B|X = x) ne
serait plus une mesure de probabilité pour x dans cet ensemble. Par exemple, on ne pourrait
pas s’assurer de 'axiome d’additivité de la “probabilité” ainsi définie. Heureusement, dans
notre cas ou les v.a. en question sont réelles et la tribu est borélienne, on peut choisir une
version (dite version réguliere, voir M.Loeve, Probability Theory, 1960, §27.2, Théoréeme A)
de la fonction gp(-) telle que P(Y € B|X = z) soit une mesure de probabilité pour tout
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x € R. Dans la suite, on suppose que cette version est choisie dans chaque cas particulier.
Si les variables X et Y ont une loi jointe discréte ou une loi jointe continue, il est facile de
construire une telle version P(Y € B|X = x) de fagon explicite (voir les Paragraphes 2.2 et
2.5).

On peut définir également Fy|X("$), la fonction de répartition conditionnelle de Y sachant
que X = x : c’est la f.d.r. qui correspond a la mesure de probabilité P(Y € -|X = z). Pour
trouver Fy|x(-|z), il suffit de résoudre I’équation intégrale

PY<yXeA= / Fyx(ylr)dFx(z) pour tout y € R, A€ B. (2.9)
A

La recherche d'une solution de I’équation intégrale (2.9) est le seul moyen de calculer Fy|x(-|z)
dans le cas mixte o Y est discréte et X est continue (ou inversement). Si les variables X et
Y ont une loi jointe discréte ou une loi jointe continue, le recours a (2.9) n’est pas nécessaire.
Dans ces cas, on caractérise la loi conditionnelle respectivement en termes de probabilités
conditionnelles ou de densités : des formules plus simples et directes sont disponibles (voir les
Paragraphes 2.2 et 2.5).

L’espérance conditionnelle de' Y sachant que X = x est la fonction réelle suivante de « :
E(YIX =) = [ uFyx(dylo).
Pour trouver E(Y|X = z), il faut, généralement, résoudre ’équation intégrale :
E(YI{X € A}) = /AE(Y|X = z)dFx(x), pour tout A € B.

Néanmoins, dans les cas “purement discret” ou “purement continu” le calcul de E(Y|X = z)
est beaucoup plus simple (voir les Paragraphes 2.2 et 2.5).

2.4.2. Propriétés de ’espérance conditionnelle. On suppose ici que, pour toutes
les variables aléatoires en question, les espérances mathématiques sont finies.
1°. Linéarité. Pour tout a € R, b € R,
E(aYi + 03| X) = aE(Vi|X) + bE(Y|X) (p.s)

2°. 81 X et Y sont indépendantes, E(Y|X) = E(Y) (p.s.)

Preuve. Vu la définition (2.7) il suffit de montrer que

EYI{X € A})=FE(E(Y)I{X € A}), pour tout A € B. (2.10)
Or,
E(E(Y)I{X € A})=E(Y)P(X € A),
et on voit que (2.10) est une conséquence de 'indépendance de X et Y. ]

3°. E(h(X)|X) = h(X) (p-s.) pour toute fonction borélienne h.
4°. Théoréme de substitution.

E(h(Y, X)|X = 2) = E(h(Y,z)|X = ).
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Si X et Y sont des v.a. discrétes, ce résultat est prouvé au Paragraphe 2.2. Si X et Y ont la
loi jointe continue, la démonstration est aussi facile (Exercice 2.1). La démonstration au cas
général n’est pas donnée ici.

5°. Théoréeme de l’espérance itérée.
E(E(Y]X)) = E(Y).
Preuve. On pose A =R dans la définition (2.7), alors (X € A) = 1, et on obtient le résultat

désiré. .
2.5. Conditionnement (cas continu)

On suppose maintenant qu’il existe une densité jointe fxy(z,y) > 0 du couple (X,Y’)
par rapport a la mesure de Lebesgue sur R?. Définissons

fxy@y)
Frixlr) =4 x@ 0 fx(@) >0, (2.11)
fr(y), st fx(z)=0.
On remarque que y — fy|x(y|z) est une densité de probabilité pour tout = € R, car
[ee]
| tvxtlod =1, frictula) 2o (212)

Ceci reste vrai si 'on modifie la définition (2.11) en posant fy|x (y|z) = f(y) quand fx(z) =0,
ot f(-) est une densité de probabilité quelconque.

Notons aussi que, vu (2.11),
YILX <<= fyix(lz) = fr(y).

Proposition 2.2. Si la densité jointe de (X,Y) existe, alors la loi conditionnelle de Y sa-
chant que X = x est donnée par la formule

PYeBX=x)= / fyix(lr)dy, BeB, reR. (2.13)
B

Preuve. Vu (2.12) la partie (ii) de la Définition 2.4 est vérifiée. Il suffit donc de montrer la
partie (i) de la Définition 2.4, i.e. que pour tous A, B € B,

rvesxea)= [ |[ fxioa] arc,
Al/B
Comme X possede une densité, dFx(z) = fx(x)dx. D’apres le Théoreme de Fubini,

/A[/nyx(y|x)dy] fx(az)dx:/B/Afyx(ymfx(ﬂf)dxdy

Mais fy|x(y|z)fx(z) = fx,y(x,y) presque partout par rapport a la mesure de Lebesgue sur
R? (si fx(x) =0, alors a fortiori fxy(z,y) =0 ). La derniere intégrale est donc égale &

/ / fxy(z,y)dedy = P(X € A,Y € B).
BJA
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De facon similaire on obtient la formule pour I’espérance conditionnelle :
[e.e]
B(VIX =) = | ufvixlylody
—00

Définissons aussi, comme dans le cas discret, la fonction de variance conditionnelle :

Var(Y|X = 2) = B(V2|X =) — (B(Y|X = ))?

- /_Zy2fy|x(y|:c)dy— [/OO yfy|x(y|93)dyr,

ainsi que la variable aléatoire
Var(Y|X) = E(Y?|X) — (E(Y|X))%
EXERCICE 2.1. Montrer que le Théoreme de substitution est vérifié au cas continu.

REMARQUE. Souvent on définit la densité conditionnelle par

Ixy(zy)
_ Al S fx(z) >0,
fyix(ylz) { 0. S frlz) =0,

Cette définition ne differe de (2.11) que sur un ensemble de probabilité 0. Notons que la
Proposition 2.2 n’est pas vraie si fy|x(y|z) est donnée par (2.14) : en effet, la partie (ii) de la
Définition 2.4 est vérifiée pour presque tout x et non pas pour tout x. Néanmoins, I'espérance
conditionnelle est la méme dans les deux cas, et la définition (2.14) est souvent tacitement
utilisée dans les calculs (cf. les Exemples 2.3 et 2.5 ci-apres).

(2.14)

EXEMPLE 2.3. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle
de densité f(u) = Ae ™ I{u > 0} avec A > 0. Calculons la densité conditionnelle f(x|z) =
fx|x+v(z|2) et espérance conditionnelle E(X|X +Y). Si z < x,

PX+Y <z, X<z)=PX+Y <2, X<2)= // v)dudv,

et si z > x,
PX+Y <z, X<z)= // v)dudv.

Par conséquent, pour z > x la densité jointe du couple (X + Y, X) est (cf. (2.1))

o) = PEOEITS BRI sy sa) = st

Par ailleurs, la densité de X + Y est la convolution de deux densités exponentielles, i.e.
Fxiy(2) = XN2ze 2.

On obtient donc une version de la densité conditionnelle de la forme :

fz,x) 1

P = e T

pour 0 <z < z et fx|x4y(z[2) =0 pour x > 2. C’est une densité de la loi uniforme sur [0, z].
On obtient donc E(X|X +Y) = (X +Y)/2 (ps.).
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Cet exemple est 1ié au modele du flux de demandes arrivant vers un systéme de service.
Soit X l'instant ou la premiere demande arrive (I'instant ¢ = 0 est marqué par larrivée de
la demande numéro zéro), Y l'intervalle de temps entre les arrivées de la premiere et de la
deuxieme demandes. Alors on cherche la densité de probabilité de I'instant de la premiere
demande sachant que la seconde est arrivée a l'instant z.

2.6. Covariance et corrélation

Soient X et Y deux v.a. de carrés intégrable, i.e. E(X?) < oo et E(Y?) < oco. Par la suite,

on notera
0% = Var(X), o% = Var(Y).

Définition 2.5. La covariance entre X etY est la valeur
Cov(X,Y)=E(X-EX)(Y—-E(Y))=EXY)-EX)E(Y).

Si Cov(X,Y) =0 on dit que X et Y sont orthogonales et on écrit X L Y.

Définition 2.6. Soit 0% > 0 et 02 > 0. La corrélation (ou le coefficient de corrélation)
entre X et'Y est la quantité

Cov(X,Y
Corr(X,Y) = pxy = M.
ox oy

2.6.1. Propriétés de la covariance.
1°. Cov(X, X) = Var(X).
2°. Cov(aX,bY) = abCov(X,Y), a,b € R.
3. Cov(X 4+ a,Y) =Cov(X,Y), a € R.
4°.Cov(X,Y) = Cov(Y, X).
5°. Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(Y, X). En effet,
Var(X +Y) = E(X +Y)?) — (BE(X) + E(Y))?
= B(X*) + E(Y?) +2E(XY) — E*(X) — E*(Y) - 2B(X)E(Y).
6°. Si X et Y sont indépendantes, Cov(X,Y) = 0.
Important : le réciproque n’est pas vrai. Considérons ’exemple suivant.
EXEMPLE 2.4. Soit X ~ N(0,1) et Y = X?2. Alors,
Cov(X,Y) = E(X?) — E(X)E(X?) = BE(X?) =0.
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2.6.2. Propriétés de la corrélation.
1°. =1 < pxy < 1. En effet, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
Cov(X,Y)| = [E[(X — EQX)(Y — E(Y))]| (2.15)
< VE[(X - E(X))2VE[Y — E(Y))?] = ox oy (2.16)

2. Si les v.a. X et Y sont indépendantes, pxy = 0.

3°. |pxy| =1 si et seulement si il existe un lien linéaire déterministe entre X et Y : il existe
a#0,beRtels que Y =aX +b (ps.).

Preuve. On remarque que |pxy| = 1, si et seulement si I’égalité est atteinte dans I'inégalité de
Cauchy-Schwarz (2.16). D’apres la Proposition 1.6, ce n’est possible que s'il existe a, § € R
tels que a # 0 ou B # 0 et

a(X —EX)+8Y —-EY)) =0 (ps.).
Ceci est équivalent a 'existence de «, B et v € R tels que
aX+pY +v=0 (ps.),
aveca ZOQouf#0.Sia#0et 5#0o0n a

a gl
Y=-"X-——L=aX+b
B B

ona=—-a/f#0, b= —v/3. La situation quand o = 0 ou 3 = 0 est impossible : en effet,
dans ce cas une des variables Y ou X est constante (p.s.), alors que nous avons supposé que
ox >0et oy > 0. ]

4°. La corrélation est invariante par rapport aux transformations affines : pour tout a # 0,
b,d e R,

PaX+baY+d = PXY -
Si, de plus, ,c # 0,
|Pax +b,ey+dl = [pxv|

(vérifiez ceci a titre d’exercice).

On remarque que si Y =aX + b, a,b € R, a # 0, les variances vérifient
0% = B((Y - B(Y))?) = a2E((X - E(X))?) = a%o%,
alors que la covariance vaut
Cov(X,Y) = E((X — B(X))a(X — B(X))) = a0k,

d’olt pxy = a/|al. On dit que la corrélation entre X et Y est positive si pxy > 0 et qu'elle
est négative si pxy < 0. La corrélation ci-dessus est donc positive (= 1) si a > 0 et négative
(=-1)sia<0.
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2.6.3. Interprétation géométrique de la corrélation. Soit (-,-) le produit scalaire
et || - || la norme de Ly(P). Alors,

Cov(X,Y) = (X — E(X),Y — E(Y))
et
(X - E(X),Y - E(Y))
PY T CEXY - EOO)

Autrement dit, pxy est le “cosinus de 'angle” entre X — E(X) et Y — E(Y"). Donc, pxy = +1
signifie que X — F(X) et Y — E(Y) sont colinéaires : Y — E(Y) = a(X — E(X)) pour a # 0.

2.7. Régression

Définition 2.7. Soient X etY deux variables aléatoires telles que E(|Y|) < co. La fonction
g: R — R définie par

g(x) = B(Y|X = z)

est dite fonction de régression de Y sur X.

Il s’agit ici de la régression simple (le mot simple signifie que X et Y sont des v.a. réelles).
La notion de régression s’étend aux v.a. X et Y multidimensionnelles, il s’agit dans ce cas de
la régression multiple ou multivariée (voir la définition au Chapitre 3).

EXEMPLE 2.5. Soit la densité jointe de X et Y,
Ixyv(z,y)=(@+y)I{0<z<1,0<y<1}.

Explicitons la fonction de régression g(z) = E(Y|X = z). La densité marginale de X est
1
fx(@) = [ L@y = @+ 1DH0 <o < 1),
0

Alors, une version de la densité conditionnelle est donnée par

fxy(wy) x4y

Ho<z<1l,0<y<1}

et

1 1 1 1

ylrz+y 5T+ 3
ﬂ@=HHX=@=/yhmM@@=/ @1Y) 4, 2713
0 0o TH+3 T+ 3

pour 0 < z < 1. Soulignons que, dans cet exemple, g(x) est une fonction non-linéaire de z.

2.8. Variance résiduelle et rapport de corrélation

Dans ce paragraphe, nous supposons que Y € Ly(P). La variable aléatoire £ =Y — g(X)

représente erreur stochastique de 'approximation de Y par sa meilleure prévision ¥ =
g9(X) = E(Y|X). On appelle £ résidu de régression. Evidemment,

Y = g(X)+¢. (2.17)
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Par définition de I'espérance conditionnelle E(£|X) = 0 (p.s.), donc E(§) = 0.

L)

Figure 2.2. Le résidu de régression.
L’erreur quadratique de l'approximation de Y par g(X) est la valeur suivante :
A=E(Y -Y)’) = E(Y —g(X))*) = E ((Y — E(Y|X))?) = E(¢*) = Var(¢).

On appelle A variance résiduelle. Elle est plus petite que la variance de Y. En effet, considérons
h(X) = E(Y) = const. D’apres le Théoréeme de meilleure prévision (Théoréme 2.1),

A=E(Y -g(X))?) < E((Y - MX))*) = E(Y = E(Y))?) = Var(Y).

Comme E(Y) est un élément de L (P), géométriquement cela signifie que la longueur d'une
cathete est plus petite que celle de I'hypothénuse (voir la figure suivante).

Figure 2.3. Interprétation géométrique de la relation (2.18)

On remarque que l'espace de toutes les v.a. constantes noté L est aussi un sous-espace linéaire
de Lo(P). De plus, L est I'intersection de tous les sous-espaces L3 (P) pour tout X. Notons
que E(Y) est la projection de Y sur L : en effet, d’apres le Corollaire 1.1, pour toute constante
c?

E((Y = ¢)*) = B((Y - E(Y))*).
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Le Théoreme de Pythagore (cf. Fig. 2.3) implique
IY = EW)|? = [EY|X) - EM)|*+ Y - E(Y|X)|? (2.18)
ce qu’on peut écrire aussi de plusieurs fagons équivalentes :
Var(Y) = B((Y — B(Y))?) = B ((E(Y|X) — E(Y))?) + E (Y — E(Y|X))?)
= Var (E(Y|X)) + E (Var(Y|X))
= Var(g(X)) + Var(¢) (2.19)
= Var(g(X)) + A
= variance expliquée par X + variance résiduelle,

ou la variable aléatoire Var(Y'|X) est définie au § 2.5. On a donc, pour toute variable aléatoire
X,

| Var(Y) = Var (E(Y[X)) + E (Var(Y|X)). |

EXERCICE 2.2. Montrer (2.18) en utilisant les propriétés de 1’espérance conditionnelle données
au § 2.4.2.

Définition 2.8. Soit Var(Y) > 0. On appelle rapport de corrélation de Y sur X la
quantité positive 77)2/\)( donnée par

, _ Var(g(X)) _ B((B(Y) = B(Y|X))}?)

X = Var(Y) Var(Y)

Notons que, vu (2.18),
E (Y -9(X))?)
Var(Y)

2
Nyix =1—

Interprétation géométrique : le rapport de corrélation 7732,‘  est le “cosinus carré de I'angle”
entre Y — E(Y) et E(Y|X)— E(Y), donc 0 < 77}2,‘)( <1

REMARQUES.
(1) De fagon générale, 773(\5/ # 7732’| + (manque de symétrie).
(2) Les cas extrémes 7712,‘ y =0et 7712/| y = 1 correspondent a des valeurs remarquables :
n}z,‘X = 1 implique que E((Y — E(Y|X))?) = 0, donc Y = g(X) (p.s.), autrement
dit, Y est lié fonctionnellement & X.
D’autre part, ng‘x = 0 signifie que E((E(Y) — BE(Y|X))?) = 0 et E(Y|X) =
E(Y) (p-s.), donc la régression est constante. Il est utile de noter que ceci implique
Porthogonalité de X et Y (Cov(X,Y) = 0).
(3) La variance résiduelle peut étre exprimée & partir du rapport de corrélation :
A = (1= x)Var(Y). (2.20)
Proposition 2.3. Soit B(X?) < 0o, E(Y?) < 00 et Var(X) = 0% > 0, Var(Y) = 0% > 0.
Alors,
2 5 2
Ny|x Z PXy-
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Preuve. Vu la définition de 7])2,‘ » il suffit de montrer que
E((E(Y) = BE(Y|X))?) Var(X) > [E(X — E(X))(Y = E(Y)))]*.
D’apres le Théoreme de I'espérance itérée,
E(X - EX))(Y -E(Y))) = E((X - E(X))E([Y - E(Y)]|X))
= E((X - EX)(E(Y|X) - E(Y))).
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient
[E(X — E(X))(Y —E(Y)” < E(X — E(X))*)E (E(Y|X) - E(Y))?)
= Var(X)E (B(Y|X) — E(Y))?). (2.21)
|

REMARQUE. La condition 1732/| y = 0 implique que pxy = 0, mais généralement le réciproque
n’est pas vrai.

2.9. Régression linéaire

Si E(Y|X = x) = a+ bz avec a,b € R, on dit que la régression de Y sur X est linéaire.
C’est un cas trés particulier, mais important, de la régression. En utilisant (2.17), on écrit

Y=a+bX+¢
ou £ est le résidu, E(£|X) =0 (p.s.) (= E(&) =0).

Soient p = pxy et ox > 0, oy > 0 le coeflicient de corrélation entre X et Y et les écart-
types de X et Y. Les coefficients de la régression linéaire a et b s’expriment alors & partir de
E(X), E(Y), p, ox et oy. En effet,

Y-EY)=bX—-EX))+&.
En multipliant cette équation par X — F(X) et en prenant l’espérance, on obtient
Cov(X,Y) = bVar(X) = bok,

ce qui implique
~ Cov(X,Y) oy

b = p=r.
ag( ox
Alors,
Y =a+p2XX +¢
ox
Or,
E(Y)=a+p? E(X),
ox
et o
a=E(Y) - p—LE(X).
ox
Finalement,
Y = B(Y) + pZX(X - B(X)) +¢. (2.22)

D'
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Proposition 2.4. Soit E(X?) < 0o, E(Y?) < 0 et Var(X) = 0% > 0, Var(Y) = 0 > 0. Si
la fonction de régression g(x) = E(Y|X = x) est linéaire, elle s’écrit nécessairement sous la
forme

E(Y|X =)= E(Y) + p% (z — B(X)) (2.23)

et la variance résiduelle vérifie
A= (1-p?o?, (2.24)
ot p est le coefficient de corrélation entre X et'Y .

REMARQUE. On peut également écrire (2.23) sous la forme
Cov(X,Y)
2

Ox

E(Y|X =1) = E(Y) + (z — B(X)). (2.25)

Preuve. L’égalité (2.23) est une conséquence immédiate de (2.22) et du fait que E(£|X =
x) = 0. Montrons (2.24). La variance de

g(X) = E(Y) + p% (X - B(X))

vaut
Var(g(X)) = Var(p - X) = oo}
et, d’apres (2.19),
A = B(€?) = Vax(Y) — Var(g(X)) = 0% — Var(g(X)).

Corollaire 2.1. Soit B(X?) < o0, E(Y?) < ¢ et Var(X) = 0% > 0, Var(Y) = 02 > 0. Si
la régression de Y sur X est linéaire, alors

Tyix = Py (2.26)

Le réciproque est aussi vrai : Si P%{Y = 77}2,|X, alors la régression de Y sur X est linéaire.

Preuve. Pour obtenir (2.26), il suffit de comparer (2.20) et (2.24). Pour démontrer la récipro-
que, on note que si 1’égalité est atteinte dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz (2.21), alors il
existe a, 3 € R tels que a # 0 ou B # 0 et

a(X = B(X)) + B(E(Y|X) — E(Y)) = 0 (ps.).
Or, 8 = 0 est impossible vu la condition % > 0. On a donc

EY|X)=EY)+a(X — E(X)), (p.s.) avec a = —a/f.



42 2. REGRESSION ET CORRELATION

REMARQUE. Les notions de “lien linéaire déterministe entre X et Y” et de “lien linéaire
stochastique entre X et Y” sont & ne pas confondre. Un lien linéaire déterministe signifie que
Y =aX +b (ps.) avec a # 0, ,b € R, tandis qu’un lien linéaire stochastique signifie que la
régression de Y sur X est linéaire, i.e. Y = aX + b+ ¢ (p.s.), ou E({|X) =0 (p.s.) et { est
de variance strictement positive. S’il existe un lien linéaire déterministe, alors p?XY = 7712,‘ x =

ngm, = 1. S’il existe un lien linéaire stochastique (i.e. seule la régression de Y sur X est
linéaire), alors pg(y = 7712/| ¢ < 1 et généralement 7712/| x 7 ”gle’ car la linéarité de la régression
de Y sur X n’implique pas la linéarité de la régression de X sur Y.

CONCLUSIONS.

(1) Le coefficient de corrélation pxy est particulierement adapté pour caractériser un
lien linéaire entre X et Y (la régression linéaire), si un tel lien existe.

(2) Le rapport de corrélation 1752/‘ y est une mesure de lien entre X et Y plus générale
que pxy. Elle est utile au cas ou la régression de Y sur X est non-linéaire.

(3) Si la régression de Y sur X est linéaire, les deux mesures sont identiques : 77)2,‘ x =

2
Pxy-
2.10. Meilleure prévision linéaire

Au lieu de chercher la meilleure prévision de Y parmi toutes les fonctions boréliennes
g(X), on peut poser un probléme moins général : approximer Y par les fonctions de type
a+bX, ou a et b sont des coefficients déterministes. Ce probleme (dite de meilleure prévision
linéaire) est formulé comme suit.

Soit Y € Lo(P) et soit X une v.a. sur (2, A, P). Trouver les valeurs déterministes a et b
telles que

|Y =@ —bX| = min |Y —a—bX]|, (2.27)
a,beR

ot || - || est la norme de Lo(P). La variable aléatoire YX = @+ bX est appelée meilleure
prévision linéaire de Y étant donné X.

Proposition 2.5. Soit F(X?) < oo, E(Y?) < 0o et Var(X) = 0% > 0, Var(Y) = 0% > 0.
Alors

a=E(Y) - p  B(X),
ox

E_COV(X,Y)_ Jl

I A

ot p = Corr(X,Y), et la meilleure prévision linéaire de Y étant donné X est

YL = E(Y)+ p%(X — B(X)).

Preuve. Notons que (2.27) est équivalent au probléme de minimisation

E((Y —a—bX)?) = min B((Y —a— bX)?),

)
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ce qui est équivalent, a son tour, au probleme

E((Y - E(Y)) -@ = (X - B(X))]") = Jain E([(Y - B(Y)) — o'~ b(X ~ E(X))?)

(on a fait le changement de variable ' = a — E(Y) — bE(X)). Or,
B((Y — B(Y)) — '~ b(X — E(X))P) = 0% + ()2 + B0k — 26Cov(X, Y),
dond@ =0, b= Cov(X,Y)/o%. N

On peut noter la similarité des expressions présentes dans les Propositions 2.4 et 2.5.
Néanmoins, les deux résultats sont bien différents : dans la Proposition 2.4 il s’agit d’une
fonction de régression exacte (au cas ou elle est linéaire), tandis que dans la Proposition 2.5

la variable Y n’est qu'une approximation linéaire da la fonction de régression (qui peut
étre non-linéaire). La différence devient évidente si 'on compare les erreurs quadratiques
A=E(Y-Y)?) = E(&?) et Al = E((Y —YT)?). En effet, d’apres le Théoréme de Pythagore,
AV = B((Y = g(X))?) + B((g(X) = Y)?) = E(&?) + E((9(X) = Y)?)
= A+ E((9(X) - Yh)?),

ce qui implique ALY > A avec A” = A si et seulement si la régression g(-) est linéaire.

2.11. Exercices

EXERCICE 2.3. Soient deux densités de probabilité sur R? :
fi(ti, ta) = I{0 < t1,ta < 1}
et
fQ(tl,t2> = [1 + (2t1 — 1)(2t2 — 1)][{0 <t1,ta < 1}.

Vérifier que f9 est une densité de probabilité. Montrer que fi et fo ont les mémes densités
marginales.

EXERCICE 2.4. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes et de méme loi. Utiliser
la définition pour démontrer que E(X|X +Y) = E(Y|X+Y) (p.s.). En déduire que E(X|X +
Y)=EB{Y|X+Y) =2 (ps.). Comparer ceci avec les Exemples 2.2 et 2.3.

EXERCICE 2.5. Soient X, Y7 et Y5 des variables aléatoires indépendantes, telles que Y7 et Y5
sont de loi normale N(0,1). On définit la v.a.

;_ Vit XY
VI+ X2

Utiliser la loi conditionnelle P(Z < u|X = x) pour montrer que Z ~ N (0,1).

EXERCICE 2.6. Soient & et & deux variables aléatoires indépendantes de méme loi telle que
0 < Var(&;1) < oo. Montrer que les v.a. n1 = & — &2 et n2 = &1 + & sont non-corrélées.

EXERCICE 2.7. Soient X, Y, Z des variables aléatoires telles que E(|Z]) < oco. Montrer que
B(B(Z|Y, X)|Y) = B(Z]Y).
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EXERCICE 2.8. Soient X et N deux variables aléatoires telles que N prend ses valeurs dans
{1,2,...} et E(]X]) < oo, E(N) < oo . On considere la suite X1, Xs,... des variables
indépendantes de méme loi que X. Utilisant le conditionnement montrer [’identité de Wald :
si N est indépendante des X, alors

EXERCICE 2.9. On suppose que Y = X3 4 ge, ot X et € sont deux variables aléatoires
indépendantes de loi N'(0,1) et o > 0. Comparer le rapport de corrélation n%/‘ « et le carré

du coefficient de corrélation p%+ pour ce modele.

EXERCICE 2.10. Le salaire désiré d’un individu s’écrit Y* = Xb + oeg, ou 0 > 0, b > 0,
X est une variable aléatoire telle que E(X?) < oo mesurant la capacité de I'individu, ¢ est
indépendante de X et de loi N'(0,1). Si Y* est plus grand que le SMIC S, alors le salaire requ
Y est Y*, et S sinon. Calculer E(Y|X). Cette espérance est-elle fonction linéaire de X 7

EXERCICE 2.11. Soient £ et n deux variables aléatoires avec E(§) = E(n) = 0, Var(§) =
Var(n) = 1 et soit le coefficient de corrélation Corr(&,n) = p.
1°. Montrer que
E(max(¢%,7°)) <1+ /1 - p2
Indication : on remarque que
_ 18+ P+ 182 -
5 .

max(£%,1?)

2°. Démontrer I'inégalité suivante :

P (16~ BO) > ey/Var(@) ou In— B()| > ey/Var(y)) < 22

€2

EXERCICE 2.12. On considere une suite de variables aléatoires X, ..., X, issues du modele
suivant (modéle d’autorégression) :

Xi=aX;_1+4+¢,1=1,...,n,

XO = 07
ol les ¢; sont i.i.d. de loi N'(0,0?) et a € IR.
1°. Ecrire X; en fonction de la série des v.a. (e1,...,e,). En déduire, selon les valeurs du

parametre a, la loi, I'espérance p et la variance 02-2 de X;.
2°. Calculer le coefficient de corrélation entre X; et X; 1.

EXERCICE 2.13. Soient X et  deux variables aléatoires indépendantes et de méme loi U[—1, 1]
(loi uniforme sur [—1,1]). On pose Y = I{X + ¢ > 0}.

1°. Chercher la fonction de régression de Y sur X.

2°. Calculer le coefficient de corrélation pxy .

3°. Chercher la loi conditionnelle de Y sachant X et celle de X sachant Y.
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EXERCICE 2.14. Soient X, Y et Z des variables aléatoires telles que X et Y sont de carré
intégrable. La covariance conditionnelle entre X et Y sachant Z est définie par

Cov(X,Y|Z) = E(XY|Z) — E(X|Z)E(Y|Z).

Montrer que
Cov(X,Y) = E(Cov(X,Y|Z)) + Cov(E(X|Z),E(Y|Z)).

EXERCICE 2.15. Soit X ~ N(0,1) et Y = X2. Quelle est la meilleure prévision de X étant
donné Y ? Calculer U%IX’ 77§<|Y= pxy- Indication : montrer que les v.a. |X| et sign(X) sont
indépendantes.

EXERCICE 2.16. Soient X, Y, Z des variables aléatoires telles que E(|Z|) < co. On considere
les espérances conditionnelles (; = E(Z|Y, X) et (o = E(E(Z]Y)|X).

1°. On suppose d’abord que Z = X et que la v.a. X est indépendante de Y. Calculer (; et (5
et remarquer que (1 # (o.

2°. On suppose ensuite que la loi jointe de (X, Y, Z) admet une densité par rapport a la
mesure de Lebesgue sur IR®. Exprimer ¢; et (3. Obtient-on ¢; = (o ?

3°. Soit E'x(-) espérance par rapport & la loi marginale de X. Peut—on affirmer que

Ex(¢1) = E(Z|Y)?

Ex(G1) = Ex(¢2)?
Que se passe-t—il si la v.a. X est indépendante de Y 7






Vecteurs aléatoires. Lol normale multivariée

3.1. Vecteurs aléatoires

Nous commengons par le rappel sur quelques propriétés de vecteurs aléatoires. Un vecteur
aléatoire dans R? est un vecteur x = (&1, ...,§p)T dont toutes les composantes &1, ..., &, sont
des variables aléatoires réelles’). De la méme facon on définit des matrices aléatoires :

511 glq

Ep1 - Epg
ou les §;; sont des variables aléatoires réelles. La fonction de répartition du vecteur aléatoire
X est définie par

[11

)

Fx(t) = P& <t,...& < tp), t=(t1,...tp)" € RP.

La fonction caractéristique du vecteur aléatoire x est une fonction ¢x(-) sur RP a valeurs
complexes définie par

¢x(t) = E (exp(it"x)), teRP.

Deux vecteurs aléatoires x € RP et y € R? sont appelés indépendants si, pour tous A €
B(RP) et B € B(RY),ona: P(x € A,y € B) = P(x € A)P(y € B) ou B(RP) est la tribu
borélienne de RP. Dans ce cas on écrit x1Ly. Le résultat suivant donne une caractérisation de

I'indépendance : x LLy si et seulement si la fonction caractéristique ¢,(u) du vecteur z = (?)

b> avec a € RP et b € R?, sous la forme de produit

se présente, pour tout u = <a
$z(u) = dx(a)py(b) (3.1)

D par 1a suite, tout vecteur x € R? est un vecteur colonne et x7 désigne le transposé de x.

47
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(voir Bouleau N.; Probabilités de l’ingénieur, variables aléatoires et simulation, Hermann,
1986, Proposition 5.12, p. 142). Plus généralement, s’il s’agit de n vecteurs aléatoires, nous
avons la définition suivante de 'inépendance.

Définition 3.1. Soient Xx1,...,%, des vecteurs aléatoires sur (2, A, P), tels que x; est a
valeurs dans RPi. On dit que X1, ...,Xy sont (mutuellement) indépendants si, pour tous A; €
BRPi), i=1,...,n,

P(x1 € Ay,...,xn € Ay) = P(x1 € A1)+ P(xp € Ap). (3.2)

En utilisant cette définition et (3.1), on obtient facilement que les vecteurs aléatoires

X1,...,X, sont mutuellement indépendants si et seulement si la fonction caractéristique du
. déf , . . e
vecteur composé x = (x1,...,xL)T est égale au produit des fonctions caractéristiques des

vecteurs x;, 2 =1,...,n.

3.1.1. Propriétés des vecteurs aléatoires au cas continu. Dans ce chapitre nous
considérerons principalement le cas continu, c¢’est-a-dire nous supposerons que la loi de x
admet une densité de probabilité fx(-) > 0 par rapport & la mesure de Lebesgue sur RP. Cela
signifie que

t1 tp

Fx(t) = / Jx (U1, .o, up)duy...duy
—00 —00

pour tout t = (t1,...,tp) € RP et

OPFy(t)

fx(t) = fx(ti, o tp) = oty -0ty

pour presque tout ¢. Toute densité de probabilité vérifie
o0 o0
fx(t) >0, / / fx(tl,...,tp)dtl...dtp: 1.
—0o0 —00

Soit X’ = (£1,...,&)T (ot k < p) vecteur aléatoire, une partie de x. La densité marginale
de x’ est

fx/<t1,...,tk) —/ / fx(tla---atp)dthrl'--dtp-

Notons que la connaissance de toutes les densités marginales n’est pas suffisante pour la
détermination de la loi du vecteur aléatoire x. Deux vecteurs aléatoires différents peuvent
avoir les mémes lois marginales (voir I’'Exemple 2.1 relatif au vecteur de dimension 2).

Soient maintenant x = (£1,...,&,)T et y = (m1,...,m5)T deux vecteurs aléatoires tels que
le couple (x,y) admet une densité fy x. La densité conditionnelle de y sachant que x =
(t1,...,tp)T, pour un vecteur déterministe (t1,...,t,), est définie par

Fyix (8155 8qlt1, s tp) =

B 8 b ty) > 0 (33)
fy(Sl,...,Sq), si fx(tly'"vtp) = 0.
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Pour p = ¢ = 1 on retrouve la définition (2.11) du Paragraphe 2.5 2). La loi conditionnelle
de y sachant que x = a (avec a € RP déterministe) est la loi de densité fy«(-|a). Les
vecteurs aléatoires x et y sont indépendants si et seulement si

fx,y(tla ...,tp, 81y eeey Sq) = fx(tla ceny tp)fy(sl, ceey Sq).

L’indépendance signifie que la densité conditionnelle (3.3) n’est fonction que de (s1, ..., Sq),
elle ne dépend pas de la valeur (t1,...,t,) prise par x. Comme dans le cas de deux variables
aléatoires réelles, les transformations mesurables des vecteurs aléatoires x et y préservent
I’indépendance.

T

3.1.2. Transformations des vecteurs aléatoires. Soit h = (hy, ..., h,)" une transfor-

mation, c¢’est-a-dire une fonction de R? dans RP,
B(t1, o tp) = (hi(t1, oo tp)y ooy hp(te, s )5yt = (t1, . tp) T € R,

Le Jacobien de la transformation est défini par

o) =vet (G40

/[/7]

pourvu que les dérivées partielles existent. Rappelons le résultat suivant de ’analyse.

Proposition 3.1. Supposons que

(i) les dérivées partielles de h;(-) sont continues sur RP pour i =1,...,p,

(ii) h est une bijection,

(7ii) Jp(t) # 0 pour tout t € RP.
Alors, pour toute fonction f : R — RP telle que [g, |f(t)|dt < oo et tout ensemble borélien
K CRP ona

/ f(tydt = / F(h(u))[Jn(w)|du.
K h (k)

REMARQUE. D’apres le Théoreme de fonction inverse, sous les conditions de la Proposition
3.1 la fonction inverse g(-) = h~!(-) existe partout dans RP et

1 1
Joi(h(w) = ——\ Tyt = — .
h ( ( )) Jh(U) h () Jh(h_l(t))
On voit donc que h vérifie les conditions (i)-(iii) de la Proposition 3.1 si et seulement si
g = h~! vérifie ces conditions.

Proposition 3.2. Soit'y un vecteur aléatoire dans RP de densité fy. Soit g : RP — RP une
transformation vérifiant les hypotheses de la Proposition 3.1. Alors, la densité fx du vecteur
aléatoire x = g(y) est donnée par :

Sx(w) = fy(h(w))[Jn(u)],
pour tout u € RP, ot h = g~ 1.

2 Tl est possible d’utiliser aussi la définition un peu différente de (3.3), en modifiant (3.3) sur un ensemble
de probabilité 0, par exemple, en posant fy|x(s1, ..., Sq|t1,...,tp) = 081 fu(t1,...,1,) = 0, cf. (2.14).
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Prewve. Soit x = (£1,...,&)T, v = (v1,...,vp)T et A, = {t e RP 1 gi(t) < vy, i = 1,...,p}.
D’apres la Proposition 3.1 avec h = g~ ! et f = fy, la f.d.r. de x s’écrit sous la forme

Fy(v) = P(& <wi, i=1,...p) = P(gi(y) < vi, i =1,....,p)
/ fy(t)dt = / fy (h(w))|Jn(u)|du.
(A0)

G(A) = {u=g(t) ERP: te A} = {u=g(t) €R”: gi(t) <uvi, i=1,.. p}
= {u = (uy, ...,up)T ERP: w; <wyy i=1,...,p},

Fu(w / /fy DI n(w)|du

pour tout v = (vy, ...,v,)T € RP. Ceci signifie que la densité de x est fy (h(u))|Jn(w)|. [

d’ou on obtient

Corollaire 3.1. Six = Ay +b, oty est un vecteur aléatoire dans RP de densité fy, b € RP
est un vecteur déterministe et A est une matrice p X p telle que Det(A) # 0, alors

KA w—b)
(1) = fy(A7" (= )| Det(4™)] = P

Pour prouver ce résultat, il suffit d’utiliser la Proposition 3.2 avec u = g(t) = At +b
(respectivement, t = g~ (u) = h(u) = A~ (u —b)).

3.1.3. Rappel sur quelques propriétés de matrices. Dans la suite, une matrice px g
est une matrice réelle a p lignes et ¢ colonnes. La notation Diag(A1,. .., Ap) sera utilisée pour
une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont Ay, ..., \,. On notera I une matrice
unité et 0 une matrice nulle (i.e. une matrice dont tous les éléments sont 0), sans indiquer les
dimensions lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité.

Le déterminant et la trace d’'une matrice carrée A = (a;j)i j=1,...p sont définis par
P P P
Det(A) = [N, Tr(A) =) au=>_ X\,
i=1 i=1 i=1
ou les \; sont les valeurs propres de A. On a
Det(AT) = Det(A)
ott AT désigne la transposée de A. Si A est inversible,
Det(A™1) = [Det(A)] 7!
Soient deux matrices A, B carrées p X p. Alors
Det(AB) = Det(A) Det(B).

Une matrice carrée A = (aij)m:l,m,p est dite symétrique si a;; = aj;, 4,5 = 1,...,p (ou
bien A = AT). Toutes les valeurs propres d’une matrice symétrique sont réelles.
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On dit qu'une matrice symétrique A est positive et on écrit A > 0 si x/ Ax > 0 pour
tout x € RP. Si, en outre, x! Ax > 0 pour tout x # 0, on appelle A strictement positive et
on écrit A > 0.

Soient deux matrices symétriques A et B. On écrit A > B ou A > B si la matrice A — B
est positive ou strictement positive respectivement.

Une matrice I' carrée p X p est dite orthogonale si

r-t=r’
ce qui équivaut a
Irr =1'r =1,
ou [ est la matrice unité p x p. Les colonnes 7 (;) de la matrice orthogonale I' = (1, ..., ¥(»))
sont des vecteurs mutuellement orthogonaux de norme 1 :
’Y%;)’Y(]) = 045 pour Za.] = 17 Ry 2

de méme pour les lignes de I'. Ici §;; est le symbole de Kronecker : §;; = 1 pour ¢ = j et
di; = 0 pour i # j. De plus, |Det(I')| = 1.

Les matrices symétriques sont caractérisées par le Théoreme de décomposition spec-
trale :

Soit A une matrice p X p symétrique. Alors
P
A=TATT =" Ny vy (3.4)
i=1

ol

AMO0...0
A =Diag(Ai,....; )= - |,
00... N
les \; sont les valeurs propres de A, les V() sont les vecteurs propres orthonormés correspon-
dants et I' = (Y(1), .-, V(p)) €st une matrice p X p orthogonale.

Un corollaire de ce théoréme est :

Une matrice symétrique A est positive (strictement positive) si et seulement si toutes ses
valeurs propres sont positives (strictement positives).

REMARQUES.

(1) Une matrice symétrique peut avoir des valeurs propres multiples, mais tous les vec-
teurs propres 7y(; dans la décomposition spectrale (3.4) sont différents. Les )
correspondant aux valeurs propres multiples ne sont pas définis de fagon unique.

(2) Sans perte de généralité, on supposera dans la suite que les valeurs propres \; d'une
matrice symétrique A sont ordonnées :

A=A > o> ).
On appellera 7(;) premier vecteur propre de A, c’est-a-dire, le vecteur propre

correspondant a la valeur propre maximale; 7 correspondant a Ay sera appelé
deuxieme vecteur propre, et ainsi de suite.
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Fonctions des matrices symétriques. Pour les matrices symétriques, le calcul de
fonctions matricielles est simplifié. Par exemple, la puissance A®, s > 0, d’'une matrice A
symétrique et positive est définie par A° = I'A*T7T. La matrice A° est aussi symétrique et
positive. Le cas particulier est la racine carrée A/2 de la matrice A qui vérifie

A= AV2A12 412 = (AI/Q)T’ A2 > 0.

Si, de plus, la matrice A est non-dégénérée, la définition de A® s’étend pour s < 0. Notons que
Det(A®) = [Det(A)]*, vu la définition de A® et le fait que | Det(I")| = 1 pour toute matrice I’
orthogonale.

Projecteurs. Une matrice P telle que
P =PT (matrice symétrique) et P?= P (matrice idempotente)
est dite matrice de projection (ou projecteur).

Toutes les valeurs propres d’un projecteur P sont 0 ou 1. En effet, soit v un vecteur propre
de P, i.e. Pv = \v, olt A est la valeur propre de P correspondante. Comme P? = P,

(AN = XNv= P —-Pv=(P*-Pp=0.

Ceci implique que A = 1 ou A = 0. Par conséquent, le rang Rang(P) d’un projecteur P est le
nombre de ses valeurs propres égales a 1 et

Rang(P) = Tr(P).

3.1.4. Matrices de covariance et de corrélation. Un vecteur p = (1, ..., j1p)? € RP
est la moyenne du vecteur aléatoire x = (&1, ...,&,)7 si

Hi = E(fj) Z/.../tjfx(tl,...,tp)dtl...dtp. j: 1,...,p,

On écrit alors u = E(x) (ici et par la suite on suppose que toutes les intégrales et toutes les
espérances en question sont finies). De la méme fagon, on définit I'espérance d’une matrice
aléatoire. Comme dans le cas de v.a. réelles, ’espérance est une fonctionnelle linéaire : si A
est une matrice p x q et b € R4, alors

E(Ax+b) = AE(x)+b=Ap+b.

Cette propriété reste vraie pour les matrices aléatoires : si = est une matrice p X m aléatoire
et A est une matrice ¢ x p déterministe, alors E(AZ) = AE(Z), E(ETAT) = B(ET)AT.

La matrice ¥ de covariance (ou la matrice de variance-covariance) du vecteur
aléatoire x est une matrice p x p définie par

L V(x) = B((x — p)(x — w)T) = (03)i;

oij = E((& — ma)(& — 1)) = / /(ti — pa)(tj — ) fx(t1, o tp)dty...dty.

2

. o déf
Comme 0;j = 0j;, % est une matrice symétrique. On note o;; = o; avec o; > 0.

Définissons également la matrice de covariance (ou la matrice des covariances
croisées) des vecteurs aléatoires x € RP et y € R? :

C(x,y) = BE((x — Ex))(y — E(y))").
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C’est une matrice p x ¢. On dit que x est orthogonal & y (ou bien que x et y sont non-
corrélés) et on écrit x L y si C(x,y) = 0 (matrice p x ¢ nulle).

3.1.5. Propriétés des matrices de covariance. Soient x € RP et y € R? deux vec-
teurs aléatoires. Alors :

(C1) ¥ = E(xxl) - pul, ot p = E(x).
(C2) Pour tout a € RP, Var(a’x) = a’ V(x)a.
Preuve. Par linéarité de ’espérance,
Var(a'x) = E((a"x — E(a'x))?) = E ([aT(x - E(x)]*) =FE (aT(X —p)(x— ,u)Ta)
=d'E ((x— p)(x— ,u)T) a=a’V(x)a.
|
(C3) ¥ = V(x) est une matrice symétrique et positive. En effet, Var(a?x) > 0 (variance
d’une v.a. réelle) et, vu (C2), V(x) > 0.

(C4) Soit A une matrice ¢ x p et b € R9. Alors V(Ax +b) = AV (x)AT.
Preuve. Soit y = Ax + b, alors par linéarité de ’espérance,

E(y)=E(Ax+b) =Au+b et y—E(y) =A(x—p).
Par linéarité de I'espérance pour les matrices aléatoires,

V(y) = E(A(x — p)(x — ) TAT) = AV (x)A”.

(C5) C(x,x) =V(x).

(C6) C(x,y)=C(y,x)".

(C7) Pour deux vecteurs aléatoires x; € RP et xo € RP, on a C(x1 +X2,y) = C(x1,y) +
C X27y)'

(C8) Si A est une matrice m X p et B est une matrice k x ¢, alors C(Ax, By) =
AC(x,y)BT.

(C9) Six ety sont deux vecteurs aléatoires de méme dimension p,
Vix+y) =V +Cxy) +Cly.x) +V(y) =V(x) + Clxy) + Cxy) +V(y).

(C10) Sixlly, alors C(x,y) = 0 (matrice p x g nulle). L’implication inverse n’est pas
vraie. Un contre-exemple est déja donné dans le cas p = ¢ = 1 (Exemple 2.4).

La matrice de corrélation P du vecteur aléatoire x est définie par P = (pij)i<ij<p
avec
_ 0 _ O

VOii/T55  0i0j
pourvu que tous les o; soient strictement positifs. On remarque que :

— Les éléments diagonaux p;; = 1,7 =1,...,p.

— La matrice P est positive. En effet, P = A7'YA™! avec la matrice diagonale A =

Diag(y/a11, - - -, /Tpp), donc la positivité de ¥ implique que P > 0.

Pij
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3.2. Loi normale multivariée

3.2.1. Loi normale dans R. On rappelle que la loi normale A (x,0?) dans R est la loi

de densité )

Fla) = o exp (10,

2ro 202

ot 1 € R est la moyenne et 02 > 0 est la variance. La fonction caractéristique de la loi normale
N (p, 0?) vaut

¢(t) = exp (iut - 02;2)

en particulier, ¢(t) = e~ t?/2 pour la loi N(0,1). Par convention, nous allons inclure les lois
dégénérées (lois de Dirac) dans la famille des lois normales. Soit u € R. La v.a. X suit la loi
de Dirac en p si P(X = p) = 1, ¢(t) = e,

3.2.2. La loi N,(0,1). Notons N,(0,I), ou I désigne la matrice unité p x p, la loi du
vecteur aléatoire x = (&1, ...,fp)T dont les composantes &;, ¢ = 1,...,p, sont des variables
aléatoires i.i.d. de loi N(0,1).

Propriétés de la loi N,(0, ).
1°. La moyenne et la matrice de covariance de x ~ N, (0, ) sont : E(x) =0, V(x) = I.

2°. La loi N,(0,I) est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur RP de
densité

1
fx(u) = (2m) P2 exp ( - iuTu>, u € RP.
En effet,

fx(u) = ﬁ@(ui) = (2m)7P/2 ﬁexp ( - u;) = (2m) P2 exp ( — %uTu)
=1 =1

ot u = (ug,...,up)T et p(t) = \/%e*tzﬂ est la densité de la loi A(0,1).

3°. La fonction caractéristique de N, (0, 1) vaut

P
, 1
E <emj£j> = | | e™9/2 = exp ( — iaTa>,

1 j=1

p

ot a = (ai,...,a,)T € RP.

3.2.3. Loi normale dans RP. On dit que deux vecteurs aléatoires x € RP et y € RP
sont de méme loi et on écrit

xZ2y
si et seulement si P(x € B) = P(y € B) pour tout B € B(RP), ou B(RP) est la tribu
borélienne de R?.
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On se rappelle le résultat suivant du cours de probabilités (cf. J.Lacroix, P.Priouret Pro-
babilités approfondies, Polycopié du cours, Université Paris 6).

Lemme 3.1. Soient x € RP ety € RP deux vecteurs aléatoires. Alors x 2 y si et seulement

si ¢x(a) = ¢y(a) pour tout a € RP.

Définition 3.2. (Premiére définition de la loi normale multivariée.) Un vecteur aléatoire x
suit une loi normale dans RP si et seulement si il existe A, une matrice p X p, et un vecteur
€ RP tels que

x 2 Ay + poavee 'y ~ Ny(0,1). (3.5)

REMARQUE. On dit aussi que x est un vecteur normal dans RP ou bien un vecteur gaussien
dans RP. Une loi normale est parfois appelée loi de Laplace-Gauss.

Les propriétés suivantes découlent facilement de la Définition 3.2 :
1°. E(x) = p.
20 V(x) = AV (y)AT = AAT. On désigne ¥ % AAT.

3°. La fonction caractéristique d’un vecteur normal x vaut

¢x(a) = FE <ewa> =F (ewT(Ay‘F“)) = hp (eibTy) (avec b = ATa)

;T 13T
— ol p—35b"b _

gialn=zata, (3.6)

De plus, seules les lois normales peuvent avoir une fonction caractéristique de cette forme,
comme le montre le résultat suivant.

Théoréme 3.1. Soit ¢ : RP — C une fonction a valeurs complexes. Alors, ¢ est la fonction
caractéristique d’une loi normale si et seulement si il existe p € RP et une matrice p X p
symétrique positive 3 tels que

d(a) = @' rmz0" B 4 RP, (3.7)

Preuve. La nécessité est démontrée dans (3.6). Pour prouver la suffisance, il faut montrer qu’il
existe un vecteur normal x dans R? tel que ¢(-) soit sa fonction caractéristique. Considérons
le vecteur aléatoire x = Y2y + 1, ol y ~ Np(0,1). Par Définition 3.2, x est un vecteur
normal dans RP. La moyenne et la matrice de covariance de x sont E(x) = p et V(x) =
SV2(2V)T = 5 vu la propriété (C4) des matrices de covariance. D’apres (3.6) la fonction
caractéristique de x coincide avec la fonction ¢ donnée dans (3.7). |

Le Théoréeme 3.1 et le Lemme 3.1 entrainent la conséquence suivante : toute loi nor-
male dans RP est entiérement déterminée par la donnée de sa moyenne et de sa matrice de
covariance. Ceci explique que par la suite on utilisera la notation

X~ NP(Ma E)
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pour un vecteur aléatoire normal x de moyenne p et de matrice de covariance ¥. Une autre
conséquence du Théoreme 3.1 et du Lemme 3.1 est que I'on peut aussi définir la loi normale
de fagon suivante.

Définition 3.3. (Deuzxieme définition équivalente de la loi normale multivariée.) Un vecteur
aléatoire x suit une loi normale dans RP si et seulement si la fonction caractéristique de x
est de la forme

¢x(a) _ eiaT,uf%aTEa

ot p € RP et 3 est une matrice p X p symétrique positive. Dans ce cas i est la moyenne et X
est la matrice de covariance de x, et on écrit :

X~ Np(/,l,, E)

Proposition 3.3. Soit u € RP et soit ¥ une matrice p X p symétrique positive. Alors

X~ Np(p,Y) x 2 212y 44, oy ~Npy(0,1).

REMARQUE. Pour une matrice symétrique positive X il existe, en général, plusieurs matrices
carrées A telles que ¥ = AAT. Alors, la matrice A dans (3.5) n’est pas définie de fagon
unique : on peut obtenir la méme loi normale par plusieurs transformations équivalentes A
du vecteur y ~ N,(0,I). On peut prendre, par exemple, la matrice symétrique A = »1/2
mais aussi des matrice non-symétriques A. En effet, d’apreés le Théoreme de décomposition
spectrale, on peut écrire

Z a(j)a%;-) = AAT

k
J=1

P
— T _ ) T _
% =TATT =3 Xy =

j=1
ou I' est une matrice p x p orthogonale, A = Diag()\;) est une matrice p x p diagonale de rang
Rang(A) = k < p, les () sont les colonnes de I', a(;y = \/A;y(;) et A est une matrice p X p

définie par A = (a(l), k), 0, ...,0). Encore un autre exemple de matrice non-symétrique
(triangulaire) A vérifiant ¥ = AAT est donné dans I'Exercice 3.6.

Nous allons distinguer entre deux types de lois normales dans RP : lois normales non-
dégénérées et lois normales dégénérées.

3.2.4. Loi normale non-dégénérée dans RP. C’est une loi normale dont la matrice
de covariance ¥ est strictement positive, ¥ > 0 (< Det(X) > 0). Alors, il existe une matrice
symétrique et positive A; = X1/2 (racine carrée de X, voir la définition au Paragraphe 3.1.3),
telle que ¥ = A? = AT A} = A1 AT Par ailleurs, [Det(A;)]? = Det(X) > 0, donc Det(A1) > 0
et A; est inversible. D’apres la Définition 3.3, si le vecteur aléatoire x suit la loi normale
Ny (1, X)), sa fonction caractéristique vaut

;T 1.7
px(a) = e H20 X g c RP,

et d’apres (3.6) on a
éxa) = B (700} = 4, 10(a),
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oty ~ N,(0,I). Alors, vu le Lemme 3.1,

x 2 Ay + p.
D’apres le Corollaire 3.1, la densité de x est
_ _ 1 _
() = Det(A ) fy (A7 (u = 1) = s (A7 (u = )

1 1 _— )
ERTENOTED) exp <—2(u—u) z 1(u—u)>, u € RP.

Nous avons donc démontré le résultat suivant.

Corollaire 3.2. La loi normale non-dégénérée Np(p,X), ot p € RP et ¥ > 0, est une loi
admettant la densité f par rapport & la mesure de Lebesque dans RP de la forme

1

= ex —1 —w)Te Nt -
10 = G o (3t - W - ), reRe

3.2.5. Loi normale dégénérée dans RP. C’est une loi normale dont la matrice de
covariance ¥ est dégénérée : Det(X) = 0 (autrement dit, Rang(X) = k < p). Par exemple, on
peut considérer ¥ = 0 (matrice nulle), alors la fonction caractéristique de x ~ Np(x,0) est

dx(a) = e 1 et x suit la loi de Dirac en p.

D’aprés la Proposition 3.3, si Rang(X) = k < p (et donc Rang(X'/?) = k), la loi de x
concentre toute sa masse sur un sous-espace affine de RP de dimension k.

Proposition 3.4. Soit x ~ Np(u, %) et Rang(X) = k < p. Alors, il existe un sous-espace
linéaire H C RP de dimension p — k tel que, pour tout vecteur a € H, la combinaison linéaire

ar'x suit une loi de Dirac.

Preuve. Soit H = Ker(X), alors dim (H) = p — k. Si a € H (i.e. ¥a = 0), la fonction
caractéristique de la v.a. a’x est
T

d(u) = E (ei(aTx)u) —E (ei(ua)Tx) — iwa)Tu—3(ua)TS(ua) _ giu(aTp)

La loi de a”x est donc la loi de Dirac NV'(au, 0). |

Par conséquent, pour tout a € H, la variable aléatoire a’ (x — E(x)) suit la loi de Dirac
en 0. La Proposition 3.4 montre alors que toute la masse d’une loi normale dégénérée est
concentrée sur un sous-espace affine de RP de dimension £ < p. Une loi normale dégénérée
n’est pas absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue sur RP.

3.2.6. Lois des combinaisons linéaires.

Théoréme 3.2. (Troisiéme définition équivalente de la loi normale multivariée.) Un vecteur
aléatoire x € RP suit une loi normale st et seulement si, pour tous a € RP, les combinaisons
linéaires a’x sont des variables aléatoires normales réelles.

REMARQUE. Rappelons que, par convention, une loi de Dirac est un cas particulier de loi
normale correspondant a la variance nulle.
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Preuve. Tout d’abord, on observe que, pour tout a € RP et tout u € R, la fonction ca-
ractéristique ¢,ry(u) de la variable aléatoire réelle alx est liée avec celle du vecteur x :

bor(u) = E (ewau) = ¢ (ua). (3.8)

Nécessité. Soit x un vecteur normal dans RP. Montrons que a’ x est une variable aléatoire

normale pour tout a € RP. On utilise (3.8) pour obtenir, pour tout u € R,

¢aTx (U) — eiuaTu— %u2 aTEa’

ou et X sont la moyenne et la matrice de covariance de x. Alors,
. 1,2 2
_ o Uu— U o
¢aTx(u) = e 200
—_ T 2 __ TE P 4
avec up = a- u et oy = a® La. Par conséquent,

alx ~ N(po, 02) = N(a® p, a’ Sa).

Suffisance. Réciproquement, montrons que si a’x est une variable normale pour tout a € RP?,

alors x est un vecteur normal dans RP. On remarque d’abord que si a’x est une variable
normale pour tout a € RP, alors E(||x]|?) < co ott ||x|| est la norme Euclidienne de x (pour
le voir il suffit de prendre successivement comme a les vecteurs de la base canonique de RP).
Donc, la moyenne i = E(x) et la matrice de covariance ¥ = V(x) sont bien définies.

On fixe maintenant a € RP. Par hypothese, il existe m € R et s> > 0 tels que a’x ~

N (m, s?). Vu la linéarité de 1’espérance et la propriété (C2) des matrices de covariance,
m=E(a"x)=a"p, s*=Var(a’x)=a’Xa.

Or, la fonction caractéristique de a”x est
¢ - (u) — eimuf%ﬁuz _ eiuaT,uféiﬁaTZa
a” X .
En utilisant (3.8) on obtient
. 1T
Ox(a) = Pyrx(1) = € 120 =,

Puisque a € RP est arbitraire, on en déduit (vu la Définition 3.3) que x est un vecteur aléatoire
normal dans RP de moyenne p et de matrice de covariance . [ |

3.2.7. Propriétés de la loi normale multivariée. Soit x ~ N,(p, X), ot o € RP et X
est une matrice p X p symétrique et positive (X > 0). Notons quelques propriétés de x que I'on
va utiliser par la suite et dont certaines ont été démontrées dans les paragraphes précédents :

(N1) Soit ¥ > 0, alors le vecteur aléatoire y = X~ 2(x — p) vérifie

y ~Ny(0,1).

T

(N2) Les combinaisons linéaires a'x, pour tout a € RP, sont des variables aléatoires

normales réelles :

a’x ~ N(a'pi,a’ Sa).
En particulier, les densités marginales de la loi NV, (1, ¥) sont normales. Le réciproque
n’est pas vrai (voir 'Exemple 2.1).
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(N3) Toute transformation affine d’un vecteur normal est un vecteur normal : si'y =
Bx + ¢, ot B est une matrice déterministe g x p et ¢ € R? est un vecteur déterministe,
alors

y ~ Ny(Bu + ¢, BEBT).

Preuve. La loi de y est normale car toute combinaison linéaire de a’y est une v.a.
normale réelle. En effet, pour tout a € RY,

a'y=a"Bx+a’c=b"x+d

ot b= BTa € RP et d = a’c. D’apres le Théoreme 3.2 on obtient que les combinaisons
linéaires b x sont des v.a. normales pour tout b € RP. Il s’ensuit que les combinaisons
linéaires a’'y sont normales pour tout a € R? et alors, d’apres ce méme théoreme, y est
un vecteur normal dans R%. Sa moyenne et sa matrice de covariance sont données par

E(y) = Bp+c¢, V(y)= BB,

vu la propriété (C4) des matrices de covariance. [

(N4) La loi Np(0, o2I) est invariante par rapport auzx transformations orthogonales : si I’
est une matrice orthogonale, 0% > 0 et x ~ N, (0,021), alors I'x ~ N,(0,021).

Preuve. On utilise (N3) avec B=T, ¢=0.

(N5) Tout sous-ensemble de coordonnées d’un vecteur normal est un vecteur normal : soit
x = (x7,xD)7T, on x; € R¥ et xo € RP7F alors x; et xo sont des vecteurs normaux.
Preuve. On utilise (N3) avec ¢ = 0, en prenant comme B la matrice k X p de la forme
B = (I}, 0), ou I, est la matrice unité k x k. On en déduit que x; est normal. Pour xs

on prend la matrice (p — k) x p définie par B = (0, I,_y). [

(N6) Deux vecteurs aléatoires x ety tels que la loi jointe de (x,y) est normale sont
indépendants si et seulement si C(x,y) = 0.
Preuve. La nécessité de la condition C(x,y) = 0 découle de la propriété (C10) des
matrices de covariance.

Suffisance. Soit z un vecteur normal dans R4"? tel que z = ; ,oux € RP,y € R,

et C(x,y) = 0. Pour prouver que x et y sont indépendants, il suffit de montrer (vu
(3.1)) que la fonction caractéristique ¢,(u) de z peut étre décomposée comme

¢z(u) = ¢x(a)py(b) avec u = <Z> , a€RP bheRY

Notons que

o= () vor= (o ¥57) = (" vin)

La fonction caractéristique ¢,(u) est donc

1

Ba(6) = B4(a,b) = exp [i(aTE<x> +OE(Y) - (" V)V (2) (?ﬂ

= exp [z’aTE(x) — ;aTV(x)a] exp [ibTE(y) — ;bTV(y)b} = dx(a)py(b).



60 3. VECTEURS ALEATOIRES. LOI NORMALE MULTIVARIEE

Figure 3.1. Exemple d’ellipses de concentration d’une loi normale.

pourtoutuz(i). |

On a aussi le résultat plus général suivant dont la preuve est analogue a celle de la propriété
(NG).

Proposition 3.5. Soient x1,...,x; des vecteurs aléatoires tels que :

(i) la loi jointe de (x1,...,X7) est normale,

(i1) les matrices de covariance C(x,x;) =0, k # j, pour k,j=1,...,J.
Alors, les vecteurs X1, ...,xy sont mutuellement indépendants.

Géométrie de la loi normale multivariée. Soit ¥ > 0. La densité de N,(u,X) est
constante sur les surfaces
{z: (@ —p)"S (@ —p =0}
ou C > 0. Généralement, pour une densité de probabilité quelconque f, les ensembles
{z : f(z) > ¢} avec ¢ > 0 sont appelés ensembles de niveau de la loi correspondante. Pour
une loi normale, les ensembles de niveau sont des ellipsoides. On les appelle ellipsoides de
concentration.

3.3. Espérance conditionnelle d’un vecteur aléatoire

Soient x = (£1,...,&)T et y = (n1,...,my)T deux vecteurs aléatoires. Dans ce paragraphe,
nous supposerons que la densité jointe fyxy(t1,...,tp, 51,...,54) de (X,y) existe. L’espérance
conditionnelle de y sachant x est définie alors comme un vecteur aléatoire dans R? de la
forme

T
E(ylx) = (E(ml[x), ..., E(nx))

avec E(nj|x) = gj(x) ou, pour tout t = (t1,...,t,) € RP,

g;(t) = E(nj|x = 1) = / $1,y (s[t)ds = / (5[0, o ) s
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et (cf. (3.3))
f”]‘,x(svtlv"'vtp) .
Fosix(8lt1s s tp) = { i) s¥ fx(t1, . tp) >0,
Fus(8)y st fxlti, e ty) = 0.

Il est facile de voir que E(n;|x) est fini si E(|n;|) < oo. Toutes les propriétés de l'espérance
conditionnelle établies au Chapitre 2 restent vraies pour des vecteurs aléatoires de dimension
quelconque, en particulier, le Théoreme de I’espérance itérée :

E(E(ylx)) = E(y)

et le Théoréme de substitution (sous la forme matricielle) :

E(h(x)y"[x) = M(x)E(y"[x) (p.s.)
pour toute fonction borélienne h : RP — RY. La matrice de covariance conditionnelle est
définie par :
Viyl) = E((y — E(yx)(y = Blyx)"|x)
= B(yy'|x) — E(y[x)E(y[x)".

3.3.1. Théoréme de meilleure prévision. Notons [lal| = y/af + ... 4 a2 la norme

Euclidienne du vecteur a = (ay,...,a,)T € RP. Soit La(P,R?) I'espace de Hilbert de tous les
vecteurs aléatoires x dans RY de carré intégrable, i.e. tels que E(||x||?) < oo (cf. la définition
de I'espace Ly(P) = Lo(P,R') au Chapitre 2).

Définition 3.4. Soient x € RP et y € Lo(P,R?) deux vecteurs aléatoires et soit G une
fonction borélienne de RP dans RY. Un vecteur aléatoire G(x) est appelé meilleure prévision
de y étant donné x si

E((y-Gx)(y-Gx)") <E(ly-HX)(y-Hx)") (3.9)
pour toutes les fonctions boréliennes H de RP dans RY.

EXERCICE 3.1. Montrer que (3.9) implique

E(ly - Gx)[*) = min E(lly - H(x)|]*),

ou le minimum est pris sur toutes les fonctions boréliennes H de RP dans RY.

Comme dans le cas p = ¢ = 1, on obtient le Théoreme de meilleure prévision :

Théoréme 3.3. Soient x € RP et y € Lo(P,R?) deux vecteurs aléatoires tels que la loi
jointe de (x,y) admet une densité par rapport a la mesure de Lebesque sur RPT4. Alors, la
meilleure prévision de'y étant donné x, unique d une équivalence preés, est égale a ’espérance
conditionnelle

G(x) = Elylx).



62 3. VECTEURS ALEATOIRES. LOI NORMALE MULTIVARIEE

Preuve. 1l suffit de chercher le minimum parmi les fonctions H (-) telles que E(||H (x)||?) < oo
Pour une telle fonction H(x) :

E((Hx)-y)(Hx) —y)"))
= E([(H(x) - G(x)) + (G(x) = y)(H(x) - G(x)) + (Gx) —y)]")
= B ((H(x) - G(x))(H(x) — G(x))") + E (H(x) -~ G(x))(G(x) —y)")
+E ((G(x) - y)(H(x) - G(x))") + E ((G(x) - y)(G(x) = y)T) .
En utilisant le Théoréeme de ’espérance itérée et le Théoreme de substitution, on obtient
E((H(x) - GX)(Gx) —y)7) = B [E (Hx) - Gx)EE) —y)T[x)]
— B[(H(x) - G(x)E ((G(x) - y)TIx)] =0,

d’ou découle le résultat du théoreme. |

3.4. Théoréme de corrélation normale
Les propriétés établies au Paragraphe 3.2.7 nous permettent d’obtenir le résultat suivant
qui joue un role fondamental.

Théoréme 3.4. (Théoréme de corrélation normale.) Soit un vecteur normal x ~

Np(u, 2) tel que

5) k l <M§> <Z§E E@)
= ) eR? O0eR, p=k+1, = , X= )
* <9 . b a Lo Yoe Zoo

ot Yge est une matrice k X k, Xgg est une matrice [ X 1, et Yge = de est une matrice [ X k.
Supposons que X > 0. Alors :
(i) Presque sirement,

E0)§) = po + 295255 (f Nf)

3.10
V(0|€) = Zoo — XoeXge 'Sep. (3.10)

(ii) La loi conditionnelle de 0 sachant que £ = a (cwec a € R¥ déterministe) est normale :

Ni(po + 29525_51(@ —pe), V®), ot V* L s — LoeDige 'Sep.
(iii) Les vecteurs aléatoires & et

n=10-— 205255 1

sont indépendants.
REMARQUES.

(1) La fonction de régression de 6 sur ¢ est définie comme une fonction déterministe
a+— E(0|¢ = a), a € R¥. Vu le Théoréme de corrélation normale, on peut formuler
la conclusion suivante.

Si la loi jointe de (£, 0) est normale, la régression de 0 sur & est linéaire.
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Important : soulignons qu’on a besoin ici de la normalité de la loi jointe de
(&,0). La normalité de £ et de 6 ne suffit pas : le fait que £ et 6 soient deux vecteurs
normaux n’implique pas que la loi jointe de (£, ) est normale (cf. Exemple 2.1).

(2) Si ¥ > 0, la matrice V* est aussi strictement positive : V* > 0. En effet, comme
¥ > 0, pour tous a € R¥, b € R, on a I'inégalité

() - (3 5) 5) -

ce qui équivaut a
a’ Seea + a’ Segb + b Sgea + b7 Sgeb > 0. (3.11)
Si 'on choisit
a= —Egglzggb,
alors (3.11) s’écrit comme
—b" e S Seob + b7 Sggb > 0,
pour tout b € R, d’otr
Yoo — 2952&1259 > 0.

(3) Le Théoreme de corrélation normale admet I'interprétation géométrique suivante :
soit Lg(P, R!) le sous-espace linéaire de Lo(P,R') constitué de tous les vecteurs
aléatoires dans Lo(P,R') mesurables par rapport & &. Supposons que g = 0. Alors
2952&15 est la projection orthogonale de 6 sur Lg(P, R?) et le vecteur n = 9—2952&15
(le résidu) est orthogonal & Lg(P, RY).

Preuve du Théoreme de corrélation normale.
Etape 1. Calculons E(n) et V(n). On a :
E(n) = E(0 — SoeZg €) = 1o — SoeTgg he-
En utilisant les propriétés (C9) et (C8) des matrices de covariance on trouve

V(n) = V(0) = C(0, %03, ) — C(Tpe T €,0) + V(ST €)

T T
= Ypp — Doe (E%Egg) — Ype T Deo + ToeTge V() (Eeszg}l)
= Y9 — 2952&1259.

Etape 2. Montrons que 7 est orthogonal a £. En effet,
C(1,6) = C(0,€) — TpeXee C(€,€) = Tpe — el Tee = 0.

Etape 3. Notons que la loi jointe du couple (§,7) est normale. En effet,

()-se-a(5)

I, 0
A= _
<_29£2§51 Il) ’

ou
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ou I et I; sont les matrices unité k x k et [ x [. Vu la propriété (N3) du Paragraphe 3.2.7,
<g> est un vecteur normal dans R**.

Etape 4. Le résultat de I'Etape 3 et la propriété (N5) impliquent que 1 est un vecteur
normal. En utilisant les expressions pour E(n) et V(n) de 'Etape 1, on obtient

n~N (Ma — S pe, V*) :

Etape 5. On conclut. La propriété (N6) et les résultats des Etapes 2 et 3 impliquent que
n et & sont indépendants, ce qui démontre la partie (iii) du Théoréme. Par ailleurs, notons
que

0=mn+ zggzgg, (3.12)
ol 7 est indépendant de £. 11 s’ensuit que
E(0]¢) = E([€) + TocTe € = E(n) + TpeSg €,
V(0l§) = V(nl§) = V(n),
et en utilisant le résultat de ’Etape 1, on obtient la partie (i) du Théoréme. La partie (ii) est
une conséquence directe de (3.12), de 'indépendance nLLE et de la normalité de 7). En effet,
la loi conditionnelle de 6 sachant que £ = a est la loi conditionnelle de n + 29525_510, sachant

que & = a. Comme nLLE, c’est la loi (non-conditionnelle) de n + 29525_51@. Or, la loi de 7 est
trouvée dans I’Etape 4. [

REMARQUE. Le Théoreme de corrélation normale s’étend au cas o la matrice X est dégénérée
mais Xge > 0. II vient, de la démonstration donnée ci-dessus, que la partie (iii) du théoreme
est valable dans ce cas. Il est facile de voir que la partie (i) ’est aussi, si I’on définit I'espérance
conditionnelle E(0|¢) pour un vecteur 6 de loi normale dégénérée comme la meilleure prévision
de 0 étant donné £. Pour obtenir la partie (ii) au cas dégénéré, il suffit d’utiliser une modi-
fication convenable de la définition de la loi conditionnelle. En outre, on peut s’affranchir
méme de I’hypothese Y¢e > 0 en faisant recours a la notion de matrice pseudo-inverse (voir
I’Exercice 3.17 ci-apres).

EXEMPLE 3.1. Supposons que le couple (X, Y) suit une loi normale dans R? avec les moyennes
px = E(X), uy = E(Y), les variances 0% = Var(X) > 0, 02 = Var(Y) > 0 et la corrélation

p = pxy, |p| < 1. Notons x = <§§ , X =V(x), alors

5 — ag( pPOXOY
POXOyY 032/

et Det(X) = 0302 (1 — p?) > 0. Vu le Corollaire 3.2, la densité jointe de (X,Y) vaut

1 (x —px)*  2p(x—px)(y —py) | (y—py)?
exp (_2(1 —p?) [ ag( B oxOy + 012, })

fxy(z,y) =
(@) 2noxoyy/1 — p?

Si 'on pose £ = X et € =Y dans le Théoreme 3.4, alors

Yge = Yigg = poxOy, 29525}1 = poy /ox.
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Par conséquent, la fonction de régression et la variance conditionnelle sont données par
oy
g(z) = EY[X = 2) = py + Pa(fﬂ — px),
2 2 2
7 (x) = VY[X =) =0y(l—p7).

La densité conditionnelle de Y sachant X est normale :

- 1 (y — g(x))
frix(yle) = 2m(1 — p?)oy P <_2’Y2(3«")>

C’est une densité de la loi N'(g(z),7?(x)). La régression g(x) est linéaire.

Considérons le cas particulier ou ux = uy =0 et ox = oy = 1. Alors

= <;T> o= (1-p)7 <_1p ‘f).

p =-05

Figure 3.2. Ellipses de concentration : x = (£1,&2), y = (n1,12), ol y = »1/2x.

Les vecteurs propres de ¥ sont (1,1)7 et (1, —1)7 correspondant aux valeurs propres, respecti-
vement, Ay =1+p et Ay =1—p. Les vecteurs propres orthonormés sont ;) = 2_1/2(1, nr
et Y(2) = 2-1/2(1,-1)". Si 'on note T' = (7(1),7(2)), la décomposition spectrale de X s’écrit
sous la forme :

On peut considérer les ellipses de concentration de la densité jointe de (X,Y). Soit, pour

C >0,
Ec={zecR?: 2Ty e <O} ={x eR?: |y]* <C},

Y1 z1
= 5 xr = s
/ (yz) (@)

ott y = X122, Si I'on note
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alors
L (21 +2)
Y1 = —F————= (T1 +22),
2(1+ p)
1
Y2 = (1‘1 - :CQ)a
2(1=p)

et 'ellipse de concentration se présente sous la forme

Fo= {275 2 <O} = {<2(11+,o) (21 + x2)>2 + (2(11[)) (21— x2))2 < c}.

3.5. Lois dérivées de la loi normale

3.5.1. Loi x? de Pearson. C’est la loi de la somme
Y:n%—k...-i-nz,

olt 1, ..., M sont des variables aléatoires i.i.d. de loi N(0,1). On écrit alors ¥ ~ X?) et on dit
que Y suit la loi chi-deux a p degrés de liberté.

Figure 3.3. Densité de la loi de chi-deux pour différentes valeurs de p.

La densité de la loi Xf, est
Fely) = Clp)y"* e ¥ I{y > 0}, (3.13)

ou C(p) = (ZP/QF(p/2))71 et T(-) est la fonction gamma I'(z) = [ ut e v 2du, x> 0.
OnaE(Y)=p, Var(Y)=2psi Y ~ X}%.

EXERCICE 3.2. Montrer que la densité de la loi x2 est de la forme (3.13).
Proposition 3.6. Soit x ~ Np(p1,X), ¥ > 0. Alors la variable aléatoire
n=Z72x = )P = (x = )" (x - p)

suit la loi X;%-
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Preuve. On utilise la propriété (N1) de la loi normale multivariée. |

3.5.2. Loi de Fisher-Snedecor. Soit U ~ Xf,, V ~ XZ, deux v.a. indépendantes. La loi
de Fisher-Snedecor a degrés de liberté p et g est la loi de la variable aléatoire

U/p
Y = —.
V/q
On écrit alors Y ~ F), ;. La densité de F), ; est
yP/21
fr () = Cp, @) ————5 H{y > 0}, (3.14)
(¢+py) >
ou 12 4/2
PP 2qt I'(p)I'(q)
Cp,q) = =————— avec B(p,q) = ———.
D = B/, #9= T, 1)

On peut montrer que cette densité converge vers une densité de type fx% quand g — oo.

| — F(10,4)
-+ F(1010)
09F — F(10,100)

........

L L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figure 3.4. Densité de la loi de Fisher-Snedecor.

EXERCICE 3.3. Montrer que la densité de la loi de Fisher-Snedecor est de la forme (3.14).

3.5.3. Loi ¢t de Student. Soit n ~ N (0,1), & ~ Xg deux v.a. indépendantes. La loi de
Student a g degrés de liberté est celle de la variable aléatoire

y =1
£/q
On écrit alors Y ~ t,. La densité de ¢, est
fi,(y) = Clo)(1 +y*/q) "Dy eR, (3.15)
ou
1

)= B2

Notons que
— la loi t, est symétrique,
— t1 est la loi de Cauchy,
— le carré de la variable t, suit la loi F} , (t?l =Fig4),
— la densité de t, tend vers la densité de NV (0,1) quand g — oo.
Les queues de t, sont plus lourdes que celles de la loi normale standard.
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EXERCICE 3.4. Montrer que la densité de la loi de Student est de la forme (3.15).

0.4 T T T T T T T
— NO1)
ot

L L L L L
-5 -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 5

Figure 3.5. Densité de la loi de Student.

3.6. Théoréme de Cochran

Théoréme 3.5. Soit x ~ N,(0,1) et soient Ay, ..., Ay, J < p, des matrices p X p telles que
(1) A? = A,
(2) A; est symétrique, Rang(A;) = Nj,
(3) AjA =0 pour j #k et Z}']ﬂ N; < p.3)

Alors,
(i) les vecteurs aléatoires A;jx, j = 1,...,J, sont mutuellement indépendants de lois
Np(0,4;), j =1,...,J, respectivement ;
(ii) les variables aléatoires ||A;x|?, j = 1,...,J, sont mutuellement indépendantes de lois

X?Vj: 3 =1,....J, respectivement.
Preuve. (i) Notons d’abord que E(A;x) = 0 et, d’apres (C4),
V(Ajx) = A;V(x)A] = A;AT = A% = A;.

Par ailleurs, la loi jointe de A;x, ..., Ajx est normale (vérifiez ceci). De plus,

C(Arx, Ajx) = E(AxxTA]) = ALV (x)A] = Az AT = AyA; =0
pour j # k. D’apres la Proposition 3.5, on obtient alors que A1X, ..., A x sont mutuellement
indépendants.

(ii) Comme A; est symétrique, il existe une matrice I' orthogonale telle que A; = TAT'T,
ou A = Diag(Aq,...,\p) est la matrice diagonale des valeurs propres de A;. Alors,

|A;x|* = XTAJTij =xTA;x = (xX"D)A(IMx) = y'Ay = Z \in?,

oy =TITx = (n,...,n,)7 est un vecteur normal de loi N,(0, 1) (vu la propriété (N4)). Mais
A; est un projecteur, donc \; € {0,1} et Card(j : \; = 1) = Rang(A;) = N;, d’ou découle que
| A;x|]? ~ X?vj' Finalement, la partie (i) du théoreme et le fait que les transformations mesu-

rables préservent l'indépendance impliquent que les variables aléatoires || A1x|?,. .., || Asx|?
sont mutuellement indépendantes. [ |

3) Certaines versions de ce résultat supposent aussi que Ay + -+ Ay = 1.
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3.7. Exercices

EXERCICE 3.5. Soit () une matrice ¢ X p (avec ¢ > p) de rang p.
1°. Montrer que la matrice P = Q(QTQ)~'Q7 est un projecteur.
2°. Trouver le sous-espace L sur lequel projette P.

EXERCICE 3.6. Soit la matrice de covariance

5= (1)

Trouver ©1/2. Vérifier que ¥ = UUT ot U % $1/2 est la matrice triangulaire donnée par

- 1 /20
V2\1Vv3)"
Remarque. Ceci est un cas particulier de la décomposition de Holesky : pour toute matrice
p X p symétrique positive 3 il existe une matrice p x p triangulaire U telle que ¥ = UUT.

EXERCICE 3.7. Soit (X,Y) un vecteur aléatoire de densité

f(z,y) = C exp(—2® + zy — y*/2).

1°. Montrer que (X,Y’) est un vecteur aléatoire normal. Calculer I’espérance, la matrice de
covariance et la fonction caractéristique de (X,Y). Déterminer le coefficient de corrélation
pxy entre X et Y.

2°. Déterminer la loi de X, de Y, de 2X — Y.

3°. Monter que X et Y — X sont des variables aléatoires indépendantes et de méme loi.

EXERCICE 3.8. Soit X une v.a. de loi N(0,1) et Z une v.a. prenant les valeurs —1 ou 1 avec
la probabilité % On suppose X et Z indépendantes. On pose Y = ZX.

1°. Montrer que Y suit la loi N'(0,1).

29. Calculer la covariance et la corrélation entre X et Y.

3°. Calculer P(X +Y =0).

4°. Le vecteur (X,Y") est-il un vecteur aléatoire normal ?

EXERCICE 3.9. Soient & et 1 deux v.a. indépendantes de loi U0, 1]. Prouver que les v.a.

X =+/—2In¢ cos(2mn), Y =+/—2In¢ sin(27n)

sont telles que Z = (X,Y)T ~ N3(0,1). Indication : soit (X,Y)T ~ N5(0,I). Passer en
coordonnées polaires.

EXERCICE 3.10. Soit Z = (Z1, Z2, Z3)T un vecteur aléatoire normal, admettant une densité

1 oxp [ — 627 + 623 + 823 + 42129
4(2m)3/2 32 '

f(z1,22,23) =

1°. Déterminer la loi de (Z3, Z3) sachant que Z; = z;.
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Soient X et Y deux vecteurs aléatoires définis par :

99 9
025 111
X=1og410]% Y‘<100>Z'

12 4

2°. Le vecteur (X,Y) de dimension 6 est-il normal? Le vecteur X a-t-il une densité? Le
vecteur Y a-t-il une densité ?

3°. Les vecteurs X et Y sont-ils indépendants ?

4°. Déterminer les lois des coordonnées de Z.

EXERCICE 3.11. Soit (X,Y,Z)T un vecteur aléatoire normal de moyenne nulle et dont la

matrice de covariance est
211

=121
112
1°.0npose U = —-X4+Y+Z, V=X-Y+2Z W=X+Y —Z. Déterminer la loi du vecteur
aléatoire (U, V, W)T.
2°. Déterminer la densité de la variable T'= U? + V2 + W?2.

EXERCICE 3.12. Parmi les matrices suivantes, lesquelles peuvent étre la matrice de covariance
d’un vecteur aléatoire x € IR? :

12 -1 —1/2 1 1/2 1 1/2 0

21) 7\ -1/2 -1 "\1/2 1 "\ 1/3 1 )
Dans la suite, on notera X les matrices répondant a la question et on supposera que x est de
loi N2(0,X).
1°. Calculer, pour chaque matrice X, les valeurs propres (A1, \2) et les vecteurs propres associés

(v1,v2).
2°. Donner la loi jointe de v{ x et vl x.

EXERCICE 3.13. Soient X7,..., X, des variables aléatoires indépendantes de loi N'(0,1) et
ai,...,an,b1,...,b, des réels. Montrer que les v.a. Y = >"  a; X; et Z = > " | b;X; sont
indépendantes si et seulement si Z?:l a;b; = 0.

EXERCICE 3.14. Soit X une variable aléatoire normale standard. Pour tout ¢ > 0, on pose
X=X (I{|X| <e} —I{|X]| >c}).

1°. Déterminer la loi de X..
2°. Calculer Cov(X, X.) et montrer qu'il existe ¢y tel que Cov(X, X,,) = 0.
3°. Montrer que X et X, ne sont pas indépendantes. Le vecteur (X, X,,) est-il normal ?

EXERCICE 3.15. Soit (ey, ez, X) un vecteur aléatoire normal tel que ey, ez, X sont indépen-
dantes de lois N'(0,1), N(0,1) et N(0,2). On pose :

7 =2Y —3X + £z,

Y=X+e¢ey.
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Déterminer la loi du triplet (X,Y, Z). On notera ¥ la matrice de covariance de ce vecteur.
Calculer E(Z|Y, X).

EXERCICE 3.16. Soit (X,Y,Z) un vecteur aléatoire normal tel que :
(i) la loi conditionnelle de (X,Y") sachant que Z = z est

—z 31
w((5) ()
pour tout z € IR,

(ii) la loi de Z sachant que Y =y est N (y/4+ 1,3/4) pour tout y € IR,
(iii) Var(Z) = 1.
Trouver la loi de (X,Y, Z) et celle de Z sachant (X,Y).

EXERCICE 3.17. Matrice pseudo-inverse. Soit A une matrice p X p symétrique de rang k < p
et soit A = T'AT7 sa représentation spectrale, ot A = Diag(\y, ..., M\, 0,...0).

1°. Vérifier que si Ay = Diag(A1,..., ) et I = (7)., Y(x)) est la matrice p x k de k
premiers vecteurs propres orthonormés de A (qui correspondent aux valeurs propres non-
nulles), alors

A =TpATE,
2°. Définissons la matrice

—1pT

AT =TyA T
appelée matrice pseudo-inverse de A. Montrer que AATA = A. Vérifier que ATA est le
projecteur sur le sous-espace Im(A) et I — AT A est le projecteur sur Ker(A).

3°. Montrer que les formules (3.10) du Théoréme de corrélation normale restent valides si la
matrice ¢ est dégénérée et si au lieu de E&l on considere Eg%.
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Notions fondamentales de la Statistique






Echantﬂlonnage et méthodes empiriques

4.1. Echantillon

Le matériel de départ de la démarche statistique sont les données.

Du point de vue d’applications, les données représentent une suite finie de nombres ob-
servés au cours d’une expérience, d’un essai. On désigne ces nombres par Xy, ..., X,. Plus
généralement, les X; peuvent étre des vecteurs, dans ce cas on parle de données multidimen-
sionnelles ou multivariées.

Du point de vue mathématique, les données X1, ..., X,, sont considérées comme des va-
riables aléatoires. C’est une hypothese fondamentale de la Statistique. Théoriquement, on
suppose qu'il existe une loi de probabilité inconnue (loi jointe de X7, ..., X,,) qui “explique” le
comportement des données. Dans le modele le plus simple, les variables Xi, ..., X,, sont i.i.d.,
de méme loi F' inconnue. Il est donc désirable de reconstituer F' pour “expliquer” les données.

Dans cette optique, on peut voir la Statistique comme une matiere dont ’objectif est
d’estimer une loi inconnue (ou d’inférer au sujet d’une loi inconnue) & partir de variables
aléatoires X1, ..., X;, qui suivent cette loi.

La suite de données X,, = (Xi,...,X,) s’appelle I’échantillon. Le nombre n est ap-
pelé taille d’échantillon. Au lieu du mot données on dit parfois observations ou points
d’échantillon.

Dans ce chapitre, on suppose que I’échantillon vérifie I'hypothese suivante.

Hypothése (EO0). Soit X une variable aléatoire réelle, définie sur ’espace de probabilité
(Q, A, P), de fonction de répartition F (on écrit X ~ F). L’échantillon X, = (X1,...,X,)
est une réalisation de la variable X, c’est-a-dire les observations X1, ..., X, sont des variables
aléatoires i.i.d. de la méme loi F que X (X; ~ F).

75



76 4. ECHANTILLONNAGE ET METHODES EMPIRIQUES

Notons qu’en général un échantillon peut contenir des données X; dépendantes et/ou
non-identiquement distribuées. Le fait que les X; soient i.i.d. est formulé comme 'hypothese
supplémentaire (I'Hypothese (E0)). Elle sera généralement imposée par la suite. Il est utile de
noter que souvent dans la littérature statistique I’hypothese de la structure i.i.d. des données
est présupposée, de sorte que “I’échantillon” signifie “I’échantillon i.i.d.”, sans explication
particuliere.

REMARQUES.

(1) 11 est important de noter que d’habitude I'inférence statistique est de nature asymp-
totique : les conclusions sont valables si la taille n de I’échantillon est assez grande.
Ceci est une conséquence du fait qu’elles sont, généralement, basées sur les résultats
asymptotiques de la Théorie des probabilités, tels que la loi des grands nombres et le
théoreme central limite. La notion de “n assez grand” varie d’'un exemple a ’autre et
ne peut pas étre précisée une fois pour toutes. Néanmoins, n de l'ordre de quelques
centaines est souvent considérée comme une taille d’échantillon “confortable”. Pour
un n “petit” (par exemple, n < 20) 'approximation limite est typiquement en défaut,
et on utilise, si possible, des méthodes non-asymptotiques dont ’arsenal est assez res-
treint.

(2) L’objectif de la Statistique est inverse de celui de la Théorie des probabilités. La
Théorie des probabilités a pour but d’étudier, étant donnée une loi de probabilité, le
comportement de ses réalisations aléatoires. La Statistique va dans le sens contraire :
étant données des réalisations de la variable aléatoire, elle essaye de se renseigner sur
sa loi de probabilité.

EXEMPLE 4.1. Données de survie. Supposons qu’on a mesuré les durées de vie (en mois depuis
le début d’utilisation) de 10 ampoules électriques :

X1 =44, Xo =26, X3=5.4, X;="17.8, X5=0.9,
X6 =05, X7 =27, Xs=9.1, Xog=2.9, X109 =12.

Adoptons I'hypothese suivante souvent utilisée pour les données de survie, a savoir que la loi
de probabilité des X; appartient & la famille des lois exponentielles £(6) de densité

F(x,0) = ge*%f{x >0}, (4.1)

ou f > 0 est un parametre inconnu. La f.d.r. F' de X; appartient donc a la famille F = {Fj :
6 > 0}, ou Fy est la f.d.r. de la loi exponentielle de densité (4.1). Autrement dit, la fonction de
répartition I’ est donnée par F' = Fy« ou 6* > 0 est la vraie valeur du parameétre 6 inconnue.
Pour reconstituer F' il suffit d’estimer le parametre 6*.

L’échantillon (X7, ..., X10) peut étre considéré comme une réalisation de la variable
aléatoire X de densité f(-,0*). La variable X dans cet exemple est continue (la loi de X
admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R).

EXEMPLE 4.2. Notes d’examen. C’est un exemple de données discretes. Trente étudiants ont
recu les notes suivantes a I’examen de statistique :

Note (7) 3|15(8(9(10|11|12|14|15]|16
Nombre d’étudiants (n;) (21|15 4 | 8| 2|4 ] 2|1
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Notons d’abord que cette table présente les données “réduites”. Les données de départ ne
sont pas les n;, mais les notes de n = 30 étudiants, de sorte que X; € {1,...,20} est la note
d’étudiant numéro 7. Les X; sont des variables aléatoires discretes. Il est naturel d’attribuer
aux vingt notes les probabilités p; (j = 1,...,20), telles que p; + ... + pag = 1. Les variables
aléatoires n; sont alors

30
i=1
Les valeurs j non-présentes dans la table correspondent a n; = 0.

On voit donc que dans cet exemple ’échantillon X7, ..., X309 peut étre considéré comme
une réalisation de la v.a. discrete X dont la loi inconnue est définie par P(X = j) = p;,
j = 1,...,20. Pour reconstituer cette loi, il suffit d’estimer N = 20 parametres pi, ..., p2g-
(Comme p1 + ... + p2o = 1, en effet seuls N — 1 parameétres py, ..., p1g sont & estimer.) Notons
que

N N-1
P(X =x) = Hpﬁ{x:]} = [ (/o) =71
1 =1

N-1

exp Zl{x:j}ln%-i-lnpzv , x=1,...,N. (4.2)
j=1

Ceci définit une loi discrete que on notera D({1,..., N}, (p1,...,pn)). Comme dans I'Exemple
4.1, on peut donc définir une famille F & laquelle appartient F :

F = {toutes les lois D({1,...,20}, (p1,...,p20))}

Le parameétre inconnu 0* ici est vectoriel : 6* = (p1,...,p20).
Si X1,...,X, est un échantillon i.i.d. de loi D({1,..., N}, (p1,...,pn)), alors le vecteur
aléatoire v = (ni,...,ny), ou nj = > | I{X; = j}, suit la loi
n!
P(V:(k‘l,...,kﬁN)): ]161---])];\/1\’7

ol kit
dite loi multinomiale de degré N.

4.2. Représentation graphique de 1’échantillon

4.2.1. Fonction de répartition empirique. La fonction de répartition empirique
F,, associée a I’échantillon Xy, ..., X,, est définie par

~ 1 —
F.(z) = EZI{Xi <z}, zelR
i=1

Pour tout z fixé, F\n(x) est une variable aléatoire. Pour tout échantillon X1, ..., X,, fixé, F),
est une fonction de x en escaliers, continue a droite, de sauts égaux & 1/n (si tous les X; sont
différents, comme dans le cas ou X est une variable continue). De plus, lim; ﬁn(x) =0,
limg 1 oo ﬁn(aj) = 1. Donc, pour tout échantillon Xi, ..., X, fixé, F, est une fonction de
répartition de la loi discréte uniforme sur {Xi, ..., Xp}, i.e. de la loi qui attribue la masse 1/n
a chaque X;.
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La f.d.r. empirique ﬁn joue un role fondamental dans la Statistique, car elle fournit une
bonne approximation de la vraie fonction de répartition F' qui est inconnue. Un résultat
important est la convergence de F;, vers F'.

Soit x fixé. Alors F\n(m) est la moyenne arithmétique de n variables indépendantes de loi

~

de Bernoulli de parametre F'(z) et E(F,(x)) = F(z). D’apres la loi forte des grands nombres,
F,(z) > F(z) (p.s.), Vze€R, (4.3)
quand n — oco. De plus, la convergence est uniforme :

Théoréme 4.1. (Glivenko — Cantelli) Si X, ..., X,, sont i.i.d., X; ~ F, alors

sup |Fj(z) — F(z)| — 0 (p.s.) quand n — oo.
T€R

Preuve. On va démontrer ce résultat seulement dans le cas ou F' est continue. Par continuité,
il existe des points x1 < .-+ < z_1 tels que F(z;) = i/k. On pose 9 = —o0, ) = +00.
Grace a la monotonie de F' et de F,, on obtient, pour tout x € [z;_1, x],

Eo(z) — F(z) < Fy(;) — F(zi1) = Fp(z;) — F(x;) + 1/k,
et
Fo(z) — F(2) > Fy(wi—1) — F(z;) = Fp(wi—1) — F(zi—1) — 1/k.
Donc
|Fo(z) — F(z)| < max |Fu(x) — F(z)| +1/k, Vz € R.

Vu (4.3) ceci implique
limsupsup |F,(z) — F(z)| < 1/k  (p.s.).

n—oo zeR

On conclut en faisant k tendre vers l'infini. ]

Notons que la f.d.r. empirique F\n ne convient pas pour analyser visuellement le compor-
tement d’une loi de probabilité. Par exemple, il n’est pas facile de comparer, en regardant
le graphique de ﬁn, les zones de plus forte ou de moins forte concentration des points de
I’échantillon. Il est plus pratique d’utiliser des analogues empiriques de la densité de proba-
bilité que nous allons décrire maintenant.

4.2.2. Densités empiriques®. Soit X une variable continue, c’est-a-dire que F', la f.d.r.
de X, admet une densité de probabilité f par rapport a la mesure de Lebesgue. A partir d’un
échantillon X7, ..., X,,, on cherche & construire une courbe f,(z) qui donnerait une bonne
approximation de f(x). Une telle courbe est appelée densité empirique ou estimateur de
densité. 1l existe plusieurs méthodes de construction de densités empiriques dont nous allons
décrire ici quelques unes de plus élémentaires.

Histogramme et polygone des fréquences. Soit A un intervalle qui contient toutes les
données X1, ..., X,, et soit Aq,..., A, une partition de A en m sous-intervalles de longueur h



4.2. REPRESENTATION GRAPHIQUE DE L’ECHANTILLON 79

chacun. Soit N; = >-" | I(X; € A;) le nombre des points X; dans l'intervalle A;. L histo-
gramme est une fonction constante par morceaux définie par

—~ N.:
ff(m):n—é, sizeAj, j=1,...,m

Pour tout échantillon X7, ..., X, fixé, ]/"Z{ est une densité de probabilité, car
~ ~ N
H H _ Ny
fn 207 /fn_hznh_l
J

L’histogramme est une fonction discontinue, non-réguliere. Pour obtenir un estimateur plus
lisse de la densité f on utilise une approximation linéaire : on construit un graphique linéaire
par morceaux qui passe par les centres des “plateaux” de I'histogramme. Ce graphique porte
le nom de polygone des fréquences.

Estimateurs a fenétre mobile et & noyau. La densité f étant la dérivée de la fonction
de répartition F', on peut écrire I’approximation

F(zx+h/2)— F(x—h/2)
f@) = F'(z) = . ,
si h est assez petit. Puisque la f.d.r. F' est inconnue, remplagons-la dans cette formule par la
fonction de répartition empirique F), qui est réalisable a partir de I’échantillon et proche de

F pour n assez grand (vu le Théoréeme de Glivenko — Cantelli). Ceci fournit I’approximation
de f(x) de la forme :

ﬁz(x): (x+h/2)h (:c—h/2) (4.4)

que 'on appelle estimateur & fenétre mobile. Ce nom est motivé par le fait que ]/‘; fait
le comptage du nombre des points de ’échantillon X; qui tombent dans la fenétre U,
[ — h/2,2 + h/2[ autour du point x :

) (4.5)

Fo(x+h/2) — (xfh/Q)
ou Ko(u) = I(—1/2 < u < 1/2). Comme l'histogramme, lestimateur a fenétre mobile est

- hZIX el,) hZKO(

une densité de probabilité pour X7, ..., X, fixés. Notons aussi que z — fn(:c) est une fonction
constante par morceaux (pourquoi?).

Une version plus réguliere de I'estimateur a fenétre mobile est 'estimateur a noyau. Il est
obtenu quand on prend dans (4.5) au lieu de la fonction K indicatrice une fonction K assez
réguliere que 'on appelle noyau. La définition de ’estimateur & noyau est donnée par

R (5)

ou K est une densité de probabilité symétrique sur R. On utilise souvent le noyau gaussien
K(u) = (2r) /2 exp(—u?/2). L’estimateur & noyau f (z) est donc la moyenne arithmétique

de n “fonctions-cloches”
1 =X,
—-K .
i (50)
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Chaque “cloche” est une densité de probabilité centrée en X; et d’échelle h. Pour X1, ..., X,
fixés, la fonction 2 — fN(z) est une densité de probabilité, car

N >o, /ﬂV:/KzL

4.3. Caractéristiques de I’échantillon. Méthode de substitution

Dans les Exemples 4.1, 4.2, 'estimation de la loi de probabilité inconnue se réduit a 1’esti-
mation des parametres 0* (Exemple 4.1) ou py, ..., p2o (Exemple 4.2). Comment les estimer ?
Nous disposons seulement d’un échantillon, et la seule liberté que nous pouvons nous per-
mettre pour estimer ces parametres est de composer des fonctions appropriées des observations
X1, ..., Xn. Nous arrivons donc a la notion fondamentale suivante.

Définition 4.1. On appelle statistique toute fonction borélienne des observations S =
S(X1,...,X,) a valeurs dans un espace RL.

Une statistique S est donc une variable aléatoire ou un vecteur aléatoire qui ne dépend
que de I’échantillon.

Une statistique est aussi appelée estimateur si elle est utilisée pour estimer des pa-
rametres (ou d’autres caractéristiques) d’une loi de probabilité.

La Définition 4.1 est trés générale : par exemple, I’échantillon (X1, ..., X)) est une statis-
tique, la fonction S(X7, ..., X;,) = 0 'est aussi, mais ces deux statistiques sont sans intérét, car
elles ne nous approchent pas de la connaissance de caractéristiques de la loi F' sous-jacente.

Comment trouver des statistiques qui donnent une approximation convenable des pa-
rameétres d’'une loi de probabilité 7 On peut considérer la démarche suivante. Souvent les
parametres 6* d’'une loi F' inconnue peuvent étre présentés comme fonctionnelles de cette
loi :

0" = T(F). (4.6)

En particulier, dans 'Exemple 4.1, ot I'on suppose que la loi F' est exponentielle de densité
f(x) = (0")" e~/ I{z > 0}, il est facile de voir que

0 = /Oooxf(:c)dz: :/Ooo vdF(z).

Donc, dans ce cas particulier, (4.6) est vérifié avec la fonctionnelle
o0
T(F) :/ zdF(x). (4.7)
0

Puisque la f.d.r. F' peut étre approchée par la fonction de répartition empirique ﬁn, on peut
prendre comme estimateur de T'(F') la statistique

S(X1,..., Xn) = T(F,).

Dans notre exemple, la fonctionnelle T'(+) est définie par (4.7), donc

~ N 1 <& _
T(F,) —/0 xdF,(z) = EZXi = X.
=1
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(En effet, si 'on fixe X7, ..., Xy, la f.d.r. empirique ﬁn est une fonction de répartition d’une
v.a. discrete qui prend les valeurs X;, i = 1,...,n, avec les probabilités 1/n.) L’estimateur
ainsi obtenu est donc la moyenne arithmétique des X;.

L’idée de construction de l'estimateur dans cet exemple peut étre appelée méthode de
substitution. On substitue F;,, a F. Plus généralement, on peut I’exprimer comme suit :

Méthode de substitution. Soit T(F') une fonctionnelle de fonction de répartition

~

F' inconnue. On prend comme estimateur de T(F') la statistique T'(F,) (la méme
fonctionnelle de la fonction de répartition empirique F, ).

Sous des hypotheses assez générales,
T(F,) — T(F) (p.s.) quand n — oo, (4.8)

ce qui justifie I'application de la méthode de substitution. Dans la suite, nous allons montrer
(4.8) pour quelques exemples.

Pour éviter toute confusion, la vraie fonction de répartition F' sera appelée fonction de
répartition théorique et ses caractéristiques (fonctionnelles) seront appelées caractéristi-
ques théoriques. Les fonctionnelles respectives de ﬁn seront appelées caractéristiques
empiriques.

Considérons quelques exemples de statistiques obtenues par la méthode de substitution.
4.3.1. Statistiques X et s?. La moyenne empirique est la statistique
1 n
X=- Z X;.
=1
Comme on ’a déja vu, c’est un estimateur par la méthode de substitution de la fonctionnelle

T(F) = B(X) = / " wdF(2),

—00

i.e. de la moyenne théorique.
La variance empirique s? est définie par
1 1 «
2 712 2 32
57 = — X, —X)=- X - X
LU = X

Evidemment, s? est la variance de la f.d.r. empirique ﬁn :

§2 = / (:c— / xdﬁn(a:)>2dﬁn($) - / 2%dF, (x) - < / xdﬁn<x>)2=T(ﬁn>

ou la fonctionnelle T' est définie par

T(F) = /az2dF(x) - </a:dF(x)>2 = Var(X).

La caractéristique théorique correspondante & s2 est la variance théorique o2 = Var(X). On
appelle s, la racine carrée positive de la variance, écart-type empirique.
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4.3.2. Estimateurs basés sur les statistiques d’ordre. Rangeons les observations
Xi,..., X, par ordre croissant :

La variable aléatoire X(;) (le j-éme plus petit élément de I’échantillon) s’appelle la j-&me
statistique d’ordre. Le vecteur aléatoire (X(),..., X(,)) s’appelle la statistique d’ordre
associée a I’échantillon X1, ..., X,,.

Le quantile g, d’ordre p €]0, 1] de la loi F' est la fonctionnelle suivante (cf. Chapitre 1) :

qp=T(F) = % (inf{q: F(q) > p} +sup{q: F(q) <p}).

D’apres la méthode de substitution, la caractéristique empirique respective est donnée par

~

1/ . .
Qup=T(Fa) = 5 (inf{a: Ful) > p} +sup{a: Fula) <p}).
On appelle @, quantile empirique d’ordre p.

Notons que la fonction ﬁn représente un cas difficile pour la définition des quantiles : son
graphique est composé de sauts et de plateaux, donc la solution ¢ de I’équation

F\n(q) =Pp

n’est pas unique ou n’existe pas. Par contre, si F}, est considérée comme une multi-application,
les quantiles empiriques vérifient

ﬁn(Qn,p) =D-
Il est possible d’expliciter @, a partir des statistiques d’ordre :
Quyp = { X si p €]k = 1)/n.k/n], (49)
P (X(k)+X(k+1))/2 sip=k/n, k=1,...,n.

EXERCICE 4.1. Démontrer (4.9).

La médiane empirique (ou médiane de I’échantillon) notée M, est définie comme le
quantile empirique d’ordre 1/2. En utilisant (4.9) on obtient alors :

M { X(Lﬂ) pour n impair,
= 2
" (X(n/2) + X(nj241))/2 pour n pair.
Autrement dit, la médiane est une solution de I’équation
=~ 1
F,(M,) = 37 (4.10)

olt F), est considérée comme une multi-application. Si la solution de (4.10) est unique, elle
est prise pour médiane. Dans le cas contraire, s’il y a un intervalle de solutions, la médiane
est définie comme le centre de l'intervalle. La caractéristique théorique correspondante est la
médiane de la loi F. On définit la fonctionnelle M = T'(F') comme solution de

si une telle M existe. Alors M,, = T(F,) pour ce choix de T
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REMARQUE. Si la loi F' est symétrique et E(|X|) < oo, la médiane théorique est égale a la
moyenne théorique (Exercice 1.1). Mais cela n’implique pas I’égalité de la médiane et de la
moyenne empiriques.

Intervalle interquartile empirique. C’est une mesure de dispersion des données basée
sur les statistiques d’ordre et définie par

Ty, =Qn3/a — Qn,1/4

ol Qp,1/4 €t @y 3/4 sont les quartiles empiriques. Par exemple, pour la taille d’échantillon n =
5, I, = X(4) — X(2). La caractéristique théorique correspondante est I'intervalle interquartile

7= q3/4 — q1/4-

REMARQUE. Les statistiques X et M,, sont des caractéristiques de la tendance centrale, elles
définissent une valeur autour de laquelle se groupent les observations. Par contre, I’écart-
type s et I'intervalle interquartile Z,, sont des caractéristiques empiriques de la dispersion des
données.

Souvent on utilise le résumé graphique d’un échantillon basé sur les statistiques d’ordre et
appelé boxplot. Il permet de repérer le centre des données (représenté par la médiane M,,),
la dispersion (intervalle interquartile Z,,), la symétrie ou dissymétrie de la loi des données
(localisation de la médiane par rapport aux quartiles), la présence des observations aberrantes.

o e 1 .

X, Qn,1/4 M, Qn,3/4 X"

Figure 4.1. Le boxplot.

Les parametres définissant le boxplot sont les statistiques My, Qy,1/4, Qp 3/4 €6

. 3 . 3
Xe =min{X; : [ X; — Qp 14| < §In}7 X" =max{X; : [X; — Qpn3l < izn}'

Les observations aberrantes X; < X, et X; > X* sont représentées par les points isolés aux
extrémités du graphique.

4.4. Statistiques exhaustives*

Le notion d’exhaustivité est introduite pour caractériser les statistiques
S=5(X1,...,X,)

qui résument toute I'information sur F' contenue dans I’échantillon Xi,..., X,,. Il est clair
qu’une statistique (la moins économique) qui contient toute cette information est I’échantillon
(X1,...,X,). Pourtant, peut-on trouver une statistique S beaucoup plus simple (par exemple,
comme X, s2, M,, ou d’autres définies ci-dessus), telle qu’il suffise de connaitre uniquement
S, et qu’on puisse oublier I’échantillon initial sans aucun regret ? Généralement, la réponse a
cette question est négative, mais il y a des cas remarquables ou une telle statistique S existe.
Tout dépend des hypotheses sur la f.d.r. F' des X;. On peut structurer ces hypotheses sous la
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forme : F' € F ou F est une famille connue de fonctions de répartition (comme les familles F
dans les Exemples 4.1 et 4.2).

Définition 4.2. Une statistique S(X1,...,X,) est dite exhaustive pour la famille F si
la loi conditionnelle de (X1,...,X,) sachant que S = s ne dépend pas de F' quand F' € F.

Interprétation : la Définition 4.2 dit que si 'on fixe la valeur de la statistique exhaustive S,
on ne peut extraire aucune information supplémentaire sur F' de I’échantillon (X7,...,X,).
Autrement dit, toute I'information sur F' est contenue dans S.

Notons quelques conséquences de la Définition 4.2 :

(1) Le concept d’exhaustivité dépend de la famille F. Si S est exhaustive pour F, alors
S est exhaustive pour toute sous-famille 7' C F.

(2) Non-unicité : si S est une statistique exhaustive pour F et l’application s — g(s) est
une bijection, alors S’ = g(S) est aussi une statistique exhaustive pour F. Dans ce
cas on dit que S’ est équivalente a S.

(3) L’échantillon S(Xi,...,X,) = (X1,...,X,) est une statistique exhaustive pour
toute famille F(dite statistique exhaustive triviale). Toute statistique équivalente a
(X1,...,X,) est appelée triviale aussi.

La statistique exhaustive minimale pour F est définie comme une statistique S
telle que toute statistique exhaustive pour F est fonction de S. Evidemment, la statistique
exhaustive minimale n’est pas unique non plus.

Vérifions que pour les familles F relatives aux Exemples 4.1 et 4.2 il existe des statistiques
exhaustives non-triviales.

Statistique exhaustive pour ’Exemple 4.1. Ici la famille F = {Fy, 6 > 0} ot Fjy est
la f.d.r. dont la densité est exponentielle de la forme (4.1). Si X; ~ Fy, la densité jointe de
x=(X1,...,X,) est

fx(z1, ... zn) =0 " exp(— in/ﬁ)I{xl >0,...,25 >0} = 1Yp(S(x))h(zx)
i=1

olt Yg(u) = 0 " exp(—u/f), S(x) => " jxiet h(z) =I{x1 >0,...,2, >0}, z = (z1,...,2p).
Nous allons montrer que la statistique S = S(x) = Y i ;| X; est exhaustive pour cette famille
de lois. Considérons l'application linéaire x — y (avec le Jacobien 1) ou le vecteur aléatoire
y = (Y37,...,Y),) est défini par

n
Vi=> Xi=8 YVa=X;, ..., V=X,
i=1
Utilisant le Corollaire 3.1 on trouve la densité de y :

Ty, un) =0 " exp(=y1/0)I{yr > y2 + ...+ Yn,y2 > 0,...,yn > 0}

d’ott on obtient la densité marginale de Y7 = S :

fra () = / Fy (Wt yn)dys - dyn = c(n)0~"y? exp(—y1/0)I{y1 > 0}
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(ici ¢(n) > 0 est une constante absolue). On en déduit que la densité conditionnelle
fylvi=s(¥2, .-, yn) ne dépend pas de 0 :

f S, Y2y Y 1
ol evs) = BRI < s> > O > 0

Alors, la probabilité P(y € B|Y; = s) n’est fonction que de s pour tout B borélien. Or,
Papplication x +— y est borélienne, donc aussi la probabilité P(x € A|Y; = s) n’est fonction
que de s pour tout A borélien : elle ne dépend pas de 6 (et donc de F' quand F € F =
{Fy, 0 > 0}). Il s’ensuit que la statistique S = Y] est exhaustive pour F.

Statistique exhaustive pour ’Exemple 4.2. Ici la famille F est I’ensemble de toutes
les lois D({1,...,N},0) avec les parametres § = (p1,...,pn), ou N = 20.

Pour tout vecteur =z = (z1,...,x,) avec les x; appartenant & l’ensemble {1,...,20},
définissons S(z) = (n1(x),...,ny-1(x)), ol

nj(w) = ZI{% =J}

Soit x = (X1,...,X,). Vérifions que la statistique S = S(x) est exhaustive. Vu (4.2), la loi
de x est donnée par

n N-1
P(X:(xl,...7$n)):Hexp ZI{xz:]}lnij‘i‘lnpN

. T PN

=1 7j=1
— pj d¢f

=exp | Y nj(@)In L 4 nlnpy | = wp(S(x))
J=1 DN
ounz; € {1,...,20}. On fixe maintenant le vecteur s = (s1,...,$y_1) appartenant a I’ensemble

des valeurs possibles de S(x). Alors

P(x = (z1,...,2), S(x) = 5) = {ge(s) siny(e) = 85, =1 N =1,

Par conséquent,

Plx = (1) |0 =) = { /M0 ) = T= L N

ou M (s) est le nombre de tous les vecteurs (z1,...,z,) avec x; € {1,...,20} tels que n;(x) =
sj, j =1,...,N — 1. Evidemment, M (s) ne dépend pas de # = (p1,...,pn) (et donc de
F € F), ce qui implique I'exhaustivité de la statistique S. En utilisant la notation de I’'Exemple
4.2, on peut écrire S = (n1,...,ny-1),oun; = > . I{X; = j}. L’exhaustivité de S explique
pourquoi dans I'Exemple 4.2 il suffisait de considérer les données réduites (nq,...,ngg) au lieu
des données initiales (X1,...,X,).

Les deux exemples ci-dessus sont des cas particuliers du résultat général de Théorie de la
mesure connu sous le nom de Théoreme de factorisation.

Théoréme 4.2. (Théoréme de factorisation.) Soit P une famille de mesures de proba-
bilité définies sur (R™,B(R™)) telles que toute mesure P € P est absolument continue par
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rapport & une mesure o-finie o sur (R™, B(R™)). Soit S : (R™, B(R")) — (R™, B(R™)) une
fonction borélienne et soit x un vecteur aléatoire de loi P.

Alors, la loi conditionnelle de x sachant que S(x) = s ne dépend pas de P pour tout
P € P si et seulement si il existe deux fonctions boréliennes positives h(-) (indépendante de
P) et Yp(-) (dépendante de P) telles que
dP

e (@ = Up(S@)h(@). (wo—ps) VPEP.

Dans les deux exemples ci-dessus, P est la mesure—produit qui correspond a 1’échantillon
X1,...,X,, P est un ensemble de mesures—produits paramétrées par 6. La mesure dominante
o est la mesure de Lebesgue dans 'Exemple 4.1 et la mesure de comptage dans I’Exemple
4.2.

Corollaire 4.1. Soit I’Hypothése (E0) vérifiée et soit F' € F, ou F est une famille de fonc-
tions de répartition sur R absolument continues par rapport & une mesure o-finie pug sur R.
Soit f une densité de F' par rapport a .

Alors la statistique S(X1,...,X,) est exhaustive pour F si et seulement si il existe deux
fonctions boréliennes positives h(-) (indépendante de F) et ¥p(-) (dépendante de F') telles
que

n

[ /(=) = vr(S@@)h(x), (no—ps) VFeF, (4.11)
=1
ot x = (T1,...,Tp).
REMARQUE. Si F est une famille paramétrée par § € © C R* : F = {Fp: 6 € O} et si
f(+,0) est la densité qui correspond & Fy, la condition de factorisation (4.11) se traduit par

n

[1#(:.6) = vo(S@)h(). (no—ps) Vo €O,

i=1
EXERCICE 4.2. Montrer que le couple (31" | X;, > | X?) est une statistique exhaustive pour
la famille des lois normales {N'(u,0?),u € R,0 > 0} (par conséquent, le couple (X, s?) est
aussi une statistique exhaustive pour cette famille).

EXEMPLE 4.3. Soit F la famille de tous les lois admettant une densité f par rapport a la
mesure de Lebesgue. Alors

[Ir@) =1] =)
i=1 i=1
ot (1) < ... <y, sont les valeurs (71, ..., 7,) rangées par ordre croissant. Vu le Corollaire

4.1, on en déduit que la statistique d’ordre (X(l), .o+, X(n)) est exhaustive pour F (et donc
pour toute sous-famille de F).

EXEMPLE 4.4. Soit F l’ensemble de tous les lois admettant une densité symétrique f par
rapport a la mesure de Lebesgue. Alors f(t) = f(|t]), et le Corollaire 4.1 permet de déduire que
(| X1, ..., [ Xn|) est une statistique exhaustive. De plus, vu I'Exemple 4.3, (| X|(1), ..., [X|))
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est aussi exhaustive. Ici | X|q) < ... < [X](,) sont les valeurs [X1], ..., |X,| rangées par ordre
croissant.

Dans les Exemples 4.3 et 4.4, les statistiques exhaustives ne sont pas tres différentes da la
statistique exhaustive triviale. L’existence des statistiques exhaustives non-triviales pour une
famille F n’est pas toujours garantie.

EXEMPLE 4.5. Soit F I’ensemble des lois de Cauchy sur R avec les densités

1
t,0) = ———
1(,9) m(1+ (t —60)2)’
Alors, la factorisation de type (4.11) de la densité-produit [["", f(z;,0) avec une statistique
S a valeurs dans un espace de dimension < n n’est pas possible. On peut montrer que la
statistique exhaustive minimale dans cet exemple est la statistique d’ordre (X(y,..., X (n)).
Le concept d’exhaustivité est donc sans intérét pour cette famille des lois.

0 € R.

REMARQUE. Bien que la notion d’exhaustivité soit célebre dans la littérature statistique, son
role réel est modeste pour les raisons suivantes :

— on peut expliciter des statistiques exhaustives non-triviales seulement dans des cas
exceptionnels, pour quelques familles F remarquables,

— dans la pratique, la famille F n’est pas donnée. Le statisticien peut se tromper du
choix de F de fagon qu’en vérité la loi sous-jacente F' peut appartenir a une famille F;
inconnue et différente de F. Une statistique exhaustive pour F n’est pas, en général,
exhaustive pour Fj. Le principe : “oublier ’échantillon initial et ne garder que la sta-
tistique exhaustive” n’est pas bien fondé dans ce contexte.

4.5. Propriétés des statistiques X et s?

Proposition 4.1. Pour tout ¢ réel,

Preuve. On utilise la Proposition 1.1 pour la variable aléatoire £ de loi discrete uniforme sur
{X1,..., X}

Proposition 4.2. Si F(X?) < 0o, E(X) = p, alors

BX) =y, Var(X) = X _ 0 pay_nols

n n n

Preuve. On utilise la Proposition 1.7 et on note que, d’apres la Proposition 4.1 (avec ¢ = p),

B(s?) = S B((X: — )~ B((X — p)?) = Var(X) — Var(X).
=1
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La proposition suivante est une conséquence immédiate de la loi forte des grands nombres.

Proposition 4.3. Si F(X?) < oo, alors X — u (p.s.) et s> — o? (p.s.) quand n — oo.

Si les X; sont des v.a. normales, on peut expliciter la loi jointe des statistiques X et s?
pour tout n :

Proposition 4.4. Soient Xy, ..., X, des variables aléatoires i.i.d. de loi normale, X; ~
N(p,0?). Alors,
(i) X 1L 2.
(i) X ~N(p,0%/n).
(i) 5 ~ X2y
Preuve. Introduisons le vecteur aléatoire normal
E=(X1,.... X0)T, &€~ Ny(m,o?I),

avec m = (p,...,p)%. Soit n = (£ — E(£))/o = (£ —m)/o. Evidemment, n ~ N,(0,1).
Introduisons aussi la matrice n x n suivante :

) 1...1
A==|:- :
n
1...1
Cette matrice est symétrique et idempotente :
1 n...n ) 1...1
AQZ—Q :’.': = — :A’
n : : n
n...n 1 1
donc un projecteur. Posons
n(X — X —
. ) ( | t) . I
m=An=_—A-m)=— : =
o no _ ol -
n(X —p) X—n
et
X1 — X - X1 - X
1 1 1‘ K 1 'M 1 1.
m=I-An=—-I-A)({-m)=— : - : = :
o o ol - o _
Xp = p X—p Xp—X

Notons que Rang(A) = 1 et Rang(/ — A) = n — 1. Les matrices Ay = Aet Ap =1—-A
vérifient les hypotheses du Théoreme de Cochran. Il s’ensuit que 71 et 72 sont indépendants
et |In2]|* ~ xj_y- Or,

1 « . ns>
2 _ w2 s
Il = o D06 = X)? = T
1=
d’out découle la partie (iii) de la proposition. Puisque n; LL 72 et vu le fait que les transfor-
mations mesurables préservent I'indépendance, on obtient
X —pu ns?

U — et XJ_LSZ,
o o

ce qui démontre la partie (i) de la proposition. La partie (ii) est évidente. [
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Corollaire 4.2. Si Xi,..., X, sont des variables aléatoires i.i.d N'(u,c?), alors la variable
aléatoire
t=+vn—1(X—p)/s
suit la loi de Student t,_1 a n — 1 degrés de liberté.

Preuve. Vu la Proposition 4.4 (ii), v/n(X — p)/o ~ N(0,1), alors

X—p_VnX-—p) [(n-1)5 U
ViR R - |
5 o st - D)

ot ~ N(0,1) et x = ns*/o? ~ x2_,. De plus, les v.a. n et x sont indépendantes d’apres la
Proposition 4.4 (i). [

4.6. Covariance et corrélation empiriques

Considérons maintenant un couple de variables aléatoires (X, Y") et ’échantillon de couples
(X1,Y1),...,(Xpn,Yy), ou chaque (X;,Y;) suit la méme loi que (X,Y). Introduisons les ca-
ractéristiques empiriques correspondant & la covariance Cov(X,Y) et a la corrélation
Corr(X,Y) = pxv.

La covariance empirique entre X et Y est définie par :

1< _ 1L -
Sxy = nz;(Xz‘—X)(Yi—Y) = n;XiYi_XY-
1= 1=

Le coefficient de corrélation empirique (ou la corrélation empirique) entre X et
Y est défini par :

ol sy = \/Tr1 S X2 — X2 est 'écart-type de I'échantillon (X7, ..., X,), sy est I'écart-type
de I’échantillon (Y7, ...,Y},,) et U'on suppose que sx > 0, sy > 0.

Proposition 4.5. Soient (X,Y) deux v.a. telles que E(X?) < oo, E(Y?) < 0o et soient n
couples indépendants de v.a. (X1,Y1),...,(Xn,Yn), tels que chaque (X;,Y;) suit la méme loi

que (X,Y). Alors les covariances empiriques convergent presque stirement vers les covariances
théoriques :

sxy — Cov(X,Y) (p.s.) quand n — oco.

Si, de plus, Var(X) > 0 et Var(Y') > 0, alors les corrélations empiriques convergent presque
sturement vers les corrélations théoriques :

rxy — pxy (p.s.) quand n — oo.

Preuve. Elle est immédiate d’apres la loi forte de grands nombres et le Premier théoreme de
continuité (cf. partie (i) de la Proposition 1.10). [
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Propriétés des corrélations empiriques.
1°. ]er| < 1.
2°. |rxy| = 1 si et seulement si il existe un lien linéaire entre (X;) et (Y;), i.e. il existe
a#0,beR, tels que
Yi=aX;+0b, 1=1,..,n.

On a l’interprét@tion géomégrique suivante de rxy i rxy est le cosinus de I’angle ¢ entre les
vecteurs (X1 — X, ..., X, — X)T et (Y1 =Y, ... Y, = Y)T. Alors |rxy| = 1 implique que ¢ = 0
ou ¢ =T, i.e. que les deux vecteurs sont colinéaires.

3°. Sirxy =0, alors ¢ = 7/2 et les deux vecteurs sont orthogonaux.

4°. La corrélation empirique est invariante par rapport aux transformations affines : pour
tout a # 0, b,d € R,

TaX+b,aY+d = TXY-
De plus, si ¢ # 0,

‘TaXer,cYer‘ = ‘TXY ’ .

5°. La corrélation empirique n’est pas stable par rapport aux observations aberrantes,
comme le montre la figure suivante.

Figure 4.2. De gauche & droite : les “nuages” des points (X;,Y;) avec rxy > 0, avec rxy < 0 et le “nuage”
perturbé par une observation aberrante tel que rxy < 0 au lieu de rxy > 0.

REMARQUES.
(1) La relation |rxy| = 1 n’implique pas que les variables aléatoires théoriques X et
Y soient liées d’un lien linéaire. Elle signifie seulement que les vecteurs de données

(X;) et (Y;) sont liés linéairement. Il ne s’agit donc qu’une approximation, obtenue
a partir de données, de la situation théorique sous-jacente.

(2) C’est rare, voire impossible, d’avoir |rxy| = 1 ou rxy = 0 pour les données réelles.
Dans la pratique, il s’agit plutot d’égalités approximatives |rxy|~ 1 ou rxy =~ 0.

4.7. Construction d’un échantillon pseudo-aléatoire par simulation®

Dans les applications, on a souvent besoin de générer de fagon artificielle (a I’aide d’un ordi-
nateur) une suite Xy, ..., X;, de nombres aléatoires i.i.d. suivant la loi donnée F'. Les méthodes
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de simulation permettent d’obtenir seulement une valeur pseudo-aléatoire X;, au lieu d’une
valeur aléatoire. Cela signifie que les nombres X1, ..., X, simulés sont déterministes — ils sont
obtenus par un algorithme déterministe — mais les propriétés de la suite X7, ..., X, sont proches
de celles d’une suite aléatoire i.i.d. de loi donnée. Par exemple, pour les X; pseudo-aléatoires
on a la propriété de Glivenko-Cantelli :

sup \ﬁn(x) — F(z)| — 0 quand n — oo,
x
mais il s’agit ici de la convergence au sens déterministe.

4.7.1. Simulation des variables uniformément distribuées. La f.d.r. FU(.) de la
loi uniforme U0, 1] s’écrit sous la forme

0, <0,
FY(z) =< 2, 2 €]0,1],
1, z>1.
Le programme-générateur d’'un échantillon pseudo-aléatoire Uy, ..., U, de cette loi est dispo-

nible dans les nombreux logiciels. Le principe de son fonctionnement est le suivant. On se
donne un réel @ > 1 et un entier m (d’habitude a et m sont de trés grands nombres). On
commence par une valeur zg fixe. Pour tout 1 <4 < n on définit

z; = le reste de division de az;_1 par m
azi—1
m7

= azj-1 — [

ou [-] désigne la partie entiere. Nous avons toujours 0 < z; < m. On définit

24 azi—1 az;—1
U="= — .
m m m

Alors, 0 < U; < 1. La suite Uy, ..., U, est considérée comme un échantillon de la loi uniforme
UJ0, 1]. Bien que ce n’est pas une suite aléatoire, on peut montrer que la f.d.r. empirique

~ 1 &
FU(z)==Y IH{U; <
n () n;{ <z}

est telle que sup, |ﬁ7€] — FY(2)| = supg< <1 \ﬁrgj —z| < e(n,m) avec €(n,m) qui converge tres
vite vers 0 quand m — 0o et n — co. Autrement dit, on a la propriété de Glivenko — Cantelli
au sens déterministe. Divers résultats mathématiques permettent de justifier de bons choix de
z0, a et m. Les valeurs suivantes sont souvent utilisées et donnent, en général, satisfaction :

a = 16807(= 7%), m = 2147483647(= 23! —1).

4.7.2. Simulation des variables d’une loi générale. Etant donné un échantillon i.i.d.
Ui, ...,U, d’'une loi uniforme, on peut obtenir un échantillon d’une loi générale F'(-) par la
méthode d’inversion. Elle est opérationnelle si F~! est disponible sous la forme explicite.
Cette méthode est basée sur la proposition suivante.

Proposition 4.6. Soit ' une f.d.r. continue et strictement croissante et soit U une variable
aléatoire uniformément distribuée sur [0,1]. Alors la v.a.

X =F1U)

suit la loi F.
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Preuve. On note que

Il en découle I’algorithme de simulation suivant : si I’ est continue et strictement croissante,
posons
X; = F (),
ot les U; sont des nombres pseudo-aléatoires uniformément distribués sur [0, 1] générés comme
expliqué précédemment. On obtient ainsi un échantillon simulé (X1, ..., X,,).

Si F n’est pas continue ou strictement croissante, il faut modifier la définition de F~!.

On pose
déf

F~(y) S sup{t: F(t) <y}, yel0,1].

Hors P(X: < ) = P(sup{t : F(t) < Us} <) = P(U; < F(x)) = F(x).
EXEMPLE 4.6. Simulation d’un échantillon de loi exponentielle £(1). On a :
flz)=e"I{zx >0}, F(x)=(1—-e*)I{z>0}.
Alors, F~1(y) = —In(1 — y) pour y € (0,1). Posons X; = —1In(1 — Uj;), ot les U; sont des
nombres pseudo-aléatoires uniformément distribués sur [0, 1].
EXEMPLE 4.7. Simulation d’un échantillon de loi de Bernoulli. Soit
PX=1)=p, PX=0=1-p, 0<p<lLl
On utilise la méthode modifiée :

P e £ <0 = {3 5

Si U; est une v.a. de loi uniforme, alors X; = F~1(U;) suit la loi de Bernoulli. On pose alors

X — 0, U;€][0,1-p],
11, U €]l —p, 1.

4.7.3. Simulation des variables transformées. Pour simuler un échantillon Y7, ..., Y,
de loi F((-—p)/o), ot 0 > 0 et p € R, étant donné I’échantillon Xj, ..., X, de loi F(+), il
suffit de prendre ¥V; = o X; + p, 1 =1,...,n.

4.7.4. Simulation de la loi normale standard. La f.d.r. F' de loi normale N (0, 1)
est continue et strictement croissante, mais F~! n’est pas disponible sous la forme explicite.
Alors, il est difficile d’appliquer la méthode d’inversion. Il existe néanmoins d’autres méthodes
de simulation tres performantes du point de vue du cott de calcul.

Utilisation du Théoréme central limite. Pour U ~ U0, 1] nous avons E(U) = 1/2
et Var(U) = 1/12. Vu le Théoreme central limite,

Ui+---+Uv—N/2 p
D

VIN/12

N(0,1) quand N — oo,
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pour un échantillon ii.d. Uy,..., Uy de loi uniforme sur [0,1]. La valeur N = 12 est déja
suffisante pour obtenir ainsi une bonne approximation de la loi normale. On en déduit la
méthode de simulation suivante : on génere Uy, Us,...,U,n, une suite de variables pseudo-

aléatoires de loi U[0, 1] et on pose ensuite
Ui—1)n+1 + -+ Uiy — N/2

V/N/12

On obtient ainsi un échantillon simulé (X7, ..., X,,) de la loi N(0,1).
Méthode de Box et Miiller. Elle découle du résultat suivant (Exercice 3.9).

X; = , 1=1,...,n.

Proposition 4.7. Soient & et n deuz variables aléatoires indépendantes de loi U[0,1]. Alors

les v.a.
X =+ —2Incos(2mn) et Y =+/—2In¢sin(27n)

sont normales et indépendantes avec E(X) = E(Y) =0, Var(X) = Var(Y) = 1.

Ce résultat nous donne la méthode de simulation de (X7, ..., X,,) suivante : on génére des
variables pseudo-aléatoires Uy, ..., Us, de loi U|0, 1] et on pose ensuite

XQi_l =V —21In UQi Sin(27TU2i_1),
X2i =\ —21n UQi COS(Z?TUQz;l),

pourt=1,...,n.
4.8. Exercices

EXERCICE 4.3. Soit Xi,...,X, un échantillon i.i.d., X; ~ F. On considere la valeur de la
fonction de répartition empirique F,,(t) au point fixé ¢.

1. Quelle est la loi de nﬁn(t) ?
2°. Calculer F <[ﬁn(t) - F(t)]Q) et en déduire que Fy(t) converge en moyenne quadratique

vers F(t) lorsque n — 0.
3°. Chercher la loi limite de \/n(F,(t) — F(t)) lorsque n — oc.

EXERCICE 4.4. Soient X1,...,X,, des variables aléatoires indépendantes et de méme loi ex-
ponentielle, ayant comme densité f(z) = Aexp(—Az)I(x > 0). )
1°. Donner la loi de X. Calculer E(1/X) et Var(1/X). Montrer que E(1/X) tend vers A

quand n tend vers l'infini. Etablir la relation
E ((1/X = \)?) = Var(1/X) + (E(1/X) — \)*,

puis en déduire que E ((1/X — X)?) — 0 quand n tend vers l'infini.
2°. Montrer que 1/X tend en probabilité vers A. Donner la loi limite de /n(X — 1), puis celle
de

Vn(1/X = )\).

La variance de cette loi est—elle égale & lim,,_o, nVar(1/X)?
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EXERCICE 4.5. Soit X7, ..., X;; un échantillon i.i.d. de loi N'(0,02). Considérons I'estimateur
de o de la forme :

Utilisez les théorémes de continuité (Propositions 1.10 et 1.11) pour montrer la convergence
on — o (p.s.) et établir la loi limite de v/n(c,, — o).

EXERCICE 4.6. Soient X1q,...,X,, des variables aléatoires i.i.d. de fonction de répartition F.
On suppose que F' admet une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue. On considere
la statistique d’ordre (X(y),..., X))

1°. Déterminer la densité fi(v) de X(j). Calculer la fonction de répartition, notée Gx(x), de
X(k) .

2°. Donner la loi du couple (X (1), X(5,)) et la loi de la statistique W = X,y — X(1) (on appelle
W étendue). Les variables X (1) et X, sont—elles indépendantes ?

3°. Soient les variables aléatoires :

Y = F(X() et Zk = Gr(Xx))-

Quelles lois suivent—elles ?

EXERCICE 4.7. Montrer que X, est une statistique exhaustive pour la famille des lois uni-
formes {U[0,0],0 > 0}. Peut-on en déduire I'exhaustivité des statistiques 8X (), X + X,

2 ?
X(n) + 57

EXERCICE 4.8. Soient Xi,..., X, des variables aléatoires i.i.d. ayant le moment d’ordre 4
fini. Le but de cet exercice est de calculer Var(s?), o1 s? est la variance empirique associée &
Péchantillon (X7q,...,X,). On rappelle que E?;lli = w

1°. Montrer que I’on peut supposer sans perte de généralité que les X; sont centrées : E(X;) =
0. On fera cette hypothese dans la suite.

2°. Démontrer que :
s n—1 2Ny x
s = nQZ i_ﬁz kAL
i=1 k<l

3°. Montrer que

n
Cov(d X7) X3 X)) =0, Var(d_ XpX;) =n(n—1)o/2.
1=1 k<l k<l
En déduire que :
n—1
n3

4°. Expliciter Var(s?) quand X7 ~ N(0,0?).

Var(s?) = " ((n — DE(XS) — (n — 3)(B(XD))?) -
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EXERCICE 4.9. Soient (Xj,¢&;),i=1,...,n, des couples de variables de méme loi et indépen-
dantes entre elles. On suppose que X; et ¢; admettent des moments d’ordre 2 finis et que
E(e1) =0, E(X?) > 0. Pour un réel b, on pose Y; = bX; + &; et on note

S

_ Z:‘L:I Yi X
n = —— .
D X7

b o— bt > &iXi/n

" > i Xi2 /n’
déduire que bn, converge presque sirement vers b. On pourra utiliser pour cela la loi forte des
grands nombres.
2°. Trouver la loi limite de /n(b, — b) quand n — oc.

1°. En observant que

EXERCICE 4.10. Méthode de Monte-Carlo. On cherche a calculer I'intégrale I = fol f(z)dx.
Soit X une variable aléatoire de loi uniforme UJ0, 1], alors

/ fla

Soient X1, ..., X, des v.a. i.i.d de loi U[0, 1]. Considérons 'estimateur de I de la forme :

= % Z f(Xz)
i=1

et supposons que o2 = Var(f(X)) < oo. Montrer que E(I,) — I et I, — I (p.s.) quand
n — oo.

EXERCICE 4.11. Décrire un algorithme de simulation d’une loi de Poisson par inversion.
Indication : il n’y a pas d’expression simple pour la fonction de répartition F', et I’ensemble
des valeurs possibles de F' est dénombrable. On peut calculer les valeurs F(k) au fur et a
mesure. En effet, si X suit la loi de Poisson P()),

P(X =k)= e_)‘)\—k = iP(X =k—1)
I Kk N ’
Il en découle que les valeurs F'(k) peuvent étre calculées de fagon récursive :

F(0)=P0)=e>, P(X=k) = %P(X —k—1), F(k)=F(k—1)+P(X = k).

Voici les 6 premieres valeurs de F'(k) pour A =1 :

k 0 1 2 3 4 )
F(k) | 0.3679 | 0.7358 | 0.9193 | 0.9810 | 0.9963 | 0.9994

Notons que dans 9994 cas sur 10000, les 6 valeurs précalculées suffiront.






Estimation des parametres

Dans ce chapitre, nous supposerons que la loi de I’échantillon aléatoire est connue a un
parametre pres. Le probleme de reconstitution de cette loi se réduit alors a celui de 'estimation
du parametre. Nous allons étudier ici deux méthodes classiques de I'estimation : la méthode
des moments et celle du maximum de vraisemblance. Tout d’abord, nous préciserons le modele
mathématique et introduirons quelques notions permettant de qualifier des estimateurs de
bons ou de mauvais.

5.1. Modele statistique. Probleme d’estimation des parametres

Comme dans le Chapitre 4, il s’agit ici d’un échantillon i.i.d. X, = (X1,..., X;,). Cepen-
dant, les X; peuvent étre vectoriels. L’ ’hypothése d’échantillonnage suivante sera postulée tout
au long de ce chapitre.

Hypotheése (E). Soit X un vecteur aléatoire a valeurs dans R™ défini sur l’espace de pro-
babilité (2, A, P), de fonction de répartition F. L’échantillon X, = (X1,...,X,) est une
réalisation de X, c’est-a-dire les observations X1, ..., X, sont des vecteurs aléatoires i.i.d.
de la méme loi F' que X (X; ~ F).

L’autre hypothese fondamentale de ce chapitre est que la forme paramétrique de F est
connue.

Hypotheése (P). La fonction de répartition F' des X; appartient a une famille F paramétrique
de fonctions de répartition :
FY(F, 0co),

ot © C R¥ est un ensemble connu et Fy(z) est connue comme fonction de x et 6.

97
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On appelle © ensemble des paraméteres. Sous I'Hypothese (P), F' = Fp«, ou 6* € © est
appelé la vraie valeur du paramétre. Le seul inconnu dans cette construction est 6*. Pour
identifier [, il suffit donc de trouver la vraie valeur 8* du parametre 6.

Le probléeme de ’estimation statistique consiste a construire une statis-
tique (un estimateur) 60, = 6,,(X1, ..., X;,) qui soit proche de 6* en un sens
probabiliste.

~

Le mot estimateur désignera aussi, pour abréger, une suite d’estimateurs (6,,(X1, ..., Xn))n>1
ou bien la regle selon laquelle est définie la statistique 6, (X1, ..., X;,) pour tout n donné.
Autrement dit, lorsque nous écrirons “l’estimateur 6,,(X1,..., X;,)”, nous entendrons par la

“la suite d’estimateurs (6,,(X71, ..., Xn))n>1". Cette précision sera utile a noter quand il s’agira
des propriétés asymptotiques d’un estimateur 6,, pour n — oo.

Pour que 6* soit défini de fagon unique, il faut imposer la condition suivante (Hypothése
d’identifiabilité) sur la famille F.

Hypothese (Id). Pour 0,0 € ©,
Fol) = Fy() — 60

Si 'Hypothese (Id) n’est pas vérifiée, deux valeurs différentes de 6 peuvent donner des
f.d.r. identiques, auquel cas I'unicité de la vraie valeur du parametre 0* est compromise.

5.1.1. Modele statistique dans le cadre i.i.d. Dans ce chapitre, on supposera que
les Hypotheses (E) et (P) énoncées ci-dessus sont vérifiées. On adopte la définition suivante.

Définition 5.1. Soient les Hypothéses (E) et (P) vérifiées. Alors, la famille {Fy, 6 € O} est
appelée modele statistique (ou modéle statistique paramétrique).

On dit qu'un modele statistique est identifiable s’il vérifie 'Hypothese (Id).

EXEMPLE 5.1. Modéle normal & moyenne inconnue et variance connue {N(6,02), 0 € R}.
Soit 2 > 0 une valeur connue, § un parametre inconnu a estimer. Il s’agit du modele statis-
tique {Fy(z), 0 € O}, o1 © =R et Fy(-) est la loi admettant la densité suivante par rapport
a la mesure de Lebesgue sur R :

f(x,@) =

EXEMPLE 5.2. Modéle normal ¢ moyenne et variance inconnues {N(01,63), 61 € R, 63 > 0}.
11 s’agit du modele statistique avec le parametre vectoriel inconnu § = (6, 63), 'ensemble des
parametres © = Rx]0, 00| et la loi Fy de densité

(33‘ — 91)2).

S0 = e (- g
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EXEMPLE 5.3. Modéle de Poisson {P(6),6 > 0}.
Pour ce modele, Fy est la loi de Poisson de parametre 8 > 0, i.e. la loi de la v.a. discréte X a
valeurs dans ’ensemble des entiers positifs définie par la fonction de probabilité

T

L’ensembles des parametres est © =|0, co].

EXEMPLE 5.4. Modéle de Bernoulli {Be(0),0 < 6 < 1}.
Pour ce modele, Fy est la loi de la v.a. X prenant les valeurs 0 et 1 avec les probabilités
P(X=1)=0et P(X =0)=1-0, ou § appartient & l’ensemble des parametres © =|0, 1].

EXEMPLE 5.5. Un modéle non-identifiable.
Soit Fy la fonction de répartition correspondant a la densité
1 ( (x —62)2
exp| — ———
V2T P 2
et soit © = R. Alors le modele {Fy, 6 € O} n’est pas identifiable. Néanmoins, si I'on prend

© = {0 > 0}, le modele devient identifiable. Cet exemple montre que le choix correct de
I’ensemble des parametres © est important.

f(:c,@) =

), r € R,

5.1.2. Modeéles dominés. Modeles discrets et continus. Dans les Exemples 5.1-5.5,
la loi Fy admet une densité f(x,#) soit par rapport a la mesure de Lebesgue (cas continu),
soit par rapport a la mesure de comptage (cas discret). Plus généralement, nous supposerons
partout dans ce chapitre que 'hypothese suivante (Hypothése de dominance) est vérifiée.

Hypothése (D). Il existe une mesure o-finie u sur B(R™) telle que, pour tout 8 € ©, Fy
admet une densité f(x,0) par rapport a .

Si 'Hypothese (D) est vérifiée, on dit que {Fp, 0 € O} est un modéle statistique dominé.
Par la suite, nous considérerons principalement les deux cas suivants :

| mesure de Lebesgue sur R™ (cas continu),
| mesure de comptage (cas discret).

On parlera respectivement de modéles statistiques discrets et de modéles statistiques continus.
Ces modeles sont entierement définis par la donnée de familles de densités correspondantes
{f(z,0),0 € ©}. Par la suite, Py désignera la loi jointe de (X1, ..., X;,) quand les X; sont i.i.d.
de loi Fg :

n

Py(day, ..., dxy) = [ [[f (s, 0)u(das)]. (5.1)

i=1
On notera Ejy(-) 'espérance par rapport a Py. En utilisant ces notations, I’espérance d’une

statistique 60,,(X1, ..., Xp,) s’écrit sous la forme

[ On(x1, oy ) [T [f (24, 0)ds] (pour un modele continu),

Eo(6y) = / 0, d Py =
2 @) On (@15 s n) [Ty f(24,0) (pour un modele discret).



100 5. ESTIMATION DES PARAMETRES

EXERCICE 5.1. Considérons le probleme de régression : estimer le parametre inconnu § € R
a partir des observations aléatoires X1,..., X, ou X; = (Y;, Z;),

EZHZZ+617 Z.:17"‘7717

les & sont des variables aléatoires i.i.d. de loi N(0,1), les Z; sont des variables aléatoires i.i.d.
de densité p(-) sur R et les vecteurs aléatores (&1, . ..,&,) et (Z1, ..., Z,) sont indépendants. On
remarque que les X; sont des vecteurs dans R?. Quel est le modele statistique correspondant ?

5.1.3. Modeles statistiques dans le cadre non-i.i.d.*. L’hypothese que les X; sont
i.i.d. n’est pas toujours vérifiée. On peut définir des modeles statistiques sans cette hypothese.
Dans ce cadre plus général, un modele statistique est défini par { Py, § € O}, ou Py est la loi
jointe de X1, ..., X, quand la vraie valeur du parametre est 6. Cette loi peut ne pas étre de
la forme (5.1). Une généralisation de I'hypothese d’identifiabilité est donnée par la condition
suivante :

Pg:Pgl - 0=20.

EXEMPLE 5.6. Modéle d’autorégression.
Soient les observations Xi, ..., X,, telles que

X, =0X;,_1+ fi, i=1,...,n, Xp=0,

ol # € R est le parametre inconnu et les v.a. & sont indépendantes de méme loi N'(0,1). Bien
évidemment, X; dépend de X; 1 et les X; ne sont pas i.i.d. La loi jointe Py de Xi,..., X, est
de la forme

Py(dzy, ..., dxy,) = [cp(acl) H o(z; — 9:61;1)] dryi...dzy,
i=2

ol ¢ désigne la densité de NV (0,1). Le modele statistique est {Py, 6 € R}.

5.2. Comparaison d’estimateurs

Dans ce paragraphe, ’ensemble © des parametres sera un sous-ensemble de R. OAn s’intéres-
sera aux criteres de sélection de bons estimateurs. Intuitivement, un estimateur 6,, est bon,
s’il est proche de la vraie valeur du parametre. Mais @\n est une variable aléatoire, donc la
notion de proximité peut avoir plusieurs interprétations. On peut l'interpréter, par exemple,
comme convergence en probabilité de @\n vers la vraie valeur du parametre.

Définition 5.2. Un estimateur (/9\n(X1, ...y Xp) est dit convergent (ou consistant) si

O, iy (converge vers 0 en probabilité Py) pour tout 6 € O,

1.€.
lim P9(|§n — 0] >¢€) =0 pour toute >0, § € ©.

n—oo

REMARQUES.

(1) Dans cette définition :
— la convergence doit avoir lieu pour tout 8 € O, ce qui garantit qu’elle a lieu
pour la vraie valeur inconnue 6*,
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— la consistance est une propriété liée au modele statistique : un estimateur 6,
peut étre consistant pour un modele et non-consistant pour un autre.

(2) Silon a la convergence presque stre : — (p-s.) au lieu de la convergence en
probabilité, on dit que I’estimateur 6,, est fortement consistant.

EXEMPLE 5.7. Soit 6, = X. On sait que X — Ep(X1) (p-s.), d’apres la loi forte des grands
nombres, pourvu que ’espérance soit finie. Par conséquent, si le modele statistique est tel que
0 = Eg(Xl) alors X est un estimateur (fortement) consistant de §. Par exemple, X est un
estimateur fortement consistant de 6 dans le modele {N(0,1), 6 € R}.

La consistance est une propriété assez faible. Il existe un nombre infini d’estimateurs

consistants, s’il en existe au moins un. En effet, si @L £y pour tout 6 € © et (a,) est une
suite déterministe telle que a,, — 1, alors
an§ Lt 0

quand n — oo pour tout § € O. La suite an peut étre choisie de facon assez arbitraire. Par
exemple, 9’ (1+10%[In(max{2,Inn})]~ )6, est un estimateur consistant si 8, est consistant.
Or, |0),| > |6,| pour toute valeur raisonnable de n. La différence entre deux estimateurs
consistants peut donc étre énorme pour n fini, et si I'un de ces deux estimateurs est bon,
I'autre peut étre tres mauvais. On voit donc que la consistance d’un estimateur n’est pas du
tout synonyme de bonne performance. La méme remarque s’applique a la consistance forte.

En conclusion, la notion de consistance n’est pas assez informative pour nous guider
dans le choix d’estimateurs. Néanmoins, elle n’est pas completement inutile, car elle permet
de rétrécir 'ensemble des estimateurs que ’on doit étudier. En effet, les estimateurs non-
consistants doivent étre avec certitude exclus de toute considération.

5.2.1. Risque quadratique d’un estimateur. Afin de comparer les estimateurs dans
un modele statistique pour une taille d’échantillon n finie, on utilise souvent le risque qua-
dratique.

On appelle risque quadratique (erreur moyenne quadratique) de I'estimateur §n au point
0 € O la quantité R ~
Ry (0,6n) = Eg[(6n — 9)2]-
Le risque quadrg\tique est bien défini pour tout estimateur é\n Il peut, en particulier, prelldre

la valeur R, (0,6,) = +oo. Le risque permet de mesurer la distance entre l'estimateur 6,, et
la valeur 6.

La proposition suivante découle directement de I’inégalité de Tchebychev.

Proposition 5.1. Si R, (6, @\n) — 0 pour tout 6 € O, alors 67n est consistant.

Plus la valeur du risque est petite, plus 'estimateur §n est performant. La question qui se
pose alors est : existe-t-il un estimateur 6} qui soit meilleur que tous les autres estimateurs
au sens du risque quadratique ? Autrement dit, est-il possible de concevoir un estimateur 6
tel que

R, (6,0;) < R,(0, @\n) pour tout f € © et tout estimateur 6, ?

La réponse a cette question est négative. Pour fixer les idées, considérons I’exemple suivant.
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EXEMPLE 5.8. Soit le modele normal {N(6,1), § € R}. Introduisons les deux estimateurs
1)

suivants : 92 = X (estimateur consistant et tout & fait sympathique), et 022) = 0 (estimateur
absurde, car il prend toujours la méme valeur, indépendamment de ’échantillon). Les risques

quadratiques de 97(11) et de 9%2) valent
Ro(6,00) = Ey (60 = 0)*) = Var(X) =
R, (0,02)) = E4(6%) = 62,

)
n

Si |0 < 1/y/n, le risque de 02 est inférieur A celui de 0%, Donc, pour un intervalle de valeurs
(1)

de 0, l'estimateur absurde 0,(12) est meilleur que I'estimateur raisonnable 6;, 7. Cet intervalle
{6 : 10| < 1/y/n} devient de plus en plus petit quand n — oo, et pour tous les autres 6 le

meilleur estimateur est 97(11

De fagon générale, supposons que © contienne au moins 2 points distincts 61 # 62 et les
mesures {FPy, § € ©} sont deux & deux mutuellement absolument continues. Alors, pour tout

estimateur 6, I'un des risques R, (01,6}) ou R, (62,0;) est non-nul. En effet, si R, (01,6}) =
R, (02,07) =0, alors 8} = 01 (Py,-p.s.) et 0} = 6 (Pp,-p.s.), ce qui contredit au fait que Py,
est absolument continue par rapport a Fp,. Supposons, sans perte de généralité, que c’est le

risque R, (01,0) qui est non-nul et posons @\n = 0. Alors,
R (01,0,) = 0 < R, (61,067).

Il n’existe donc pas d’estimateur 67 tel que R,(0,0}) < R,(0, gn) pour tout 6 € © et tout
estimateur @\n Une conséquence de cette observation est qu’il n’existe pas d’échelle de com-
paraison absolue des estimateurs basée sur les risques. Néanmoins, une comparaison relative
est toujours possible : on peut utiliser le risque quadratique pour comparer les estimateurs
deux a deux.

Définition 5.3. Soient 5;1) et 57(12) deuz estimateurs dans le modéle statistique {Fy,0 € O},
O CR. Si ~
R, (0,0\0) < R, (6, é}f)) pour tout 6 € O,
et si, de plus, il existe ' € © tel que
R,(0/,0) < R,(6/,62)),

1)

on dit que {/9\% @12)

est plus efficace que (9\( (ou meilleur que 5(2)) et que est inadmissible.

Un estimateur Hn est dit admissible s’il n’existe pas d’estimateurs plus efficaces que 6A?n

5.2.2. Structure du risque : biais et variance.
Proposition 5.2. Le risque R, (6, §n) admet la décomposition
R (0,0,) = b2(0,0,) + 02(6,0,),

ol
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Preuve. 1l suffit d’utiliser la Proposition 1.1 avec & = é\n et c=20.

Définition 5.4. On appelle bn(H,é\n) biais de lestimateur 6,, et a%(&,gn) variance de 0,,.

On note aussi o2(6,6,) o Varg(6,). Le carré du biais b2(0,0,) représente la partie
déterministe de I'erreur d’estimation, alors que o2 (#,6,,) mesure la contribution de sa partie
stochastique.

Définition 5.5. On dit qu’un estimateur 6,, est sans biais si Eg(6,) = 0 (i.e. by(0,0,) =0)
pour tout 8 € © et tout n. Dans le cas contraire, on dit que 0, est biaisé.

Une approche dépassée de la détermination d’un estimateur optimal consiste a chercher un
estimateur sans biais de variance minimale. Elle est motivée par le fait que la minimisation du
risque quadratique sur I’ensemble de tous les estimateurs sans biais se réduit a la minimisation
de la variance. Bien que cette approche soit souvent évoquée dans la littérature statistique,
elle ne sera pas considérée ici, car son domaine de validité est tres limité et elle ne présente
pas d’intérét pour les applications. En effet,

— les estimateurs sans biais n’existent que dans des cas exceptionnels, pour quelques

modeles statistiques remarquables,

— si le statisticien se trompe légérement de modele (ce qui se passe souvent dans la pra-

tique), l'estimateur n’est plus sans biais et I’approche n’est plus valide,

— méme pour les modeles statistiques admettant des estimateurs sans biais, on peut sou-

vent proposer des estimateurs biaisés ayant le risque quadratique plus petit. On le voit
dans ’exemple suivant.

EXEMPLE 5.9. Soit le modele normal {N(0,02), 02 €]0,00[}. Considérons deux estimateurs

@11) et @12) du parametre § = o2 :

57(11) — 82 _ %Z(Xz _X—)2’
=1

n
5,(12) =2 = — 152.
D’apres la Proposition 4.2,
n—1
Eg(05)) = Ey(s*) = n o,
donc
~ n—1 o?
bn (02,001 = TUQ a— -
On en déduit que 'estimateur 57(11) est biaisé. Par contre, %2) est sans biais : by, (02, é?)) =0

pour tout o2 > 0. Calculons les variances de ces estimateurs (cf. Exercice 4.8) :

_ 2(n — 1)o*

o2(0?,00)) naA

n

et, comme pour tout a € R et toute variable aléatoire X, Var(aX) = a*Var(X),

2 2 4
02(0275(2)) = ( n ) 0—721(0—2751(11)) = L

n—1 n—1"
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Ceci nous permet de comparer les risques quadratiques :

2\ 2
n n n? n? ’
204
2 g2y = =%
n 7671 - .
R, (o ) —
Pour tout 02 > 0 on a R, (c?, 553)) > Ry (02, 5,(11)), L.e. Vestimateur 03 = s2 est plus efficace
2(2) 2(2)

2 . L (2 . . . .
que 6, = s2. L’estimateur sans biais 6, ’ = s2 est donc inadmissible. On voit qu'un estimateur
biaisé peut étre plus efficace qu’un estimateur sans biais.

Cet exemple révele aussi un défaut du concept de 'admissibilité. En effet, la différence
entre les estimateurs s? et s? est négligeable pour n assez grand et elle disparait quand
n — oo. L'estimateur s2 est tout a fait honorable, mais il est inadmissible pour tout n.
D’autre part, pour tout n fini, I'estimateur constant 97(12) de I'Exemple 5.8 (un estimateur
absurde) est admissible : on ne peut pas 'améliorer au point § = 0. Par conséquent, la

propriété d’admissibilité ne peut pas servir pour sélectionner de bons estimateurs.

CONCLUSIONS.

(1) La propriété de consistance n’est pas suffisamment informative pour nous guider
dans le choix d’estimateurs.

(2) On peut comparer les estimateurs deux a deux et chercher des estimateurs admis-
sibles, mais ceci ne donne pas satisfaction, car il existe des estimateurs absurdes qui
sont admissibles.

(3) La recherche des estimateurs sans biais de variance minimale n’est pas une solution
non plus : un estimateur sans biais peut étre moins efficace qu'un estimateur biaisé.

Autrement dit, les propriétés d’étre consistant, sans biais ou admissible ne sont pas suffi-
santes pour caractériser un bon estimateur.

On note aussi que quelques-uns des problemes présentés ci-dessus disparaissent si, au lieu
de comparer les risques pour n fixé, on les considere asymptotiquement quand n — oo. Par
exemple, le rapport des risques de s? et de s2 tend vers 1 quand n — oo, donc s? n’est pas

“inadmissible dans ’asymptotique”.

De la méme fagon, presque tous les estimateurs raisonnables sont asymptotiquement sans
biais (i.e. leur biais tend vers 0 pour tout 6, lorsque n — o0). Cette propriété est proche de la
consistance (et moins forte que la convergence du risque vers 0), donc elle est plus ou moins
indispensable, a la différence de la propriété, tres contraignante, que le biais soit nul pour
tout n.

Ces remarques nous amenent a privilégier la comparaison asymptotique d’estimateurs.
On en reviendra plus loin dans ce chapitre. Avant de le faire, définissons quelques méthodes
générales de construction d’estimateurs.
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5.3. Méthode des moments

La méthode des moments a été proposée par Karl Pearson en 1894.

Soit X1, ..., X,, un échantillon i.i.d., X; ~ Fp, et soit {Fy,0 € O}, © C R¥, le modele
statistique sous-jacent. Dans ce paragraphe, nous supposons que les X; sont a valeurs dans R
et que les moments d’ordre < k de X7 existent pour tout 8 € ©. Notons

ur(0) = Ep(X7) = /deFg(.T), r=1,..k. (5.2)

Comme la forme de Fp est connue, 6 — p,(0) sont des fonctions connues sur © pour r =
1,..., k. Si les vraies valeurs pu* = p,.(0*), r =1, ..., k, étaient disponibles, on pourrait résoudre
le systeme de k équations

ur(0) =y, r=1,..,k
pour trouver le vecteur 8* (en supposant qu’une solution existe). Or, ces valeurs sont inconnues
et nous disposons seulement d’un échantillon X7y, ..., X,,, X; ~ Fy~. Le principe de substitution

nous suggere d’utiliser
1 n
my = — E X7
n
i=1

comme un estimateur de p = p,(6*). Puisque m, il wr(0*) quand n — oo, on peut espérer,
qu’au moins pour n assez grand, une solution par rapport a 6 du systeme d’équations

wr(0) =my, r=1, ..k, (5.3)
soit proche de 0*.

Définition 5.6. On appelle estimateur par la méthode des moments (EMM) du pa-

ramétre 6 dans le modéle {Fp, 6 € ©} avec © C RF toute statistique é\ﬁ“/l a valeurs dans ©
étant une solution du systéme de k équations (5.3). Autrement dit,

W(?,JKM) =m,, r=1,..k.

Il est clair que ’EMM peut ne pas exister et, s’il existe, il n’est pas toujours unique.

REMARQUE. Au lieu d’utiliser les k premiers moments pour construire Iestimateur de 6 € R¥,
on peut utiliser £ moments quelconques gy, ..., ftr, (pourvu qu’ils soient finis).

EXEMPLE 5.10. EMM pour le modéle normal ¢ moyenne et variance inconnues {N (1, 0%), pu €
R, 0% > 0}. )
On montre facilement que X et s2 sont les estimateurs de y et o par la méthode des moments.

EXEMPLE 5.11. EMM pour le modeéle exponentiel {E(0), 0 > 0}. La densité de Fy est
F(a,0) =67 e N0y
Alors,
p1(0) = Eg(X1) = ;/000 ze odx =0,
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o)

et la solution 9n1 = X de 'équation

=X, (oupu(9)=m =X)

est un estimateur par la méthode des moments du parametre 6. On remarque aussi que
1 [ x
p2(0) = / e o dr = 26°.
0 Jo
4 s p(2) X242 )4 . 2 _ .
Par conséquent, la solution 6, = 5 de I'équation 26= = mg, olt
1 n
my = LS X2 X242

est un autre estimateur par la méthode des moments de 6. De plus, comme X — pu1(0) = 6
(p.s.) et 82 — 02 = Ep[(X1 — p1)?] = 6% (p.s.), d’apres le Premier théoreme de continuité

(Proposition 1.10),
X2 4 g2 (0
\/ 5 5 —>\/ 22( ) =0 (ps.).

EXERCICE 5.2. En utilisant les théoremes de continuité, chercher la loi limite de \/ﬁ(@?) —0)
sous les hypotheses de I’Exemple 5.11.

5.3.1. Méthode des moments généralisée. Une démarche similaire a la méthode des
moments peut étre effectuée avec des fonctions générales ¢, (x) au lieu de =" dans (5.2). On
raisonne de la méme facon que précédemment, sauf que ’on définit

() = Eg(or(X1)), r=1,...,k,

et on pose £ 3" | ©,(X;) & la place de m, dans (5.3). La méthode des moments généralisée

consiste a définir I'estimateur de §* comme une solution 6 = 5,]1‘/[ & du systeme
1 n
pr(0) =~ z;gor(Xi), r=1,..k (5.4)
1=

EXEMPLE 5.12. Estimation dans le modéle de Cauchy.
On considere le modele {Fy, 6 € R} ou la densité de Fy est donnée par

1
x,0) = rz €R.
f(@.0) 7(1+ (x —6)2)’
Pour cette densité, les moments n’existent pas et la méthode des moments n’est pas utilisable.
Mais il est possible d’appliquer la méthode des moments généralisée avec, par exemple, k = 1,

p1(x) = sgn(z) ol

—1,six <0,
) = | gies0
Grace a la symétrie de la loi de Cauchy,

1 (6) = / £(.0) sgn(z)dx = 1 — 2Fp(—0) = 2Fo(6) — 1

ou

1 [t d 1 1
Fy(t) = / 4 5 = —arctant + _,
T ) ol+u s 2
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et alors I’équation (5.4) s’écrit sous la forme

2 1 &
—arctanf = — X5).
- arctan - Zz;sgn( i)

L’estimateur par la méthode des moments généralisée est donc

MG _ T« )
6, "~ = tan <2n Zl sgn(Xl)>.

En utilisant la loi des grands nombres, le théoreme central limite et les théoremes de continuité
(Propositions 1.10, 1.11), on prouve que c’est un estimateur consistant et asymptotiquement
normal :

VO = 07) N (0, 0(0%)), (5.5)
lorsque n — oo, ou v(6#*) > 0 est sa variance asymptotique.
EXERCICE 5.3. Explicitez la variance asymptotique v(6*) dans (5.5).

REMARQUE. La méthode des moments est un cas particulier de la méthode de substitution.
En effet, supposons que I'on peut écrire § = T'(Fy) pour 0 € R¥, ot

T(F) =T (F), ..., we(F))
avec jj(F) = [2/dF(z) et T : RF — RF. Lestimateur de § = T(F) par la méthode de

substitution est donc

T = T(p1(Fp), ooy i (Fp)) = T(ma, ... my) = MM,

n

5.4. Méthode du maximum de vraisemblance

Quelques cas particuliers de la méthode du maximum de vraisemblance ont été connus de-
puis le XVIIIeme siecle, mais sa définition générale et I’argumentation de son role fondamental
en Statistique sont dues a Fisher (1922).

Définition 5.7. Considérons un modéle statistique {Fp, 6 € O}, ot © C R¥, vérifiant I’Hy-
pothése (D). On appelle fonction de vraisemblance l'application 0 — L(X,,0), ot

n

L(X,,0) = [[ F(X:,6), 6€e,

i=1
avec Xp, = (X1, ..., Xp).

EXEMPLE 5.13. Soient X7y, ..., X,, des variables aléatoires discretes, réalisations i.i.d. d’une
v.a. X & valeurs dans un ensemble fini A. Alors, pour toute valeur fixée a € A,

f(a,0) = Py(Xy = a).

Si l'on fixe I’échantillon X,, = (z1, ..., xy), on peut écrire

L(X,,0) = L (21, ... 2),0) = [ [ Po(X1 = 23) = [[ Po(Xs = ). (5.6)
=1 =1
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On voit donc que L(X,,, 6) est la probabilité d’obtenir la réalisation (z1, ..., z,) quand la vraie
valeur du parameétre est égale a 6. Supposons que, pour deux valeurs 6, et 6o,

L((x1,...,xp),01) > L ((x1,....,20),02) .

Alors (cf. (5.6)) la probabilité d’obtenir la réalisation &, = (x1, ..., zy) est plus grande si la
vraie valeur du parametre était 8* = 0, que si elle était 6* = 5. Autrement dit, la valeur 6;
est “plus vraisemblable” que 6, étant donnée la réalisation (z1,...,zy) . En général, la valeur

0= argrgleaé(L((xl, ey Ty, 0)
est “la plus vraisemblable”. Ceci nous conduit a la définition suivante.
Définition 5.8. Toute statistique 524‘/ = éyv(xn) telle que

L(X,,0MV) = max L(X,, 6)
0cO

est appelée estimateur du maximum de vraisemblance (EMYV) du paramétre 0 dans le
modele statistique {Fy, 0 € ©}. Autrement dit,

oMV

= L(X,,,0).
arg max LAy, 0)

REMARQUES.
(1) L’EMV peut ne pas exister (voir ’Exemple 5.18 ci-apres).
(2) Siun EMV existe, il n’est pas toujours unique (voir les Exemples 5.15 — 5.17 ci-apres).

(3) La fonction
1 (0) = — S In (X, 0) 1§n:1 £(X,0)
n = ——1n n,V) = —— n iHY)s
n n

bien définie si f(z,0) > 0, est appelée fonction de log-vraisemblance. Alors
MV _ :
0,7 = arg min 1,(0).

(4) Sile maximum de L(AX,, ) (respectivement, le minimum de [,,(-)) n’est pas atteint sur
la frontiere de © et si application § — VoL (X, 0) est continue, condition nécessaire
de maximum est 'annulation du gradient :

VQL(XT“ e)yez’o\yv — 0,

ce qui représente un systéme de k équations, car § € R*. De facon similaire, condition
nécessaire de minimum de la fonction de log-vraisemblance est

Vin(0) = 0. (5.7)

On appelle (5.7) équation de vraisemblance si § € R et systéme des équations
de vraisemblance si § € RF k> 1.
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Définition 5.9. On appelle racine de 1’équation de vraisemblance (REV) dans le

modeéle {Fy, 6 € O} avec © C R toute statistique HAfEV a valeurs dans © étant une solution
du systéme de k équations (5.7). Autrement dit,

Vi, (05 = 0.

Notons qu’en résolvant le systéeme (5.7) on obtient tous les maxima et tous les minima
locaux de I,(+), ainsi que ses points d’inflexion. 11 est clair que la REV peut ne pas exister et,
si elle existe, elle n’est pas toujours unique.

Pour que les Définitions 5.8 et 5.9 donnaient les mémes estimateurs, i.e. pour que tous
EMYV soient des REV et vice versa, il faut que les conditions suivantes soient réunies.

(E1) f(z,0) > 0 pour 6 € O et pour tout x.
(E2) La fonction 6 — f(x,0) est différentiable sur I’ensemble © pour tout z.
(E3) La fonction [, atteint son minimum global pour tous les 6 tels que Vi, (0) = 0.

La condition (E3) est tres restrictive : on ne peut effectivement la vérifier que si la fonction
I, est convexe et son minimum global n’est pas atteint sur la frontiere de ©. L’équivalence
des deux définitions n’a donc pas lieu que dans une situation tres particuliere. Il s’agit essen-
tiellement de deux estimateurs différents, sauf cas exceptionnel.

EXEMPLE 5.14. EMV pour le modéle normal & moyenne et variance inconnues {N (u,c?), u €
R, o > 0}. La densité de la loi N'(u, 0?) est
(z — p)?

f(z,0) = \/2177meXp(_%f2>’ 0= (u0),

donc les fonctions de vraisemblance et de log-vraisemblance correspondantes valent

L(X,,0) = (\/2—:;0)” exp < - 2%2 ;(Xi - u)2>,

1 1 &
In(0) = 5 n(2m) +Ino + o > (Xi— )
=1

Les équations de vraisemblance ont la forme

Ol (0
Tl =0 [ H T (Xi- ) =0,
WO — g 5=k T - ) =0,
Pour n > 2, ce systéme admet une seule solution (u, o) donnée par :
p=X,
1 zn:(x X)?
o= |- ;— = s.
n ‘
1=

La seule REV est donc (X, s). C’est aussi 'EMV au sens de la Définition 5.8. Pour n = 1 il
n’existe pas d’EMV, mais ce cas n’est pas intéressant, car dans la pratique il s’agit toujours
d’un échantillon de taille n > 1.
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Conclusion : I'estimateur du maximum de vraisemblance de (u, o) est @QW =(X,s) = GAfEV.

EXEMPLE 5.15. EMYV pour le modéle de Laplace.
Considérons le modele statistique {Fp, § € O}, ot Fy admet la densité de Laplace

1 |z — 0]
f(x,G)—%exp(—T), z € R,

oll o > 0 est connu, le parametre 6 € R est inconnu et © = R. Les fonctions de vraisemblance
et de log-vraisemblance pour ce modele sont, respectivement,

1\" 1 —
L) = (57 ) e (—U;m - 9|) ,
1 n
— In(2 —NIx, -9
ln(e) n( O-)_'_TZO';‘ i 9’

Si 'on cherche & minimiser 1, (), cela revient & minimiser y ;" ; [X; — 6|. Cette fonction est
différentiable presque partout et sa dérivée admet la version suivante :

di;(z | X; — 9|) = —ngn(Xi —6) e h(8).
i=1 i=1

Si n est pair, 'TEMV n’est pas unique : en effet, tout point de 'intervalle [X(%),X(%H)] est
un EMYV et tout point de I'intervalle ]X(%), X(gﬂ)[ est une REV. Si n est impair, 'TEMV est
unique : 6724‘/ = X(Lﬂ), mais il n’existe pas de REV.
2
Rappelons-nous que la médiane empirique est définie par

X . .
M, — { (n£1y pour n impair,

X/ +Xn .
X2t X wzen pouy gy pair.

Figure 5.1. La fonction h(f) pour n = 4 (le méme type de graphique pour tout n pair).
L’estimateur du maximum de vraisemblance n’est pas unique dans ce cas :
tout point de [X(z), X(z11)] est un EMV.
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Conclusion : dans le modele de Laplace, la médiane empirique est 'un des estimateurs du
maximum de vraisemblance, au sens de la Définition 5.8. C’est aussi une REV si n est pair.
Par contre, si n est impair, il n’existe pas de REV.

Figure 5.2. La fonction h(f) pour n =5 (le méme type de graphique pour tout n impair).

L’estimateur du maximum de vraisemblance est unique : 971:1\/ = .X(n+1).
2

EXEMPLE 5.16. EMV pour le modéle uniforme {U(0,0), 6 > 0}.
La densité de Fy vaut

f(z,0) = = Ljgg(2).

Sl

051

Figure 5.3. Modeéle uniforme : §%V = Xn)-

La fonction de vraisemblance pour ce modele s’écrit sous la forme

L(X,,0) = ein [11{0< x; <6}
=1
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Notons que

9% sinon.

1 0 sif< X, =max(X,..., Xn),
mllﬂmg&sﬂ:{ o = max( g

i=1
On voit que é;]‘b/f V= X(n) est 'unique EMV. 1l n’existe pas de REV, car la fonction de log-

vraisemblance n’est pas dérivable.
1

EXEMPLE 5.17. EMV pour le modéle de Cauchy : f(x,0) = T+ 6)2)
7T x —

,0eR, zeR.

La fonction de vraisemblance pour ce modele est
n
1
LX,0)=7m""|| ——— -
(TL?) s H1+(XZ—9)2
La fonction de log-vraisemblance correspondante est de la forme

l,(0) =Inm + 7%Liln(l + (X — 0)%)),
i=1

et I’équation de vraisemblance I}, (6) = 0 équivaut &

P 14+ (X; —6)?
Généralement, cette équation admet plusieurs solutions que I'on ne peut pas trouver sous la
forme explicite. Il y a, en général, plusieurs EMV et plusieurs REV.

EXEMPLE 5.18. Modéle statistique pour lequel il n’existe pas d’EMYV.
Considérons le modele {Fy,0 € R} tel que Fp admet la densité fo(- — 0) par rapport a la
mesure de Lebesgue sur R avec

el )
Jo(z) = N fe(z))/2,

ou in est la densité de la loi chi-deux & 1 degré de liberté. Alors, la fonction de vraisemblance

L(%,,0) = [ [ fo(Xi - 0)
=1

vérifie limy_, x, L(X},, ) = +oo pour tout i = 1,...,n, ce qui implique que la borne supérieure
de la fonction de vraisemblance n’est pas atteinte et alors il n’existe pas d’EMV.

La fonction de log-vraisemblance et ses fonctionnelles jouent un réle important en Statis-

tique. Pour élucider les propriétés de TEMV | il est utile de comprendre comment se comporte
la fonction de log-vraisemblance quand n — oo.

5.5. Comportement asymptotique de la fonction de log-vraisemblance

Soit 8* € O la vraie valeur du parametre, c’est-a-dire la valeur 6* telle que X; ~ Fyp« pour
1=1,...,n, et soit 'hypothese suivante vérifiée :

/|lnf(x,0)|f(a:,9*)du(m) <0, WOcCO. (5.8)
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Pour tout 6 fixé, les variables aléatoires Z; = —In f (X}, 0) sont i.i.d. de moyenne

E(Z;) = —Ep«(In f(X;,0)) /f x,0")In f(z,0)du(zx).
D’apres la loi des grands nombres, on obtient la convergence en Py«-probabilité :
1,(0) L J(#) quand n — oo,
pour tout 6 € ©, ou
- [ #(a.6)0 f0)dute)

est appelée fonction de contraste associée a l’estimation du maximum de vraisemblance
dans le modele statistique {Fp,6 € ©}. On voit donc que, pour n assez grand, la fonction
de log-vraisemblance [,,(+) est suffisamment bien approchée par la fonction de contraste J(-).
Ceci nous incite a étudier plus en détail les propriétés de la fonction de contraste.

Lemme 5.1. Supposons que la condition (5.8) est vérifiée. Alors
J(0) > J(0"), VOeo.

Si, de plus, I’Hypotheése (Id) est vérifiée, alors
J(0) > J(O"), VO#0".

Preuve. Notons que, pour tout ¢ > —1, on a : In(1 4+ ¢) — avec In(1+¢) —t =0
si et seulement si ¢ = 0. On pose, pour abréger, f(x) = f(z, ) (:U) = f(x,6*). Comme
f/ff*>0,ona:
f f f f
Jo_ (L _ — Jo_ g <
In 2 (f* 1) =m (14 (f* 1)) - (f* 1) <o, (5.9)

ou 'égalité est atteinte si et seulement si f/f* = 1 (dans ces calculs on suppose que f* > 0).

Evidemment,
/ (Jf - 1) frdp = 0. (5.10)
En utilisant (5.9) et (5.10), on obtient

J(6) — - /f ln—du— /f n—— Jﬁiqﬂduzo.
Le membre dans les crochets est negatlf, donc la dermere inégalité se transforme en égalité
si et seulement si ce membre est nul pour u-presque tous x tels que f*(z) > 0, i.e. Pégalité
dans (5.9) est atteinte pour tout x tel que f*(x) > 0. Mais ce n’est possible que si

f(z)/f*(z) =1 pour pu-presque tous z tels que f*(z) > 0. (5.11)
Notons que (5.11) est vrai si et seulement si
f(x) = f*(x) pour p-presque tous z. (5.12)

En effet, comme f et f* sont deux densités de probabilité, la condition (5.11) implique :

/ff(f*:o)duzl—/f[(f*>0)du:1—/f*1(f*>o)duzo,
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d’olt on obtient que f = 0 pour p-presque tous x tels que f*(z) = 0. Donc, la condition (5.11)
implique (5.12). L’implication réciproque est évidente.

On a alors,
J(0) = J(07)

si et seulement si

f(x,0) = f(x,0") pour p-presque tous x. (5.13)

D’apres 'Hypothese (Id), (5.13) implique que § = 6*. On voit donc que (5.13) n’est pas
possible pour § # 0*. Par conséquent, J(0) = J(6*) n’est pas possible pour 6 # 6*. [

Le résultat du Lemme 5.1 peut étre considéré comme une justification de I'estimateur du
maximum de vraisemblance : puisque 1,,(6) converge en probabilité vers J(0) pour tout 6 € ©,
on peut espérer que 'EMV

5,1)4" = argmin/,,(0)
0cO
ne soit pas loin de
0" = argmin J(0).
0cO
Dans la suite, on donnera un sens mathématique précis a cette idée heuristique.

5.6. Consistance de ’estimateur du maximum de vraisemblance

Quelquefois on peut montrer la consistance de 'EMV directement, sans utiliser des
théorémes généraux. Par exemple, pour le modele normal {N(6,1), 6§ € R} ou pour celui
de Bernoulli {Be(#), 0 < 6 < 1}, TEMV est la moyenne empirique X, alors que la vraie va-
leur du parametre est la moyenne théorique, 6* = Ep«(X). La consistance de 'EMV découle
donc directement de la loi des grands nombres. La liste des exemples de ce genre peut étre
encore prolongée, mais ce ne sont que des cas exceptionnels. Un résultat plus général est

donné dans le théoréme suivant.

Théoreme 5.1. Supposons que © est un ouvert de R et
(i) la densité f(x,0) est continue comme fonction de 0, pour tout x,
(i) U’Hypothese (1d) d’identifiabilité est satisfaite,
(i) la condition (5.8) est vérifiée pour tout 8* € ©,
(iv) pour tout n, UEMV WV existe et l’ensemble des minima locaux de la fonction de
log-vraisemblance 1,(0) est un intervalle fermé et borné a l'intérieur de ©.
Alors /0\% V' est un estimateur consistant.

Preuve. Fixons 6* € O. 1l faut démontrer que
lim Py (|0MY — 6" > ) =0, Ve>0. (5.14)
n—oo

11 suffit ici de considérer seulement les valeurs € > 0 telles que 8* +¢ € ©, 0* —¢ € ©. Fixons
alors € > 0 qui vérifie ces hypotheses. Notons
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Evidemment,
Jn(07) = 0.
D’apres la loi des grands nombres, pour tout 6 € O,

Jn(0) T J(0) — J(0") quand n — oo.

(On note ici 2 la convergence en Py« -probabilité.) En particulier, pour tout € > 0,

Ju(0F =) B Epe(Jo (0" —€)) = J(0* — &) — J(6F) =5 > 0, (5.15)

Ju(0F +2) D Eoe(Jp (0" + ) = J(0" + ) — J(0F) =54 > 0, (5.16)

lorsque n — oo. La positivité des constantes 0_ et d4 découle de I'hypothese (ii) du théoreme
et du Lemme 5.1.

Soit événement aléatoire A % {|6MV — 6*| < £}. Montrons que

AD{Jp (0" —e) >0} N{Jp(0" +¢) > 0}. (5.17)
En effet, la continuité de J,(#) (d’apres 'hypothese (1)) et les inégalités
Jn (0" —¢e) >0,
Jn(6%) =0,
Jn(0* +€) >0

impliquent que J,,(6) atteint au moins un minimum local sur l'intervalle |0* — ¢, 6* + ¢[. La
condition (iv) du théoréme implique que tous les minima locaux de J,(#) sont ses minima
globaux et ils forment un intervalle fermé et borné. Par conséquent, cet intervalle est contenu
dans |0* — ,6* + ¢[. Donc, 6MV €]6* — ¢,6* + <[, et (5.17) est démontré.

D’apres (5.17), (5.15) et (5.16), on a

< Py~ (Jn(e* - 5) < 0) + Pp- (Jn(e* + 5) < O)
= Py (Jn(0% — &) — Ege(Jn(0" — &) < —4_)

+ Py« (Jn (0" 4+ €) — Eg«(Jn (6" +¢) < —=64) — 0 quand n — oc.

REMARQUES.

(1) Les hypotheses (i) - (iii) sont peu restrictives. Evidemment, hypothése (i) est sa-
tisfaite dans plusieurs situations. L’hypothese (ii) est nécessaire pour I'unicité de 6*,
la vraie valeur du parametre. La condition (iii) est nécessaire pour l'existence d’une
limite finie J(0) de la fonction de log-vraisemblance.
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(2) Seule I'hypothese (iv) du Théoreme 5.1 est restrictive. On peut montrer qu’elle n’est
pas nécessaire. Wald (1949) a démontré que, sous les hypotheses un peu différentes
de (i) - (iii), mais aussi tres générales, et sans aucune hypothése sur le comportement
de I'ensemble des minima locaux de [,,, 'EMV est consistant. Un résultat similaire
est vrai pour toute suite de racines de 1’équation de vraisemblance (voir, par exemple,
A.A.Borovkov Statistique mathématique, 1984).

ExXEMPLE 5.19. Consistance de UEMYV pour le modéle de Laplace.

Soit {Fp,0 € R} le modele de Laplace défini dans 'Exemple 5.15. Il est évident que les
conditions (i) et (ii) du Théoreme 5.1 sont vérifiées. La condition (iv) aussi est vraie, vu
I’Exemple 5.15. Pour vérifier I'hypothese (iii), il suffit de noter que, pour le modele de Laplace,
Ep(|In f(X,0)]) < 00 <= Ep«(|X —0)|) < oo et que la derniére inégalité est évidemment
satisfaite. Le Théoreme 5.1 permet donc de déduire que 'EMYV dans le modele de Laplace est
consistant.

EXEMPLE 5.20. Consistance de UEMYV pour le modéle de Weibull.
Soit le modele statistique {Fp, 0 > 1}, ou Fp admet la densité suivante par rapport & la mesure
de Lebesgue :

f(z,0) = 029 Lexp(—a?) I[{z > 0}.

La fonction de vraisemblance correspondante est donnée par
n n n

L(X,,0) =[] £(Xi,0) = 0" exp(= Y X)) [ X7 ' 1{X; > 0}.
i=1 i=1 i=1

La fonction de log-vraisemblance et ses dérivées sont données par (on ne regarde que l’en-
semble ou tous les X; sont strictement positifs) :

1< 1<
1,(0) = —Inf — (6 — 1)52111)(#52)(?,
=1 =1

11
o) = i) + - ZXf(hﬂXi)2 >0, pour tout 6 > 0.
i=1

L’existence d’une racine de I’équation de vraisemblance est claire vu les convergences I/, () —
+o0o quand € — +oo, et I/, () — —oco quand § — +0. En outre, cette racine est unique car
1"(6) > 0 pour tout 6 et n. La condition (iv) du Théoréme 5.1 est donc satisfaite. On note

que, pour le modele de Weibull, 5{? V= é\fv.

Finalement, la condition (iii) est satisfaite, car
Ey- (| f(X.0)]) < C1Bp- (IX]+ X]°) + s

avec des constantes C1, Cy positives (dépendantes de ) et la derniére expression est finie pour
tout 6, ce qui implique (5.8). On peut donc appliquer le Théoreme 5.1 pour en déduire que
I’EMV dans le modele de Weibull est consistant.

EXEMPLE 5.21. Un EMYV non-consistant.
Considérons le modele statistique ou1 X est une v.a. discrete a valeurs dans {0, 1}, de fonction



5.7. MODELES STATISTIQUES REGULIERS 117
de probabilité Py(X = x) = f(z,0) donnée par

(671 —6)177) si g est rationnel,
f,6) = { 0(1=2)(1 — 0)*, si @ est irrationnel,

ot z € {0,1} et 0 < 6 < 1. ’'EMV de 6 basé sur échantillon X1,..., X, est MV = X
D’apres la loi des grands nombres,

P { 0, i 0 est rationnel,

1 — 6, sif# estirrationnel,
(il s’agit ici de la convergence en Py-probabilité) et donc 'EMV 5};4 V' = X n’est pas consistant.
Ce contre-exemple est assez artificiel, mais il montre que, pour avoir la consistance de 'EMV,
il faut que lapplication 6 — f(x,0) ne soit pas trop oscillante sur des petits ensembles (cf.
hypothese (i) du Théoreme 5.1).

5.7. Modeles statistiques réguliers
Pour le reste de ce chapitre, on supposera que ©® C R. Le cas multi-dimensionnel peut
étre traité de la méme maniere.

Notre but local est d’introduire des hypotheses sur le modele statistique qui permettent
la différentiation de J(-) deux fois sous le signe intégrale. On verra plus loin que, sous ces
hypotheses, 'TEMV jouit de bonnes propriétés, telles que la normalité asymptotique.

Notons pour abréger

aéf o) %8O ni gy dét 0
l(e,0) = Inf(z,0), U(2,0) = z5nf(z,0), U(z,0) = 551 f(z,9),
/ déf O
f(;U?e) - 80f($79)7

ou les notations I'(z, 0), " (x,0) et f'(z,0) sont valables seulement si les dérivées en question
existent.

Définition 5.10. Soit la fonction 0 +— [(x,0) différentiable pour presque tout x par rapport
a la mesure p. La fonction I1(-) sur © a valeurs positives définie par

1(6) = / (U'(,0))* (2, 0)dp(z) = Eg ([I(X, 0)]2)

est appelée information de Fisher associée a une seule observation dans le modéle statis-
tique {Fy, 0 € O}.

Sous les hypotheses de la Définition 5.10, on peut aussi écrire

_ (f'(=,0))
I(e) a /{x:f(x,9)>0} f(.’I,', 9)

La Définition 5.10 n’exclut pas la possibilité I(0) = +o00. Cependant, par la suite, on s’intéresse-
ra seulement aux modeles statistiques ayant une information de Fisher finie. Introduisons les

du(x).
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hypotheses suivantes.

Hypothéses de régularité.

(H1) L’ensemble des parametres © est un intervalle ouvert de R et
f(x,0) >0 < f(x,0)>0, V0,0 €O

(H2) Pour p presque tout x, les fonctions 6 — f(z,0) et 6 — I(x,0) sont deux fois
continiment dérivables sur ©.

(H3) Pour tout #* € O il existe un intervalle ouvert Ugp- C © contenant 6* et une
fonction borélienne A(x) tels que |I”(z,0)] < A(z), |I'(z,0)] < A(z), |I'(z,0)]* < A(z),
pour tout 6 € Uy~ et pu presque tout z, et

/A(a:) sup f(z,8)du(z) < oo.

(H4) L’information de Fisher I(6) vérifie

1(0) >0, V0eo.

REMARQUE. Comme le voisinage Uy« peut étre choisi aussi petit que 'on veut, I’hypothese
(H3) n’est pas beaucoup plus forte que la condition que les intégrales

100 duo). [ 0,672 w6 dul) = 167
soient finies pour tout 6* € ©.

Définition 5.11. Un modéle statistique {Fy,0 € O} est appelé modele régulier s’il vérifie
les Hypothéses (D), (H1) — (H4).

EXERCICE 5.4. Montrer que les modeles normal, de Bernoulli et de Cauchy définis dans les
Exemples 5.1, 5.4, 5.17 respectivement sont réguliers.

Par la suite, 'appellation hypothéses de régularité sera réservée aux hypotheses (H1) -
(H4).

Notons que I'hypothese (H3) implique que I'information de Fisher I() est finie pour tout
e et

/ sup |I'(z,0)|f(z,0%)du(z) < oo, (5.18)
09Uy

/Sup (I .0)1 1. 0)) du(z) < oc. (5.19)

QEUO*

5.7.1. Régularité de la fonction de contraste. Calculons les dérivées d’ordre 1 et 2
de la fonction de contraste J(-). On aura besoin du lemme suivant que 1’on utilisera par la
suite pour justifier la dérivation sous le signe intégrale.

Lemme 5.2. Soit (X, .A) un espace mesurable et g : X x R — R une fonction mesurable de
(X xR, A® B(R)) vers (R,B(R)), telle que g(x,0) est continiment différentiable en 6 pour
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v presque tout tout x € X. Soit, de plus,

/21615 ‘geg(x,ﬁ))du(aﬁ) < 00, (5.20)
/|g(m,9)|du(x) <00, VOET, (5.21)

ou U est un intervalle ouvert de R et v est une mesure o-finie sur A. Alors la fonction

G(0) = /g(:z:,ﬁ) dv(x)

est continiment différentiable sur U et on peut dériver sous le signe intégrale :
d/( H)du()—/a( 0)du(z), OecU
d@ g :L" T) = 89 g x? €T 9 .

Preuve. En utilisant (5.20) et le théoreme de Fubini, on obtient, pour tout 6 € U, 62 € U,

/ 9 [ / geg(x,ﬁ)du(x)]dﬁ -/ [ :2 (%g(:r,@)d@}dy(x)

= / (g(x, 02) — g(x, 91))d1/(a:) = G(62) — G(6h).

On a donc
02
G(02) — G(61) = G'(0)df.
01
avec

G'(0) :/aaeg(x,@)dy(:z:).

Il ne reste qu’a vérifier que la fonction G’ est continue. Il vient, pour tout § € U, 0" € U,

GO -c) < [ \;gw, 0) — o, )| dv(a)

L’expression sous l'intégrale dans le membre de droite converge vers 0 quand ¢/ — 6 pour
v presque tout x et elle est uniformément bornée par la fonction 2supyc; {%g(z,@)‘ qui
est intégrable vu (5.20). L’application du théoréme de convergence dominée permet donc de
conclure. ]

Le Lemme 5.2 entraine le résultat suivant.

Lemme 5.3. Soit {Fy,0 € O} un modéle régulier. Supposons que la condition (5.8) soit
vérifiee. Alors, la fonction de contraste J est deuzx fois continiment différentiable sur un
voisinage de 0* et

J'(6%) = 0, (5.22)
J"0%) = —Ep-(I"(X,0%)) = — / (2, 0%) f (x,0%)dp(z). (5.23)
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Preuve. Montrons d’abord que la fonction J est différentiable. Utilisons le Lemme 5.2 avec

V=4[, g(m,@) = f(:c,@*)lnf(:v,@)

Les conditions (5.20) et (5.21) sont vérifiées vu (5.18) et (5.8) respectivement. La fonction J
est donc contintiment différentiable sur un voisinage Uy« de 6* et, pour tout 6 € Uy,

J(0) = — / (@, 0)f (z, 0)dp(). (5.24)

D’apres le Lemme 5.1, J(6) atteint son minimum pour 6 = 6*. Par conséquent, J'(6*) = 0.

Montrons maintenant qu’il est possible de dériver sous le signe intégrale dans (5.24) pour
0 € Up~, ce qui entraine (5.23). Il suffit d’appliquer le Lemme 5.2 & la fonction G(0) = J'(0).
Posons, dans le Lemme 5.2,

g(l’, 9) = —l,($, H)f(.’E, 9*)
11 est facile de voir que dans ce cas les hypotheéses (5.20) et (5.21) du Lemme 5.2 découlent
de (H3) et de (5.18) respectivement. [

5.7.2. Propriétés de l’information de Fisher. Donnons d’abord deux exemples de
modeles non-réguliers pour lesquels I'information de Fisher n’est pas définie ou n’est pas
strictement positive.

EXEMPLE 5.22. L’information de Fisher n’est pas définie pour le modele uniforme
{U10,0], 6 >0},
car [(x,0) n’est pas différentiable. Ce modele n’est pas régulier.

EXEMPLE 5.23. Soit le modele statistique de densité

1 (z — 0%)?
e = (- ) e
otl 'ensemble des parametres © = R. Alors I/(z,0) = —20(z — 6?) et I'information de Fisher

vaut 1(f) = 46%. En particulier, I(0) = 0, donc le modele n’est pas régulier. Rappelons que
ce modele n’est pas indentifiable (cf. Exemple 5.5). Par contre, le modele devient régulier si
I'on prend © = {6 : 6 > 0}.

Lemme 5.4. Soit {Fp,0 € ©} un modéle régulier. Alors

1(0) = — / V' (,0) 1 (2, 0)dp (),

pour tout 8 € O,

Preuve. Comme f(z,60) est une densité de probabilité par rapport a la mesure p,

/f(x,@)du(x) =1. (5.25)

Pour obtenir le lemme, on va dériver cette égalité 2 fois sous le signe intégrale. La démonstra-
tion utilise la double application du Lemme 5.2, avec v = . D’abord, on pose dans le Lemme
5.2

g(.r,e) = f(:Ea 0)
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Dans ce cas, la condition (5.20) du Lemme 5.2 est vérifiée vu (5.19). La condition (5.21) du
Lemme 5.2 est évidente. On peut donc dériver (5.25) sous le signe intégrale et, pour tout

0 eo,
/f’(az,@)du(z) = 0. (5.26)

Ceci équivaut a

/l/(a:, 0)f(x,0)du(x) =0, V6e0. (5.27)

Utilisons le Lemme 5.2 encore une fois pour justifier la différentiation sous le signe intégrale
dans (5.27). Posons, dans le Lemme 5.2,

g(z,0) = f'(z,0) =1U'(x,0) f(x,0).

Alors,
L (0,0) = 1'(2,0)1(2,0) + @, 0)S (2, 0). (5.25)
Vu (5.28) et 'hypotheése (H3), on obtient la condition (5.20) du Lemme 5.2. La condition

(5.21) du Lemme 5.2 découle de (5.19). On peut donc dériver sous le signe intégrale dans
(5.27) et on obtient, en utilisant (5.28),

0= / Loz, 0)du(r) = / ' (,0) f (. O)dpu(x) + 1(6),

ce qui démontre le lemme. |

EXEMPLE 5.24. Information de Fisher pour le modéle normal {N(6,0?), 6 € R} avec 0 > 0
connu :

1
10)= 5, VOER.

L’information de Fisher ne dépend donc pas de 6 et la fonction de contraste correspondante
vaut

J(0) = J (0% + %‘2(9 o,

5.7.3. Interprétation graphique de I’information de Fisher. Les Lemmes 5.3 et
5.4 impliquent que, sous les hypotheses de régularité,

16%) = J"(6%).

D’apres le Lemme 5.1, la fonction J atteint son minimum au point 6*. Si la valeur I(6*) est
petite, le rayon de courbure du graphique 6 — J(6) sur un voisinage du minimum de J est
grand, donc la fonction J est “plate” sur ce voisinage. Si U'information (6*) est grande, la
situation est différente : J est “pointue” sur un voisinage de #*. Mais la fonction de contraste
J est la limite en probabilité de la fonction de log-vraisemblance I,,. Autrement dit, I,,, avec
une probabilité proche de 1 pour n assez grand, oscille dans un petit “tube” autour de J. Si
I'information I(6*) est petite (J est “plate”), ses oscillations peuvent amener l’estimateur du

maximum de vraisemblance 6" loin de 6*. Par contre, si I(6*) est grande (J est “pointue”),
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'estimateur du maximum de vraisemblance #V est trés proche de 6*, la vraie valeur du
parametre.

Ceci nous conduit a la conclusion suivante : plus grande est I'information de Fisher,
plus proche est TEMV de la vraie valeur du parametre. Le sens précis mathématique de
cette remarque sera élucidé dans le résultat sur la normalité asymptotique de 'EMV (voir le
Théoreme 5.2 plus loin).

Il est utile de noter que l'information de Fisher est une caractéristique locale en ce sens
qu’elle décrit le comportement de la fonction de contraste J seulement sur un voisinage de son
minimum 6*. Dans le méme esprit, la notion de modele régulier est locale. Le fait qu’un modele
statistique soit régulier ne signifie pas que J(6) > J(0*) globalement pour tout § € ©, ni méme
qu’il existe des estimateurs consistants de 6 : un modele régulier peut ne pas étre identifiable.
En effet, le modele de ’Exemple 5.23 avec I'ensemble des parametres © = {6 : |0| < 1,0 # 0}
est régulier, mais il ne vérifie évidemment pas I’'Hypothese (Id).

REMARQUE. Les quantités J(0)—J(0*) et J(6*) apparaissent souvent dans 'usage statistique.
On appelle

K(0,0%) = J(0) — J(0") = /ln mf(x, 0% )du(z)

information de Kullback (ou divergence de Kullback) de f(x,0) par rapport a f(x,6*). C’est
une mesure de divergence (dissymétrique) entre f(x,0) et f(z,0*). Son interprétation est
similaire & celle de l'information de Fisher : elle permet de juger si la fonction J(6) est
“plate” ou “pointue”. Mais, a la différence de I'information de Fisher, la valeur K (6,60*) est
une caractéristique globale (non restreinte a un voisinage de 6*) et elle est bien définie pour
certains modeles non-réguliers.

La valeur

J(67) = - / F(,6%) In f (2, 0%)dpu(z)

est appelée entropie de Shannon associée a la densité f(z,0*). Elle est parfois utilisée comme
une mesure de dispersion, par exemple, quand la variance

/ﬁf@,&*)du(x) — </xf(w79*)du(w)>2

n’est pas finie, comme pour la loi de Cauchy. L’entropie de Shannon joue un roéle important
dans la Théorie de I'Information.

5.7.4. Information de Fisher du produit des densités. L’information de Fisher
associée a l’échantillon i.i.d. X1, ..., X,, dans un modele statistique régulier {Fy, 6 € ©} est

définie par : Liy(X,,0)72
w0 =BTy ) )

(on remplace f(X,0) par la densité produit L(AX,,,#) dans la Définition 5.10). Il est facile de
voir que

I(0) = Eg([1,(0)]%) = nI(0), (5.29)

ou I(f) est 'information de Fisher associée a une seule observation.
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5.8. Normalité asymptotique de I’estimateur du maximum de vraisemblance

Théoréeme 5.2. Soit {Fy,0 € O} un modéle régqulier et soit (ZEEV)@I une suite consistante
de racines de ’équation de vraisemblance. Alors, pour tout 8* € ©,

V(@B — ) B N(0,1/1(6%)). (5.30)

REMARQUE. Dans ce théoreme, comme partout dans ce chapitre, ’estimateur gfv =
08V (Xy,...,X,) est basé sur 'échantillon (Xi,...,X,), ou X; ~ Fp«, i.e. 0% est la vraie
valeur du parametre. Le résultat (5.30) se traduit donc par la convergence

Py (\/nI(6*) (@va —0*)<t) > ®(t) quand n — o0, VtER, VO €O,
ol @ est la fonction de répartition de N'(0,1).

Preuve.
Etape 1. Comme 6%V est une racine de 'équation de vraisemblance, I/,(65V) = 0. Il s’ensuit
que

1

167 = 1B~ 1(07) = / U8R 1 (1 - 0)67)dt (BB — ),
0

donc

—/nl(0%) = Ap/n (OF — 07) (5.31)
ol .
A, Cﬁf/o 1(OEY + (1 —1)6*) dt.
Etape 2. On montre que
—v/nl (6%) LA N(0,1(6*)) quand n — oo. (5.32)
En effet,

1 O 1 O
—Vnl,(0%)=—=) UI'(X;,0")=—=) Z,
i
ou les variables aléatoires i.i.d. Z; = I'(X;, 6*) sont de moyenne

B (2) = [ 1/2.6")duta) =0
et de variance
B (2D) = [ (.02 (2.6 du(z) = 16°)
D’apres le Théoreéme central limite, on obtient donc (5.32).
Etape 3. On montre que
A, 5 I(0*) quand n — oo, (5.33)
en Py«-probabilité. (La démonstration de cette étape sera donnée ci-apres.)

Etape 4. On conclut : (5.30) découle de (5.31) — (5.33) et du résultat 1° de I'Exercice 1.5. B
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Preuve de I’Etape 3. On fixe € > 0. Alors
Py« (|Ap — 1(6")] > €) < Py« (|An — 1(6")] > €/2) + Py (|1(6) — 1(6")| > €/2). (5.34)
Or,
1
(07 = —— z; "(X;,0%) 2 1(0") quand n — oo,
d’apres la loi des grands nombres. En effet, les v.a. I”(X;, 0*) sont i.i.d. et Ep-(I"(X;,0%)) =
1(6*). Il s’ensuit que la derniere probabilité dans (5.34) tend vers 0 lorsque n — oo et

limsup Py (| Ay, — I(0%)] > &) < limsup Py (|An — I(6%)] > £/2). (5.35)

On fixe maintenant d > 0. Evidemmen‘c7
Py (|An = 1n(07)] > £/2) < Ppe(|An — 1(07)] > /2, |05V — 67 <0)
+ Py (|08Y — 6% > ). (5.36)

Comme gfv est un estimateur consistant, la derniere probabilité dans (5.36) tend vers 0
lorsque n — co0. De (5.35) et (5.36) on obtient

A, —1"(0%)] > /2, |08V — 6% < 6). (5.37)

n—oo

lim sup Py« (|An, — I(6%)| > ¢) < limsup Py~ (
Si |5§V —0*| <d,ona:
1 A
A= 27) = | [ (0 + (- 067) - 1060t
0

1 n
< sup |INO)-12(0%)] < =Y A(X;,6
FUICORAGIER

ou

A, 8) Y sup  |[I"(x,0) — "(x,07)].
6:10—6%|<6§

Par conséquent,
~ 1 <&
Por (1A = 13(07)] > /2, [0 = 07| <0) < P (5 D" A(Xi,0) > ¢/2)
=1

< (2/2) B (A(X1,0)), (5.38)

ou on a utilisé I'inégalité de Markov. Or, pour tout z, A(z,d) décroit de fagon monotone vers
0 quand 6 — 0, et

0<A(z,0) <2 sup |I"(z,0)].
0:10—6+|<6

D’apres 'Hypothese (H3), il existe dp > 0 assez petit, tel que
E9*< sup ]l"(Xl,Q)]) < 0.
0:10—0%|<do
On peut donc utiliser le Théoréeme de convergence dominée, ce qui implique
lim E- [A(X1,0)] =0. (5.39)

On conclut en notant que (5.33) découle de (5.37) — (5.39). [
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Corollaire 5.1. Soit {Fp,0 € ©} un modéle régulier et soit @W)nzl une suite consistante
des estimateurs du mazximum de vraisemblance. Alors, pour tout 0* € ©,

VRV — 1) B N0,1/1(6%)). (5.40)

Preuve. Elle est immédiate d’aprés le Théoreme 5.2, compte tenu du fait que, sous les
hypotheses de régularité, tout EMV est une racine de I’équation de vraisemblance. [ |

5.9. Comparaison asymptotique d’estimateurs

On peut proposer la démarche asymptotique suivante pour définir un estimateur optimal.
Tout d’abord, on considere uniquement les estimateurs asymptotiquement normaux, i.e. 6,
tels que

Vi (0, —60) 2 N(0,v(0) quand n— o0, VYOO CR, (5.41)

ouv(#) > 0 est la variance asymptotique de O, (précisons que la convergence dans (5.41) est en
loi Py). On désigne par 5) AN la classe de tous les estimateurs asymptotiquement normaux, i.e.
vérifiant (5.41), tels que la variance v(+) est une fonction continue et strictement positive sur
O. Cette classe est assez large. Sous des hypotheses appropriées, elle contient, par exemple,
les estimateurs par la méthode des moments et ceux du maximum de vraisemblance. En
particulier, le Théoréme 5.2 montre que pour P'EMV la variance asymptotique est v(6) =
1/1(0) et les Exercices 5.2, 5.3 montrent (5.41) pour quelques estimateurs par la méthode des
moments.

Plus petite est la variance asymptotique v(6*), plus proche est é\n de la vraie valeur
du parametre 6* quand n est assez grand. Ceci nous conduit a la méthode de comparaison
asymptotique d’estimateurs suivante.

Définition 5.12. Soient éTnl) et é?) deuz estimateurs de classe @AN dans le modéle statis-
tique {Fp,0 € ©}, © C R. Notons vi(-) et va(-) les variances asymptotiques de 0 et 02
respectivement. On dit que ’estimateur Gnl est asymptotiquement plus efficace que @12)
St

v1(0) < v2(0) pour tout 6 € ©

et si, de plus, il existe 0 € © tel que
U1(9/) < ’UQ(QI).

Un estimateur 51@ est appelé asymptotiquement efficace s’il n’existe pas d’estimateurs
asymptotiquement plus efficaces que 6,,.

Cette définition ressemble a la Définition 5.3 de l'estimateur admissible, mais il s’agit
ici de la propriété asymptotique. De plus, on considere ici la classe restreinte d’estimateurs
asymptotiquement normaux 6 An- Ceci permet, en particulier, d’éliminer les estimateurs ab-
surdes, comme gn = ¢, ou c¢ est une constante. On peut montrer que, sous les hypotheses
de régularité, un estimateur asymptotiquement efficace a toujours la variance asymptotique
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v(0) = 1/I(0). Par conséquent, 'EMV pour les modeles statistiques vérifiant les hypotheses
du Théoreme 5.2 est asymptotiquement efficace. Bien stir, il s’agit ici de 'optimalité de TEMV
par rapport a une classe restreinte d’estimateurs 8) AnN- Une approche plus fine de 'optimalité
due a Le Cam permet de montrer que, sous des hypotheses assez générales, 'EMV est aussi
asymptotiquement optimal parmi tous les estimateurs.

5.10. Exercices

EXERCICE 5.5. Soit (X1,...,X,) un échantillon i.i.d. de loi de Bernoulli de parameétre 0
(0<6<1).

1°. Estimer 6 par la méthode des moments et du maximum de vraisemblance.

2°. Montrer que I'estimateur du maximum de vraisemblance de 6 est sans biais.

3°. On cherche & estimer la variance 6(1 — 6); X étant la moyenne empirique, on propose
lestimateur T = X (1 — X). Vérifier qu'il n’est pas sans biais et donner un estimateur sans
biais de 6(1 — 6).

EXERCICE 5.6. Supposons que 'on observe n variables aléatoires i.i.d. X1,...,X,. Calculer
I'estimateur du maximum de vraisemblance lorsque la loi des variables X; est :

1°. Une loi de Poisson P(f) de parametre § > 0.

2°. Une loi exponentielle £(6) de parametre 6 > 0.

3°. Une loi admettant la densité exp{—(z — 0)}1,>gy, 0 € R.

On vérifiera dans chaque cas que I'on obtient bien le maximum global de la fonction de
vraisemblance. Dans quels cas EMV = REV ?

EXERCICE 5.7. Soient n variables aléatoires i.i.d. X1,..., X}, de densité uniforme U|0, 6 4 1],
6 € R. Montrer que tout point de l'intervalle [X m) — 1L, X (1)] est un estimateur du maximum
de vraisemblance de 6.

EXERCICE 5.8. Soient n variables aléatoires i.i.d. X1, ..., X, de loi normale N (6,26), 6 > 0.
Calculer 'estimateur du maximum de vraisemblance de 6 et montrer qu’il est consistant.

EXERCICE 5.9. Soient n variables aléatoires i.i.d. X1,...,X,,, de densité de Pareto

[
20+1 ﬂ{le}’

ou 6 > 0 est un parametre inconnu que ’on souhaite estimer.

1°. On suppose d’abord que l’ensemble des parametres est © = {§ > 1}. Estimer 6 par la
méthode des moments.

2°. On suppose maintenant que l'ensemble des parametres est © = {6 > 0}. Montrer que la
méthode des moments n’est pas applicable. Estimer 0 par la méthode des moments généralisée
et par celle du maximum de vraisemblance.

3°. Etudier la loi limite de l'estimateur du maximum de vraisemblance et calculer I'informa-
tion de Fisher I(#). Comparer (nl(6))~! avec la variance asymptotique de P'estimateur du
maximum de vraisemblance.

4°. Le modele statistique en question est-il régulier ?
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EXERCICE 5.10. Une chaine de montage produit des objets, dont on veut estimer la durée
moyenne de fabrication. On suppose que les temps de fabrication 7; sont indépendants et de
loi exponentielle de parameétre 6. Le n-ieme objet est donc fabriqué a la date Ty + ... + T},
et on observe le nombre d’objets NV; fabriqués a la date t.

1°. Montrer que P(N; <n) = P(Th + ...+ Typy1 > t).

2° Quelle est la loi de Ty +. . .+ T, 7 On pourra utiliser les propriétés des lois Gamma. Montrer,
par intégration par parties, que N; suit une loi de Poisson dont on donnera le parametre.
3°. Construire un estimateur de # par la méthode des moments et par celle du maximum de
vraisemblance. Etudier le comportement des risques quadratiques respectifs lorsque ¢ tend
vers I'infini.

EXERCICE 5.11. Soient X1,..., X, des variables aléatoires i.i.d., dont la densité est
0%z exp(—07) 1,0},

ou f > 0.

1°. Le modele statistique est-il régulier ?

2°. Chercher 'estimateur #2M de 6 par la méthode des moments.

oMV
n

gMV
N

3°. Chercher I'estimateur du maximum de vraisemblance et donner son risque quadra-
tique. Proposer un estimateur sans biais et comparer le a

4°. Quelle est la loi limite de \/n(0MY — )7

EXERCICE 5.12. Soient X7,..., X, des variables aléatoires i.i.d. pouvant prendre les valeurs
0, 1, 2 avec probabilités p/2, p/2, 1 — p. Dans cet exercice, on note ng, ni et ng le nombre de
0, de 1 et de 2 dans I’échantillon.

1°. Dans quel intervalle de R varie p? Proposer un estimateur p; de p par la méthode des
moments et calculer son risque quadratique. Calculer p; en fonction de ng, ni, ns et n.

2°. Calculer en fonction de ng, ni, ny estimateur po obtenu par la méthode du maximum
de vraisemblance. En remarquant que ng = > Lx,=}, k = 0,1,2, calculer son risque
quadratique et comparer le & celui de p;.

EXERCICE 5.13. Modeéle de mélange. Soient X1, ..., X, des variables aléatoires i.i.d. de densité
f qui est un mélange de deux densités gaussiennes N'(0,1) et N (0,4) :

f(@) =p\/127r exp (—f) + (1 —p)Nl% exp (—”22) ,

ou 0 < p < 1 est un parametre inconnu que 1’on souhaite estimer. Quelle difficulté rencontre-
t-on pour traiter I'estimateur du maximum de vraisemblance ? Expliciter p,, 'estimateur de
p obtenu a 'aide de la méthode des moments (on utilisera le 2éme moment). Montrer que
Pestimateur p,, est consistant et déterminer la loi limite de v/n(p, — p) lorsque n — oo.

EXERCICE 5.14. Soient X1,..., X, des variables aléatoires i.i.d. de densité
f(z,0) = (1+0)1jp<po<iyoy + (1 = )y j2c0<ty,

ou # €] — 1,1 est un parametre inconnu que l'on souhaite estimer. Calculer 'estimateur du

maximum de vraisemblance 8" de 6. Est-il consistant ? sans bias ? Déterminer la loi limite
de v/n(OMV — 6) quand n — oo.
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EXERCICE 5.15. Soit la densité de probabilité f(z) = 2(1 — x)lp<z<1}. On dispose d'un
échantillon i.i.d. (X,...,X,) de densité f(x —0), ou § € R est un parametre inconnu.

1°. Le modele statistique est-il régulier ?

2°. Chercher @JQ/[ M Pestimateur de 6 par la méthode des moments (en utilisant seulement le
premier moment).
oM MM 7

3°. L’estimateur est-il consistant ? sans biais ? Quelle est la loi asymptotique de

4°. Montrer que l'estimateur du maximum de vraisemblance de 6 est @/1 V=X (1)-

EXERCICE 5.16. Le but de cet exercice est de montrer qu’il existe des modeles statistiques
non-réquliers tels que :
— PEMYV pour ces modeles converge a la vitesse plus rapide que pour les modeles réguliers,
— PEMYV pour ces modeles est inadmissible.
Considérons le modele uniforme {U[0,6], § > 0}. Soient X7, ..., X,, des variables aléatoires
i.i.d. de loi U]0, 6].

1°. Calculer le biais, la variance et le risque quadratique de l'estimateur du maximum de
vraisemblance 971‘/[ V. Noter que le risque quadratique converge vers 0 & la vitesse 1/n2.

2°. Parmi les estimateurs de la forme c@]y V. ¢ € R, déterminer tel que son risque quadratique
soit minimal. On note cet estimateur 6,,. Déduire que lestimateur du maximum de vraisem-
blance @]y V' est inadmissible.

3°. Chercher les lois limites de n(é\ﬁ/[v —6) et de n(f, — ).



Tests d’hypotheses et régions de confiance

6.1. Le probleme de test d’hypothése

Dans ce chapitre, nous considérerons des hypotheses sur la valeur du parametre inconnu
d’une loi de probabilité et nous proposerons des méthodes permettant de décider si celles-ci
sont ou non correctes. Commencgons par ’exemple suivant.

EXEMPLE 6.1. Détection de missile. Une des premieres applications de la théorie des tests
statistiques était liée au probleme militaire de détection de la présence d’un missile a 'aide
de radar. L’écho de radar est “grand” si un missile est présent et il est “petit” dans le cas
contraire. Supposons que 1’on observe une suite de valeurs X1, ..., X, de I’echo de radar aux
instants 1,...,n. On peut supposer que les X; sont des variables aléatoires (effet de bruit de
propagation d’ondes, erreurs de mesures, etc.), qu’elles sont i.i.d. et, plus particulierement,
se placer dans le cadre d’un modele paramétrique, de méme qu’au Chapitre 5. Notamment,
supposons que ’on connait la famille paramétrique de fonctions de répartition F = {Fy, 0 €
O} telle que la fonction de répartition F' des X; appartient a F, i.e. F' = Fp« pour une valeur
inconnue 0* € © (6* est la vraie valeur du parametre). Supposons aussi que l’ensemble ©
peut étre décomposé en deux sous-ensembles disjoints ©g et O :

0 =0pU0By, OyNO6 =g,
de sorte que
0" € ©p si et seulement si un missile est présent,

alors que

0" € ©1 si et seulement si il n’y a pas de missile.

Notre objectif est le suivant : a partir des observations X7, ..., X, décider si le missile est
présent (i.e. % € Op) ou non (i.e. * € O;).

129
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On appelle ©g hypothése ou hypothése nulle et ©1 alternative ou hypothése alternative
et on utilise I’écriture symbolique suivante pour définir le probleme de test :

Hy: 6 €0, Hi: 0€06,. (61)

REMARQUES.

(1) Par la suite, nous écrirons “I’hypothese Hy” et “lalternative H;” aussi bien que
“I’hypothese ©g” et “’alternative ©”.

(2) Lécriture “0 € ©¢” et “0 € ©,” dans la définition symbolique (6.1) de probleme
de test est standard dans la littérature statistique, mais elle n’est pas tres précise.
Il serait plus précis d’écrire que §* € Oy ou * € O1, ou 0* est la vraie valeur du
parametre.

L’hypothese (ou l'alternative) est dite simple si ©¢ (ou ©1) ne contient qu’'un seul élément.
Dans le cas contraire, on l’appelle hypothese (ou alternative) composite (ou multiple).

Définition 6.1. Un test d’hypothése Hy est une régle qui, pour tout échantillon donné X, =
(X1, ..., Xp), dit si l'on accepte ou rejette Hy.

Un test est donc identique a une décomposition de ’ensemble de tous les échantillons
possibles &, en deux parties disjointes : la partie R ou l’on rejette Hy et son complément R
ou 'on ne rejette pas Hyp. On appelle R région critique du test (ou région de rejet) :

si &, € R on rejette Hy,
si X, ¢ R on accepte Hy.

REMARQUE. Comme un test est entierement défini par la donnée de sa région critique R, on
écrira souvent dans la suite, pour abréger, “test R” au lieu de “test a région critique R”.

EXEMPLE 6.2. Un test “naif”. Considérons le modele statistique {N(6,1),60 € {0,1}} avec
0 = {0,1}, ©9 = {0} et ©; = {1}. Etant donné 'échantillon X, = (X1, ..., X,), on souhaite
choisir entre les hypotheses Hy : 6 = 0 et Hy : 0 = 1. Notre hypothese de préférence est § = 0,
on cherche & accepter ou & rejeter cette hypothese. Notons que X est un bon estimateur de 6
dans le modele normal, i.e. il est proche de la vraie valeur du parametre pour n assez grand.
Ceci nous incite de construire un test qui semblerait, a la premiere vue, intuitif : on rejette
I'’hypothese Hy si X > 1/2, i.e. si X est plus proche de 1 que de 0. La région de rejet de ce
test est
R={X,: X >1/2}.

On verra dans la suite qu'un tel test n’est pas toujours trés adéquat : il traite '’hypothese
et D'alternative de fagon “égalitaire”, tandis qu’il est souvent utile de tenir compte d’une
certaine dyssymétrie entre ’hypothese et 'alternative. En effet, ’hypothése peut s’avérer
plus “dangereuse” que l'alternative, comme dans 'Exemple 6.1.

Voici quelques exemples d’hypotheses Hy et Hj sur le parametre § € R (avec une valeur
donnée 6y € R) :

— Hy: 60 =06y, Hi:0 # 60y—test d'une hypothese simple contre une alternative composite ;

— Hy : 0 >0y, Hp:0 < 6y — test d'une hypothese composite contre une alternative
composite;
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—Hy: 0 >0y H;:0 =0y — test d'une hypothese composite contre une alternative
simple.
Tout au long de ce chapitre on supposera que ’'Hypothese (E) (hypothese d’échantillonnage),
I'Hypothese (P) (hypotheése de paramétrisation) et 'Hypothese (D) (hypothese de dominance)
du Chapitre 5 soient vérifiées.

6.2. Test d’hypothese simple contre ’alternative simple
Dans ce paragraphe, nous étudierons le cas basique ou 'hypothese et ’alternative sont
simples :

H0:9:90,

H1 . 9:91 (62)

Ici 0y et 01 sont deux valeurs données. Le modele statistique est {Fp,0 € ©} ou © = {6y, 61 }.
Par la suite, Py désignera la loi jointe de (X7,...,X,) quand les X; sont i.i.d. de loi Fy (cf.
Paragraphe 5.1.2).

En choisissant entre I’hypothese et 'alternative on s’expose a deux types d’erreurs :
Erreur de 1°™ espéce : rejeter hypothese Hy, alors qu’elle est vraie.
Erreur de 2°™e espéce : accepter I'hypothése Hy, alors qu'elle est fausse.

On associe a ces erreurs les deux risques suivants.

Risque de 1°™ espece = Py, (X, € R).

C’est la probabilité de rejeter l’hypothése Hy, alors qu’elle est vraie (I’indice 6y de la probabilité
signale qu’elle est calculée sous l'hypothése que la vraie valeur du parameétre  est égale a 6 ).

Risque de 2°™¢ espéce = Py, (X, ¢ R).

C’est la probabilité d’accepter Uhypothése Hy, alors qu’elle est fausse (l'indice 61 de la proba-
bilité signale qu’elle est calculée sous I'hypothése que la vraie valeur du parameétre 0 est égale

a6y).

Comment choisir la région critique R de fagon optimale? Il est clair que plus petits sont
les deux risques, mieux est il. Cependant, on ne peut pas minimiser en R les deux risques
simultanément. En effet, pour minimiser le risque de 1°*¢ espece il faut choisir R aussi petit
que possible. Pour minimiser le risque de 2°™€ espece, au contraire, il faut choisir R aussi
grand que possible.

Dong, il faut chercher une méthode de choix de R permettant d’établir un compromis
entre les deux risques. L’approche la plus courante est celle de Neyman — Pearson. Elle est
fondée sur l'idée de dissymétrie entre Hy et Hi. Afin de comprendre son origine, revenons &
I’'Exemple 6.1 (détection de missile). Si 'on commet 1'erreur de 1¥¢ espece (i.e. on rejette sans
raison I'hypothese qu'un missile est présent ), cela peut nous cotliter beaucoup plus cher et
les conséquences peuvent étre beaucoup plus dangereuses que si 'on commet erreur de 2°™e
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espece, i.e. lerreur de fausse alerte. Ceci explique le fait que d’habitude on fixe une borne
pour le risque de 1°® espece : on veut que

Py, (X, € R) < a, oua€|0,1] est “petit”. (6.3)

Les valeurs couramment utilisées de o sont a = 0.01, o = 0.05, o = 0.1. Ayant borné le risque
de 1°%¢ espece par (6.3), il est naturel de chercher a minimiser le risque de 2°™¢ espece

B =B(R) =Dy, (X. ¢ R),
i.e. de chercher un test R tel que son risque de 2°™¢ espéce 3 soit minimal parmi tous les tests

qui vérifient la contrainte (6.3).

Définition 6.2. Soit 0 < a < 1. Un test R de I’hypothése simple Hy : 0 = 0y est dit test de
niveau « st
Pgo (Xn S R) <a

et test de taille o si
PQO(XTL € R) = Q.
La valeur « est dite niveau (ou niveau de signification) du test.

Nous pouvons donc formuler une approche suivante du choix optimal de test.

Paradigme de Neyman — Pearson. Soit 0 < o < 1 un niveau donné. On déclare
optimal tout test R* de niveau « qui atteint le minimum du risque de 2°™€ espece
parmi tous les tests de niveau .

Définissons la puissance du test R par
m(R)=1—B(R) = Py, (X, € R).

Définition 6.3. Un test R* test de niveau o« de ’hypothése simple Hy : 8 = 0y contre
Palternative simple Hy : 0 = 6, est appelé test le plus puissant de niveau «a (en abrégé
test PP de niveau «) si

m(R*) > m(R)

pour tout test R de niveau «.

Vu cette définition, une fagon équivalente de formuler le Paradigme de Neyman — Pearson
est la suivante : on déclare optimal tout test PP de niveau «.

Il est remarquable qu’un test PP de niveau « existe dans plusieurs situations et qu’on
peut le trouver de facon explicite. Il appartient a la famille de tests ayant les régions critiques
de la forme :

R*(c) ={ X, : L(X,,01) > cL(X,,60)},
ot L(X,,0) = [[;-, f(X;,0) est la fonction de vraisemblance et ¢ > 0 est une constante &
préciser. Tout test qui correspond a une région critique de cette forme s’appelle test du
rapport de vraisemblance. Si, de plus, on a partout L(&X,,0y) > 0, on peut définir la

L(Xn, 01)

variable aléatoire appelée rapport de vraisemblance et écrire
L(XTU 90)

R*(c) = {Xn: m >c}.
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Le résultat suivant est fondamental dans la théorie des tests.

Théoréme 6.1. (Lemme fondamental de Neyman — Pearson.) S’il existe une valeur
ca > 0 telle que

Pgo (L(Xn, 91) > CaL(Xn, 90)) = q, (6.4)

alors le test du rapport de vraisemblance a région critique R*(co) fournit le minimum du
risque de 2°™¢ espéce parmi tous les tests de niveau «. Autrement dit, ce test est PP de
niwveay «.

Preuve. Notons pour abréger L; = L(X,,0;), i = 0,1. Il faut montrer que pour tout R
vérifiant l'inégalité

Py, (X, €R) <« (6.5)
ona:
Py (X, & R) > Py, (X, ¢ RY) (6.6)
ou R* = R*(cq). Or, (6.6) équivaut a Py, (X, € R) < Py, (X, € R*) et on a :

Pgl(XnER) P91 X ER /
R*

L - / Ladp,
R\ R\R*

ou p est la mesure dominante (voir 'Hypothese (D), Chapltre 5). Comme R*\R C R*, on
obtient : Ly > ¢4 Ly sur R*\R. De la méme fagon, L1 < ¢, Lo sur R\R*. Alors,

/ leu—/ Lydp > cq [/ Lodu—/ Lodu]
R*\R R\R* R*\R R\R*
= Cq [/ Lodu —/ Lod/{|
* R

= ¢o [Py, (X, € RY) — Py, (X, € R)] >0,
vu (6.5) et le fait que Py, (X, € R*) = a d’apres (6.4). ]

Lydp — / Lydp

EXEMPLE 6.3. Considérons le modele statistique {N'(0,0?),0 € R} avec o0 connu. Supposons
que l'on souhaite tester I'hypothese Hy : 6 = 0, contre alternative H; : =1 (i.e. 6y = 0,
01 = 1). Dans ce cas la fonction de vraisemblance vaut

Xme Hf Xl’e avec f(:x,@) = (27T)71/2071 exp (—(56_9)2>

202

et le rapport de Vralsemblance est

LG f[ { 2X; 1]}— {"[2)‘( 1]}
L(%,.0) exp =exXP {53 )

Le test du rapport de Vralsemblance a pour région critique

R*:{exp{2 2[2X—1]} }
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avec une constante ¢ > 0 a préciser. On peut 1’écrire sous la forme équivalente :

= o2, 1

R*={X>c¢} avec ¢=—Incd + -.

n 2
Choisissons la constante ¢ de facon & obtenir Py, (X, € R*) = a, i.e. Py(X > ¢) = a. Notons
que sous Py (i.e. sous I'hypothese Hg) les X; suivent la loi (0, 0?) correspondant & la valeur

du parametre § = 0. On a donc X ~ N(0,02/n) sous Py. Alors,
\/ﬁXZ \/ﬁc> :1_(I)<\/ﬁc>’
o o o

P() (X Z C) = P() (
ou ®(-) est la f.d.r. de la loi normale standard. Pour que R* soit un test de taille «, il faut

prendre ¢ comme solution de
e (5 <
o

TN
\/HQ170¢7

ot ¢V, désigne le quantile d’ordre 1 — « de la loi N(0,1). La région critique du test PP de
niveau « est donc

ce qui équivaut a

c=cCq =

. . o
Considérons I'exemple numérique : ¢ = 2, a = 0,05 et n = 25. Dans ce cas qé\f% ~ 1,64,
0,05 ~ % -1,64 = 0,656. On rejette donc ’hypothese Hy : # = 0 au niveau 0,05 si X > 0,656

et on ne rejette pas Hy au niveau 0,05 si X < 0, 656.

Pour calculer la puissance de ce test, on remarque que sous Pj, la variable /n(X —1)/o
suit la loi normale N(0,1), donc
T = Py (X, € R*) =P (X >¢)

o (VI i)

:1_@<\/ﬁ<6—1>>:¢<ﬁ(1—0>>.

g

1 -05 0 05 ¢ 1 15 2
a

Fig. 6.1. Densité de la statistique X sous Py et sous P;.
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REMARQUES.

(1) On ne peut pas simultanément diminuer le risque de 1*'¢ espece o et augmenter la
puissance 7 (cf. Fig. 6.1).

(2) Quand n — oo le test devient de plus en plus puissant : 7 — 1.

(3) Dans les applications, on évite la formulation “accepter Hp”. On dit plutét “ne pas
rejeter Hy”. Ceci s’explique par le fait que, dans la pratique, le statisticien n’est pas
toujours sur de la définition de I’hypothése Hy qu’il choisit pour tester. S’il ne rejette
pas Hy, il y a beaucoup d’autres hypotheses H, qu’il ne rejette pas non plus. Par
contre, si le résultat du test est la rejection de Hp au niveau « (ol av est tres petit),
ceci signifie que Hy est vraiment tres peu probable, autrement dit, la rejection est
stre.

Dans les applications, une pratique couramment répandue consiste a se référer au seuil
critique o (p-value) du test. Il s’agit de donner, pour un échantillon fixé et un test fixé, la
plus grande valeur de niveau «, pour laquelle 'hypothese Hy n’est pas rejetée par le test. La
donnée du seuil critique permet de trouver I’ensemble de tous les « tels que 'hypothese Hy
est rejetée (ou ne pas rejetée) au niveau «, sans refaire les calculs pour chaque a particulier.

Définition 6.4. Supposons que U’échantillon X, est fizé et on utilise un test fixé. La valeur
o = a*(AX,) est dite seuil critique (p-value) du test si ['on rejette Hy pour tout o > o* et
on ne rejette pas Hy pour tout o < o*.

Dans 'Exemple 6.3, le test PP de niveau « est R* = {X > c,} avec ¢, = 0qi¥ ,/\/n et
l—a=9o <\/ECO‘> .
o

Pour un X donné, on passe de 'acceptation au rejet de Hy & partir de a@ = o*(X) tel que
cox = X. Ce choix correspond a la valeur o* vérifiant

1_a:@<wﬂj.

g

Alors, le seuil critique (p-value) de ce test est donné par

M—l—@CmX>

g

On rejette ’hypothese Hp : 0 = 0 a tout niveau a > o™ et on ne rejette pas Hy pour a < ™.

Si le seuil critique a* est relativement grand (a* > 0.1), on peut l'interpréter comme une
indication en faveur de 'hypothese Hj : par exemple, on ne peut pas rejeter Hy aux niveaux
habituels @ = 0.01, &« = 0.05, @ = 0.1. Le fait que o soit petit (o < 0.1) s’interpéte comme
une indication contre I’hypothese Hy.

REMARQUE. Dans la pratique, une question importante est de bien poser le probleme de test,
i.e. de choisir laquelle des deux hypotheses en question doit étre nommeée hypothese nulle Hy.
Il y a plusieurs regles heuristiques de le faire, dont les suivantes.
— Choisir comme Hg I’hypothese que I’on cherche a rejeter : e.g., si ’on teste un médicament,
on prend comme Hj ’hypothése que le médicament n’est pas efficace (ceci doit étre tra-
duit, bien évidemment, en termes de parametres des lois statistiques).
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— Si 'une de deux hypotheses est plus simple ou “de dimension plus petite” que autre,
c’est elle qui est généralement nommée Hy (exemple : Hy: 6§ =0, Hy : 6 #0).

— Treés souvent Hy est plus “importante” ou plus “dangereuse” que H; (cf. Exemple 6.1
lié & la détection de missile).

6.3. Tests des hypothéses composites

Considérons maintenant les tests de deux hypotheses composites, i.e. tels que les ensembles
©¢ et ©1 peuvent contenir plus d’un élément.

Hy: 00y, Hi: 0€0,.

On peut alors formuler une généralisation du paradigme de Neyman — Pearson. Pour ce faire,
définissons d’abord le risque de 1°° espece d’un test R de I’hypotheése composite Hy :

Risque de 1°™® espéce = sup Py(X, € R).
[USSH

Si ©¢ ne contient qu’un seul élément : Oy = {fp}, on retrouve la définition du risque de 1ére
espece pour 'hypothese simple donnée au paragraphe précédent.

Définition 6.5. Soit 0 < o < 1. Un test R de [’hypothése composite Hy : 0 € O est dit test
de niveau « si

sup Py(X, € R) < «
[ASCH

et test de taille o st

sup Py(X, € R) = a.
(ASSH)

Autrement dit, pour un test de niveau a de I'hypothése composite Hy, le maximum des
risques de 1% espeéce pour toutes les hypotheses simples Hy : 6 = 6y avec 6y appartenant &
Og est borné par a.

Qéme

Si I'alternative ©1 est composite, il n’y a pas de notion de risque de espece : on le

remplace par la notion de fonction puissance.
Définition 6.6. La fonction w: © — [0,1] définie par
m(0) = Py(X,, € R)

est appelée fonction puissance du test R (ou caractéristique opérationnelle du test R).

Quand il s’agit une alternative composite ©1, 'ensemble des valeurs {7 (0),0 € O} joue
un role analogue a celui du risque de 2°™€ espece pour le cas d’alternative simple. Soulignons
que

0<m() <1
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Définition 6.7. Un test R* de niveau o est dit uniformément plus puissant (UPP) de
niveau « contre Ualternative Hy : 0 € O si

w(0) = Py(X, € R) < Py(X,, € R*) = 7" ()
pour tout 0 € Oy et tout test R de niveau «.
Le paradigme de Neyman — Pearson pour des hypotheéses composites se généralise de la
fagon suivante : déclarer optimal tout test UPP de niveau «.

Il est utile de noter que les tests UPP n’existent que dans quelques cas exceptionnels.
Nous allons ici en décrire un : celui du modele normal et d’alternative unilatérale.

EXEMPLE 6.4. Test UPP pour le modéle normal {N(0,0%), 6 € R} avec o > 0 connu.
Considérons le probleme de test de deux hypotheses composites suivantes :

HO 1 0 S 0,
Hy:0>0. (6.7)
Introduisons le test
R={X >c,} avec c,= 7 (6.8)

ﬁ d1—q

et calculons sa fonction puissance 7(-). Notons que, pour tout § € R, la variable aléatoire
V/n(X — 6)/o suit la loi normale standard sous Py. On a alors,

7(0) = Pp(X > co) = Py (ﬁ()i_e) > \/ﬁ(ca—9)> - 1-& (W>

o g

_ s <\/ﬁ(9—0a)> B <\/59 - q{V_a> (6.9)

a

ol ® est la fonction de répartition de la loi normale standard N (0, 1). En utilisant la symétrie
de @, on obtient

7(0) = B(—q) o) =1 - B(g) ) =1 (1-a) =«

1

n®

= ec 91
-3 3

Fig. 6.2. Fonction puissance du test R.

Vu la monotonie de ®, le test R est de niveau (et de taille)  :

sup Py(X, € R) = sup 7(#) = 7(0) = a,
6€6g 0€6q
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ol Oy = {# < 0}. Montrons que R défini par (6.8) est un test uniformément plus puissant de
niveau «. Fixons une valeur §' € ©1 = {# > 0}. Considérons les hypotheses simples

Hy: =0,
H1 ;0= 0/.
D’aprés le lemme de Neyman — Pearson et I'Exemple 6.3, le test R donné par (6.8) de I'hy-
(6.10)

pothese simple Hy : 6 = 0 contre I'alternative simple Hy : 0 = 6’ satisfait :
Pgl(.)(n € R) > Pg/(Xn € R)

(6.11)

pour tout test R de niveau «, i.e. tel que
Po(Xn € R) <a.

Mais si un test R vérifie suppeg, Po(Xn € R) < a il vérifie aussi (6.11), car 0 € ©q.
Par conséquent, pour tout test R de niveau « de I'hypothese composite Hy : 6 < 0 contre

Palternative composite Hy : 8 > 0 et pour tout &' > 0, on a (6.10). Ceci équivaut a dire que

R est un test uniformément plus puissant de niveau a pour le probléme de test (6.7).
1l est facile de voir que le test R est aussi uniformément plus puissant de niveau a pour le

probleme de test de I’hypothese simple Hp : 8 = 0 contre 'alternative composite Hy : 6 > 0
La fonction puissance du test R défini dans (6.8) est donnée par (cf. (6.9))

w(0) = <I><\(/Tﬁ9 - q{v_a>.

A,

Sa dérivée vaut
/
) =
w(0) = ¥
ou ¢(x) = ®'(x) est la densité de la loi normale AV(0,1). En utilisant ces formules on peut

(VHG—Qﬁﬂ)

g

analyser le comportement asymptotique quand n — oo de la fonction puissance 7(-) (voir les

graphiques suivants).
1
n=10000 | -

3

n=100
0
G)1

o 5
Pour tout 6 € O, () — 1 lorsque n — co.

Fig. 6.3.
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0 B

Fig. 6.4. On obtient asymptotiquement, quand n — oo, une fonction puissance “idéale”.

Définition 6.8. Un test R s’appelle consistant si w(0) — 1 lorsque n — oo pour tout

0 € 0.
Définition 6.9. Un test R est dit sans biais si

#) < inf w(0).
eseuéao 7(0) < 01611@171( )

EXERCICE 6.1. Montrer que le test R défini par (6.8) est consistant et sans biais.

Fig. 6.5. Fonctions puissance d’un test sans biais et d’un test biaisé.

6.4. Tests dans le modéle normal

Le modele statistique que nous considérerons dans ce paragraphe est {N(f,0?%), 0 €
R, o0 > 0}. Soit 6y une valeur donnée. On examinera d’abord les tests d’hypothese sur
le parametre 6 quand o est connu, en étudiant séparement le cas d’alternative unilatérale
Hy:0>00(0>0y) ouHy:0<6y (0 <6 et celui d’alternative bilatérale Hy : 0 # 6y.
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6.4.1. Alternative unilatérale, o connu. Cas Hy: 60 = 6y, Hy : 0 > 0y avec 0 > 0
connu. Notons X! = X; — 0, ' = 6 — 0y, alors le probleme de test se réécrit comme

Ho: 0 =0, Hi: 0 >0.

Pour ce dernier, comme on I'a déja vu, le test R = {X’ > ﬁq{\[_a}, on X/ =n7 13" X/,
est uniformément plus puissant de niveau «. Alors le test

R= {X >90+%q{\[_a}

est uniformément plus puissant de niveau « pour le probleme initial.
V(X —6o)

Etudions la fonction puissance de ce test. Rappelons-nous que, sous Fy,, la v.a. .

suit la loi A(0,1). On a alors

7(0) = Py (X > 00+ %qﬁa) =P (\/ﬁ(f =9 ‘/ﬁ(eg =9, q%)

VI =0y _ (/IO 00)

o o 1-a /-

= 1—(I)(Q{\ia+

Comme
N N
m(0o) = ®(—=q1"0) = 1 = ®(q1°0) = o,
c’est un test de niveau a. Notons que 7(#) représente une translation par 6y de la fonction
puissance (6.9) du test (6.8) de I'hypothese Hp : 6 = 0 contre l'alternative H; : 6 > 0.

Cas Hy: 0 <8y, Hy : 0 > 0, avec 0 connu. Le méme test

R= {X > 904—%(]{\7_04}

est UPP de niveau « (cf. Paragraphe 6.3).

Les cas (Hyo: 0 =6y, H : 0 < 6y) et (Hy: 0 > 6y, H : 0 < 6y) avec o connu peuvent
étre traités de fagon similaire aux cas précédents. Notamment, le test

R:{X<90—%q{\f_a}

est uniformément plus puissant de niveau a pour ces problemes (démontrez ceci a titre d’exer-
cice). La fonction puissance du test R est

©(0) = By (5( < 6 — %q{[a) =D <\/ﬁ(§ -9 \/ﬁ(as =9 _ q{Va)

_ (I)<\/ﬁ(90—9) o )7

P I S et
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et m(0o) = ®(—¢) ) = a.

12

05
Fig. 6.6. Fonction puissance du test R.

REMARQUE. Notons que si I’alternative est unilatérale, le test du rapport de vraisemblance
dans le cas gaussien s’écrit de maniere tres simple : Palternative 6 > 6y (ou 6 > ) est associée
avec la région critique de la forme {X > C7}, alors que l'alternative § < 6y (ou 6 < ) est
associée avec {X < C} (méme sens des inégalités dans la définition de l'alternative et de la
région critique), pour une constante C' = C'(a, 6y) que l'on choisit de facon a s’assurer que le
test soit de niveau a.

6.4.2. Alternative bilatérale, ¢ connu. Considérons '’hypothese et I'alternative
Hy: 6=0y, Hy: 0+#6.
Introduisons la région critique
R={|X — 6| > c},
ol ¢ > 0 est choisi de fagon & obtenir un test de taille a, i.e. ¢ = C,, est tel que
Py, (|X — bg| > Cy) = .
V(X —6o)

Sous Py, la v.a. ¥==—22 suit la loi normale N'(0,1). Donc,

U 00| ) _p (15 Y1),

oun ~ N(0,1). On veut que cette derniére expression soit égale & «, ce qui équivaut a

() o[ e

P90(|X — 00| > Ca) = Pgo <

ou bien a
o

Co = Tn N2

Il en découle que la région critique

* v g n
= {ix-al> (612
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définit un test de niveau « de ’hypotheése Hy : 6 = 0y contre 'alternative bilatérale Hy : 6 #
0. La fonction puissance de ce test est donnée par

w0) = P e BY) = Po(IX — 0] > ool o)

= Pg(X > 90—1—7(]{\7,&/2) —i—Pg(X <90—i

7 \/HQ{\QQQ)
P (77 > \/5(0(3—9) +q{va/2> +P (77 < \/ﬁ(G(S—Q) —qiva/2)

V=0 | (VA =0)

“d_qy2

g

N
=1 (I)(qlfa/2 +

@(W N )+q>(\/ﬁ(92_9) Y ara): (6.13)

Qa2 ~dia/2

ot n = /n(X —0)/o ~ N(0,1) sous Py.

‘ |
2 -18 -16 -14 -1.2 6= -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0

-
Fig. 6.7. La fonction puissance du test bilatéral.

Quand n — oo, la valeur 7*(fy) reste fixée : 7*(0y) = «, mais pour tout 8 # 6y, on a
7 (0) — 1, i.e. le test (6.12) est consistant. C’est aussi un test sans biais.

Etant donnée la valeur de la statistique X, on peut calculer la p-value a* = o*(X)
correspondant au test bilatéral (6.12). Elle est déterminée par I’équation

o

| X — o] = ﬁq?fa*/Q

rosfioa(x-u)

Notons que le test bilatéral défini par (6.12) n’est pas un test uniformément plus puissant
de niveau . En effet, il existe au moins un test de niveau o qui est plus puissant que R* sur
un sous-ensemble de ©;. Ce test est défini par la région critique

qui a comme solution

R = {X > 6y + %q{\f_a}.
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En effet, la fonction puissance correspondant a R* (cf. (6.13)) est

w*(e):q>(\/ﬁ(90_9°) N >+q>(\/ﬁ(9§—0) N )

~ Q—q)2 ~A-a/2
alors que celle correspondant & R; est

m(0) = CI)(M - Q{V—(X)-

o

I
-2 -8 -6 14 124 -1 -08 -06 04 -02 0
0

Fig. 6.8. Les fonctions puissance des tests R* et R;.

Les deux tests sont de niveau « : 7*(6y) = « et m1(0y) = «, mais m1(0#) > 7*(f) pour un
intervalle de valeurs 6 > 6. En effet,

d * _ \/’E N \/ﬁ N _ N R Vi
O], = T~ The(-aY o) =0, ol ple) = ¥'(a)
d Vn N

M@, = el > 0.

Notons que néanmoins le test 1 n’est pas intéressant : ce n’est méme pas un test consistant,
car pour 6 < 0y, 71(0) — 0 quand n — oo.

6.4.3. Versions des tests avec ¢ inconnu. Si le parametre o est inconnu, on le rem-
place par un estimateur convenable. D’aprés la Proposition 4.2, la statistique s2/(n — 1),
ol

i=1
est un estimateur sans biais de 0?/n. On peut considérer une méthode de construction des
tests avec o inconnu qui consiste a remplacer o//n par s/v/n — 1 et les quantiles q{V_ o de la
loi normale par ceux de la loi de Student, dans la défintion de la région critique. Par exemple,
au lieu de la région critique

R*:{X>90+%q{\[_a}
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du test de ’hypothese Hy : 6 = 0y contre I'alternative Hy : 6 > 6y, on prend
R = {X > 0y +

\/T%QI—a(tn—l)}7 (614)
ol q1—a(tn—1) est le quantile d’ordre 1 — « de la loi de Student & n — 1 degrés de liberté. Ceci
donne un test de niveau (et de taille) a. En effet, notons Py, la loi de probabilité (dépendant
maintenant de o qui est inconnu) de (X71,...,X,), ot les X; sont i.i.d. de loi N'(,02). Sous
Py, pour tout § € R, 0 > 0, la variable aléatoire v/n — 1(X —6)/s suit la loi de Student ¢,
(cf. Corollaire 4.2). On a alors

_ s
Py (X > 6y + ﬁ‘]l—a(tn—l)) = Py, o

Si ’on considere le probleme de test bilatéral :
Hy: 0=00, Hi: 0#6b

avec ¢ inconnu, la région critique d’un test de niveau « basé sur la méme idée est de la forme

- - s
R= {’X — o] > \/ﬁQ1—a/2(tnfl)}'

<\/m(X—9o)

> q1_a(tn_1)> =a.

6.4.4. Tests d’hypotheése sur la variance o2. Considérons un échantillon i.i.d. X, =
(X1,...,X,) d'une loi normale (i, 0?), 4 € R, 0 > 0. On souhaite tester au niveau o dans
le probleme suivant :

Hy: 0* <03, Hy: o®>o0p.

Cas de p connu. Pour un o > o¢ fixé, considérons le test du rapport de vraisemblance
R={L(X,,0) > CL(X,,00)},
ol C' > 0 est une constante a préciser. Clairement,
L(X,,0) 00 ( 1 1 ) 9
A Y) 70 = X
L(X,,00) © P 20 202 ;( i)
et la région de rejet du test est donc de la forme
n
R={3(xi—p?> '},
i=1
ou C" > 0 est une constante. Choisissons C' = C,, de fagon & obtenir
P,,(X, € R) = a.

Sous P, la variable aléatoire 1 ; (X; — u)?/od suit la loi x2, donc

P,y (X, € R) = P,, (zn:(Xi —u)? > Ca>

i=1
n
_ (Xz - M)2 Co i Ca
=P (L S S 1o (),
=1

ou Fy2(+) est la f.d.r. de loi de x2. On obtient alors

Ca = 0-(2)(]1704()(721)’
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ce qui nous amene au test de la forme

R = {Z(XZ - :U’)Q > Ung—a(X%)} ) (615)

i=1

ot ¢1_a(x?2) désigne le quantile d’ordre 1 — « de la loi x2. Pour calculer la fonction puissance
de ce test on remarque que sous P, la variable aléatoire > 1 (X; — u)?/0? suit la loi x2 et

n

m(o) = Po(X, € R) =P <Z(Xz - /~L)2 > U%Ql—a(X%))
i=1

n

X~ )2 o2 o2

= p, (L 60 =1 P (D).

pa o o o
Notons que (6.15) définit un test de niveau «. En effet, pour tout 0 < o < oy,

0.2
(a%qlfa(xi_l)) <1-Fe (q1-alxio1) = a.

Application numérique : pour n = 20, on souhaite tester au niveau a = 0.05 I’hypothese
Hy : o <2 contre Palternative Hy : 0 > 2 avec u = 0. Le quantile go.o5(x3,) vaut 31.41 et la
région critique du test est

1_FX$L,

1

R= {ix} > 125.64}.

i=1
La puissance 7 de ce test au point o = 4 est donnée par :

7(4) = P(x39 > 125.64/16) = P(x3, > 7.85) ~ 0.9928.

Cas de moyenne u inconnue. Considérons 'hypothese et 'alternative
Hy: 0> <o}, Hy: o0*>0f
quand g est inconnu. Le parametre i est une nuisance, sa valeur ne nous intéresse pas dans
ce probleme particulier. On peut utiliser le fait que, d’apres la Proposition 4.4, sous P, , la

statistique ns?/o? suit la loi x2_;. (Ici P, désigne la loi jointe de (Xi,...,X,) quand les
X; sont i.i.d. de loi N'(i,0?).) On peut donc modifier le test (6.15) de la facon suivante :

R= {n32 > Ung—a(XzL—l)}'

C’est bien un test de niveau a.

6.5. Tests asymptotiques

Dans la pratique, la loi des variables aléatoires X; est souvent inconnue. Supposons que
Ep(X?) < o0 et que Fp(X;) =6 € R. Alors, d’apres le Théoréme central limite, sous Py,

(X —0)
=

2 N(0,1) quand n — oo,

ou o(f) est défini par
0%(0) = Varg(X1) = Eg(X7) — (Ep(X1))”
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et on suppose que o(f) > 0 pour tout . Si 'application 6 — o (@) est continue en 6, vu la

convergence X L 9 et le Théoreme de Slutsky, on obtient

X -0
\/ﬁg A N(0,1) quand n — oo. (6.16)
o(X)
Basé sur ce résultat donnant une approximation asymptotique de la loi de la statistique
vn(X — 0)/o(X), on peut proposer le test d’hypothese Hy : 8 = 6y contre alternative
Hi: 0 > 6y défini par
. o(X
R= {X>00+\(/ﬁ)q{v_a}.
Pour ce test
lim Py, (X, € R) = a.
n—oo

En effet, compte tenu de (6.16),

_ X X -0,
nhﬂnolo PBO <X > 0y + U\(/ﬁ) Q{Va> = nILII;O PGO <\/ﬁ(o_()2)0) > q{Va> =

Définition 6.10. Un test R de l’hypothése Hy : 6 € ©q contre lalternative Hy : 6 € ©1 est
dit test de niveau asymptotique « si

sup lim Py(&X, € R) < a.

0€0q n—oo

Soit é\ﬁ/f V' Testimateur de maximum de vraisemblance de 6 dans un modele statistique
{Fy, 0 €O € Rk}. Si le modele statistique vérifie les hypotheses du Théoreme 5.2, pour tout
0 € O,

v Log
nI(0)(6MY - 9) 2 N(0,1)

quand n — oo. Si l'information de Fisher I(6) est continue sur ©, par le Premier théoreme
de continuité (Proposition 1.9),

I(@JIM\/) L I(#) quand n — oo,

et, vu le Théoreme de Slutsky, on obtient

\/ nI(BMVY (MY — g) 2 N(0,1) quand n — oo. (6.17)

On peut utiliser (6.17) pour construire un test de niveau asymptotique « des hypotheses
classiques considérées précédemment. Par exemple, pour le probleme bilatéral,

H()ZQZH(), Hlie#eo,
on peut définir un test de niveau asymptotique « par

R—{‘gyv—90‘>

N
= qla/Q}'
nl(63)
2

On remarque que c’est un test de type (6.12), ou on substitue gyv aXet I(@]yv)_l ao”.
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6.6. Tests de comparaison de deux lois normales*

Souvent on cherche a comparer deux lois de probabilité a partir de deux échantillons
différents. Supposons ici que ces échantillons sont i.i.d. et issus de deux lois normales :

(Xfl)7 . ,Xflll)) de loi N'(pu1,07), et (X{Q), . 7X,(é)) de loi N (12, 03). Supposons aussi I'indépendance
des échantillons : (X, ..., xM) 1 (x®@, ... x).

6.6.1. Test d’égalité des variances. On se place dans le cadre général, ou les espérances
11 et po sont inconnues. Considérons le probleme de test :

2 2 2 2
Hy: of =05, Hi: o] # 03.

D’apres la Proposition 4.4,

2 2
n181 2 n253 2
5~ Xni—-1 €t T35~ ~ Xp,-1- (6.18)
01 b

On en déduit que les statistiques

ni

1 Do
2= 2 YV - x1)?
! Slnl—l n1—1 ( 1)7

=1
n 1 2 (2)
@22 " _ x® _ )2
2 8177,2—1 712—1;( i 2)7
o Xy =n; Y, Xi(l), Xy =ny ' 300, XZ»(z), vérifient
St o3
? 0_7% ~ Fnl—l,n2—1>

ou F, q est la loi de Fisher-Snedecor a degrés de liberté p et ¢. En particulier, la statistique
U - SQ
(et de tallle) o peut étre construit a l’aide de la région critique

RI{U<01, U>CQ}

avec Cq et Oy tels que 1 —a = P(Cy < Fy—1n,-1 < C2). Un choix de o« = aq + a3 avec
0 < ag,as < 1 étant fait (par exemple, 1 = as = «/2), on peut prendre C; comme le
quantile d’ordre ay de Fj,,—1pny—1, N0té gqo,(n1 — 1,n2 — 1) et Cy comme le quantile d’ordre
1 — ag de la méme loi, noté qi_q,(n1 — 1,n2 — 1). On obtient alors la région critique

R={U < qo,(n1 —L,na—1), U>qi—a,(n1 —1,na—1)}.

suit la loi de Fisher-Snedecor sous I'hypothese Hy : 07 = o3. Alors un test de niveau

Si ny et ny sont grands (par exemple, ni,ng > 20), on utilise souvent un test asymptotique
construit comme suit. Notons que I'indépendance de s? et s3 et le Théoréme central limite
impliquent :

si— 5 — E(s] — 53

Ve~ D) ) 2>N(0,1) quand n1,ne — 00, (6.19)
1752

ot E(s? — s3) = 0} — 03 et Var(s? — s3) = Var(s?) + Var(s3) = Gl + 202 (cf. Exercice 4.8).
4 4

=L car 52 L 52 o7, % =1,2. Vule Théoreme de Slutsky, il en découle la
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convergence en loi
—03) D

D A0, 1).

Puisque a% = ag sous Hg, on obtient un test de niveau asymptotique « :

|57 — s3]

N
1 4 = ql—o‘/2
25t | 25
ny no

6.6.2. Test d’égalité des espérances. Testons maintenant 'hypothese Hy : pu1 = o
contre alternative Hy : p1 # po au niveau «, en supposant que o1 = g9 = ¢ avec g > 0
inconnu.

Puisque (XF), e ,X,gll)) A (X{Q), . .,qu)), les variables aléatoires n1s7/0? et ngs3 /o>
sont indépendantes. Soit n = nj + na, alors vu (6.18),

R =

2 2
%271252 ~ X121—2' (6.20)
o
Pour ¢ = 1,2, notons P,, , les lois de (X}i), . ,XT(L?) quand o1 = 03 = 0. On a alors

sous Py, o, VI — pp) ~ N(0,1

g

S0US Py oy Y2 (X — ) ~ N(0,1),

~—

9

et respectivement
n, - n n, - n
2R ) ~ NGO, YR — )~ N0, ),
o ny o N9
L’indépendance de X; et X, implique que si pu; = po,

*/ﬁ(Xl—XQ)NN(QnJrn).

g niy no

[ning (X1 — Xo) N0, 1)
n o T

Vu (6.20) ceci permet de déduire que la variable aléatoire

Z:¢;WMﬁ—%(m_Xﬁ

Par conséquent, sous Hy,

(nls% + nzsg)

suit la loi ¢,_o (loi de Student a n — 2 degrés de liberté). On peut donc considérer le test &

région critique
2 2
R=11% - %ol > O, [Pt n253) L
ninz(n — 2)

Si I'on choisit ici Co = q1_q/2(tn—2), le quantile d’ordre 1 — a de la loi ¢, 2, on obtient un
test de taille a.
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Comme la f.d.r. de loi de Student ¢, _2 tend vers celle de N'(0,1) quand n — oo, un test
de niveau asymptotique « est donné par la région critique suivante :

| X1 — X
RO — — > q{V_a/Q , (6.21)
s T e

ol q{\f_a/z est le quantile d’ordre 1 — /2 de la loi N'(0,1).

6.7. Régions de confiance

Le modele statistique ici est, comme précédemment, {Fp, # € O}, © € R* et &, =
(X1,..., Xp) est 'échantillon observé.

Définition 6.11. Soit 0 < o < 1. Une région de confiance de niveau 1 — a pour 6 est
un ensemble aléatoire C(X,) C R¥ tel que, pour tout 6 € ©,

Py(0eC(X,)) >1—a.
On dit que C(X,) est une région de confiance de taille 1 — « pour 0 si, pour tout 6 € ©,

Py(0 €C(X)=1—a.

Dans le cas unidimensionnel (k = 1) on utilise le plus souvent les régions de confiance
de forme particuliere, notamment les intervalles de confiance. Un intervalle de confiance de
niveau 1 — « est un intervalle de la forme

C(Xn) = [a’(Xn)’ b(Xn)]a

ou a(-) et b(-) sont des fonctions boréliennes a valeurs dans R, telles que a(X,,) < b(X,,) pour
tout A, et

Pyla(X,) <O <b(X,)>1—-a
pour tout 6 € ©.

EXEMPLE 6.5. Intervalle de confiance de niveau 1—a pour 6 dans le modele {N(0,0?),0 € R}
avec o > 0 connu. Considérons l'intervalle aléatoire

i.e. posons a(X,) = X — ﬁ q{\f_a/Q et b(X,) = X + % q{\[_a/g. C’est un intervalle de confiance

de taille 1 — « pour 6, car

- o
R0 € ) = o (1X =01 < Tl ) = Pl < o ) =10
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N
ql—u/z

Fig. 6.9. Quantiles de la loi N'(0,1) correspondant aux intervalles symétrique et non-symétique.

Un autre exemple d’intervalle de confiance de niveau 1 — « est un intervalle non-symétrique

de type
_ 7 TN

C(Xy) = [X NG 0 30/a0 X + i Dimaya-

On peut montrer que cet intervalle est de longueur plus grande que l'intervalle symétrique
(6.22). Il permet donc de localiser la vraie valeur du parametre 6 avec moins de précision que
I'intervalle (6.22). La méme remarque reste vraie pour d’autres intervalles non-symétriques
et ceci explique pourquoi ils ne sont pas intéressants dans cet exemple.

25

0

-0

25 L L L L L L
-2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2

Fig. 6.10. Diagramme Tests/IC : C* = {(z,0) : |x — 0] < A} avec A = 7= qfia/Q.

Considérons maintenant un outil graphique que l'on appelle diagramme Tests/Intervalles de
confiance (en abrégé diagramme Tests/IC). Sur le plan (z,6) dans R? introduisons la région

C={(z,0): |z -0 <A}
ou A = ﬁ q{V_ /2 Les sections verticales de cette région par les droites © = X représentent

les intervalles de confiance de niveau 1 — o obtenus pour différentes valeurs de X. Les sections
horizontales de C* par les droites § = 6 représentent les régions d’acceptation A(6y) des tests
de niveau « des hypotheses de la forme Hy : 6 = 0y contre Hy : 6 # 0.

REMARQUE. Le diametre |C(X,)| — 0 quand n — oo. Par contre, |C(X),)| grandit quand
o — 0.
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6.8. Méthodes de construction des régions de confiance

Nous examinerons ici trois méthodes différentes de construction de régions de confiance
en dimension 1 (i.e. quand © C R).

6.8.1. Intervalles de confiance pour n fini : méthode des fonctions pivotales.
Cete méthode ne s’applique que pour quelques modeles statistiques tres particuliers. Sup-
posons qu’il existe Sy (X1,...,Xn,0) = Sp(X,,0) (une fonction borélienne de X, ..., X,,0)
telle que, pour tout ¢t € R, la probabilité

P@(Sn(Xm‘g) < t)

ne dépend pas de 6. Si cette condition est vérifiée, on appelle § — S, (X,,, ) fonction pivotale
(ou pivot) pour le modele statistique {Fy, 0 € ©}. Notons qu'une fonction pivotale n’est pas
une statistique, car elle dépend du parametre 6. Pour une fonction pivotale S, (X, #), il existe
Aq(a), Az(a) ne dépendant pas de 0, tels que

P9(A1(a) < Sn(Xnae) < AQ(OZ)) >1l—-a
pour tout 8 € ©. Cette inégalité signifie que
C(Xn) ={0: Ar(a) < Sp(Xn,0) < Ag(a)}

est une région de confiance de niveau 1 — « pour 6. Dans ’'Exemple 6.5, la fonction pivotale
est donnée par Sy, (X,,,0) = \/n(X — 0)/o. Puisque la v.a. /n(X — 0) /o est distribuée selon
la loi normale N (0, 1), sous Py, indépendamment de 6, les quantités Aj(a) et Ag(a) peuvent
étre choisies sous la forme : Aj(a) = —q{\f_a/Q, Ag(a) = q{\’_a/Q.

Plus généralement, les inégalités Aq(a) < Sp(X,,0) < Ag(ar) définissent une région de
confiance pour 6 de fagon implicite : pour 'expliciter il faut résoudre le systeme de ces deux
inégalités par rapport a 6, ce qui n’est pas toujours facile. Néanmoins, il existe quelques
exemples remarquables pour lesquels cette démarche mene au succes, dont le suivant.

EXEMPLE 6.6. Intervalle de confiance pour 0 dans le modéle exponentiel £(0). Soit le modele
statistique {Fp, 6 > 0}, ou Fp est la f.d.r. de densité fy(x) = %e‘gl{x > 0}. Notons que la
variable aléatoire Y = 2X suit la loi X%- Ceci implique que la v.a.

2 — omn
Z="N"X,=2"X
9257

est distribuée selon la loi X3, sous Py, indépendamment de 6. On voit donc que Sy, (X, 0) =
%”X est un pivot et qu’on peut trouver Ay et A, tels que, pour tout 6 > 0,

Pg(Al S Sn(Xn,Q) S AQ) =1-a.

En effet, on peut choisir, par exemple, Ay = qa/Q(X%n) et Ay = ql_a/g(xgn), les quantiles
d’ordre a/2 et 1 — /2 de la loi x3,,. Alors, 'ensemble

2n - 2nX 2nX
C*Xn: qua X2n SiXSQ—a in = eigegi
( ) { /2( 2 ) 0 ! /2( 2 )} QI—a/2(X%n) QQ/2(X%n)

est un intervalle de confiance de niveau (et de taille) 1 —« pour 6. La figure ci-dessous présente
la diagramme Tests/IC pour cet exemple permettant une construction graphique de C*(X,,).
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25

151

c X"
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-0.5 0 05 1 15 2

Fig. 6.11. Diagramme Tests/IC : C* = {(x,@) o ne < ne

1—a/2(X3,) = day2(x3,) J°

Pour quelques exemples, on peut définir un pivot en utilisant la démarche suivante. Soit
0, une statistique. Posons

Go(x) = Py(0,, < x).
Supposons que les hypothéses suivantes soient vérifiées :

— la fonction Gg(x) est monotone en 6 pour tout x fixé;

— la fonction Gy(x) est continue en x pour tout 6 fixé.
Définissons la pivot S, (X, 0) et Gg(é\n). La loi de Sy (X, 0) sous Py est alors uniforme. En

particulier,
o ~ a
Si G(z) est une fonction croissante de 6, et ceci pour tout x fixé, alors :

Py (% < GoB,) <1 - %) -y (b%((?n) << bl_%@)) ,

olt ba () est tel que Gy, () = .

1-a/2

a2 b (%) b,

0 )

Fig. 6.12. La fonction 6 — Gy(z) pour un x fixé.
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~

On voit donc que C(X;) = [be (6r), bl_%(gn)] est un intervalle de confiance de niveau (et de
taille) 1 — a pour 6 sous les hypotheses ci-dessus.

Par un raisonnement similaire on obtient que si Gp(z) est une fonction monotone décroissante
de ¢ pour tout z fixé, C(Xy) = [b1—2(0n), ba (6n)] est un intervalle de confiance de taille 1 — o
pour 6. Nous avons donc démontré la proposition suivante.

Proposition 6.1. Soit Gyg(x) continue en x et monotone comme fonction de 6 pour tout x.

Alors Dintervalle N N
a oy J 2= minbi_g(6hn),bs(0n)),
0= max(bl,%(ﬁn), b%(ﬁn))
est un intervalle de confiance de taille 1 — o pour 6.

EXEMPLE 6.7. Intervalle de confiance pour 6 dans le modéle de Bernoulli Be(f). Soient
X1,...,X,, des variables aléatoires i.i.d. de loi de Bernoulli, X; ~ Be(f) avec 0 < 6 < 1.
Posons §n =X et
Go(x) = Pp(X <) =D Cro*(1—0)"*.
k<nz

11 est facile de voir que 6 — Gy(x) est une fonction décroissante pour tout x. Or, 'application
x — Gg(z) n’est pas continue. Néanmoins, on peut construire des intervalles de confiance de
la méme maniere que dans la Proposition 6.1, en utilisant la monotonie. La seule différence
est dans le fait que les intervalles ainsi obtenus ne sont plus de taille 1 — «, mais seulement
de niveau 1 — «. Considérons 'application numérique avec a = 0.05, X = 0.3 et n = 100.
L’utilisation des tables spéciales donnant les intervalles de confiance basés sur la loi exacte
de nX (qui est la loi binomiale B(n, #)) nous ameéne & P'intervalle de confiance de niveau 0,95
suivant : C%(Xj0) = [0.2124,0.3998].

6.8.2. Intervalles de confiance pour n fini : utilisation des inégalités. Cette
méthode de construction des intervalles de confiance est basée sur ’application des diverses
inégalités probabilistes, par exemple, celle de Tchebychev.

Plagons-nous dans le cadre de ’'Exemple 6.7. On remarque que
Py(IX —0] <A)=1—Py(X —0] > A).

Cherchons un intervalle de confiance de la forme C(X,) = [X — A, X + A] avec A > 0.
Comme les X; sont indépendants de moyenne 6 et de variance 6(1 — 0) sous Py, I'inégalité de
Tchebychev donne la borne
¢ Eo(IX—0P) _ 1 2
Py(|X —0]>A) < = Ey((X1—0)°) =
WX 0] > &) < P20 - By((x - 6y)
On obtient, pour tout 6 tel que 0 < 6 < 1,

o(1 — )
nA2

6(1—0) 1
AL /A .
nA2 — AnA2

Ceci nous permet de déterminer la valeur de A, telle que 1 — ﬁ =1 — « et de construire

Py(|X -6l <A)>1-

finalement un intervalle de confiance de niveau 1 — « :

C(X,) =[X —An, X + AL
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Pour la méme application numérique que dans ’Exemple 6.7, on a A, = 0.2236 et cet
intervalle est de la forme :

cTeheb(xyg9) = [X — 0.2236, X + 0.2236] = [0.0763, 0.5236].

L’intervalle de confiance CT"*(Xog) est plus conservatif (i.e. moins précis) que l'intervalle
de confiance C%(Xj09) = [0.2124,0.3998] obtenu dans 'Exemple 6.7 & I'aide de la méthode des
fonctions pivotales.

6.8.3. Intervalles de confiance asymptotiques. Sous les hypotheses de I’'Exemple

6.7 on obtient :

Vi g D

0(0)(X 6) = N(0,1) quand n — oo,
o1 02(0) = Ep((X1—0)?) = 6(1—6). La fonction /z(1 — z) est continue, donc, par le Premier

théoreme de continuité, o(X) = /X (1 — X) L o(0) quand n — oco. On en déduit que

= D
m()( —0) = N(0,1) quand n — oo,

Py (‘ /X(ln_X)(Xe)' gA) ~ P(ln| <A), (6.23)

oun ~ N(0,1). Vu la forme du membre de droite dans (6.23), on peut choisir A = qfv_aﬂ, ce

et pour tout A > 0

qui implique que I’ensemble de tous les 0 tels que

n —

m(X - 9)‘ < a2

est un intervalle de confiance de niveau asymptotique 1 — a pour #. On notera cet intervalle

C(X,) :
CH(Xy,) = !X— e X(\}E_X) A oy X + X(\}ﬁ_ £

= 1—a/2> 1—o/2

L’intervalle de confiance asymptotique C*(X,,) vérifie
lim Py(f € C*(X,)) = P(|n| < q{\[_aﬂ) =1—a pourtout 0<6<1. (6.24)
n—odo

Si a = 0.05, alors q{v_a/Q = q(])Y975 ~ 1.96 et, pour 'application numérique de I’Exemple 6.7,

C%(X100) = [0.2102,0.3898].

On voit donc que l'intervalle asymptotique C*(Xjg0) est essentiellement le méme que l'in-
tervalle C%(X100) basé sur la loi exacte. Ils sont plus courts que lintervalle CT"?(Xygq).
Néanmoins C*(X,,) n’est pas nécessairement un intervalle de confiance de niveau 1 — a pour
n fini, i.e. il peut ne pas vérifier la Définition 6.11. C’est un intervalle de confiance de niveau
asymptotique 1 — o au sens de (6.24). Pour avoir une idée, & partir de quel n les intervalles
de confiance asymptotiques deviennent valables, considérons ’application numérique avec les
mémes valeurs o = 0.05 et X = 0.3 que précédemment, mais avec la taille d’échantillon n
plus petite. Les résultats sont donnés dans le tableau suivant.
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n 10 20 30

CO(X,) | [0.0667, 0.6525] | [0.1189, 0.5428] | [0.1473, 0.4940]

Co(X,) | [0.0159, 0.5840] | [0.0992, 0.5008] | [0.1360, 0.4640]

Sans surprise, les intervalles deviennent de plus en plus courts quand n croit. De plus, C° et C*
se rapprochent. Cependant, les intervalles asymptotiques C® sont toujours plus courts que les
intervalles C° basés sur la loi exacte et ils sont un peu biaisés vers la gauche par rapport a ces
derniers. En conclusion, I’approximation asymptotique peut s’avérer trompeuse pour n < 30 :
il est plus prudent d’utiliser I'intervalle C°. Par contre, pour n = 100, comme on 'a déja vu,
la différence entre les deux intervalles devient négligeable, ce qui signifie que I'utilisation des
intervalles asymptotiques est bien fondée.

L’approche asymptotique est la plus répandue dans la pratique, car elle permet, pour
n assez grand, d’obtenir facilement de bons intervalles de confiance pour plusieurs modeles
statistiques. Nous allons maintenant donner la définition générale sur laquelle est basée cette
approche.

Définition 6.12. Un ensemble C*(X,,) est dit région de confiance de niveau asympto-
tique 1 — « pour 0 si, pour tout 6 € O,

liminf Py(§ € C*(X,)) > 1 — «.

n—oo

Comme pour les tests asymptotiques, on peut utiliser la normalité asymptotique des
statistiques classiques pour construire des intervalles de confiance de niveau asymptotique 1 —
a. Une approche possible est de fonder I'intervalle de confiance sur ’estimateur du maximum
de vraisemblance /0\% V' de 6 qui, sous les hypotheses de régularité, satisfait

nI(0)(6MY — g) 2 N(0,1) quand n — oo,

pour tout # € O (cf. Théoreme 5.2). Sous les hypotheses de régularité, comme il a été expliqué
au Paragraphe 6.5, nous avons aussi

\/nI (6MVY(OMY — @) 2>N(0, 1) quand n — oo,

ce qui permet d’obtenir I'intervalle de confiance de niveau asymptotique 1 — « sous la forme

N N
ql—a/2 é\MV 4 ql—a/2
/I (M) \/nI(OMV)

Pour I’Exemple 6.7 on a : @/[V =X et I(0) = (6(1 —0))"!, donc I(@]yv) =(X(1-X).

Cl(X,) = | MY —
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6.9. Dualité entre tests et régions de confiance

Considérons d’abord le modele statistique {N(6,02),0 € R} avec ¢ > 0 connu et
définissons les ensembles

= = o
A(GO): {X |90_X‘§%q{\[—a/2}7

— _ o c
R(O) = {X < 10~ X| > T al o} = A°(00)

ou A¢ désigne le complémentaire de A.
L’ensemble R(fy) est la région critique d’un test de niveau « de ’hypothese Hy : 6 = 6y
contre alternative Hy : 0 # 6y, A(6y) est donc la région d’acceptation associée a ce test.

Comme il a été expliqué précédemment, C(X") et A(fy) peuvent étre obtenus a I'aide de la
diagramme Tests/IC.

Plus généralement, on a le résultat suivant qui explique les propriétés de la diagramme
Tests/IC.

Théoreme 6.2.

(i) Si pour tout 6y € O il existe un test R(0y) de niveau o de ’hypothése simple Hy : 6 = 6y
contre Ualternative Hy : 0 # 0y, alors
C(X,)=1{0: X, A0)}, ou A(F) = R°(0),
est une région de confiance de niveau 1 — o pour 6.

(ii) Soit C(X,,) une région de confiance de niveau 1 — o pour 0. Alors pour tout 6y € O, le
test de U’hypotheése simple Hg : 0 = 0y contre Ualternative Hy : 0 # 0 ayant la région critique
R(Qo) = AC(HO), ot

A(Oy) ={ X, : 6p € C(X,)}

est un test de niveau o.

>

-0

-2
-2 0 2

Fig. 6.13. Diagramme Tests/IC. L’intervalle de confiance C(X™) pour 6
et la région d’acceptation A(fy) du test.
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Preuve. (i) On vérifie facilement que pour tout 6 € O,
Py € C(X,)) = Pp(X, € AF)) =1 — Py(X, € R()) > 1 — a.
(ii) Pour montrer le réciproque, il suffit de noter que, pour tout 6y € O,
Py, (X, € R(6p)) =1 — Py, (X, € A(Op)) =1 — Py, (0 € C(Xy)) < «,

donc le test R(f) est effectivement de niveau a. [

6.10. Exercices

EXERCICE 6.2. On observe X1, de loi U0, 1] sous Hy, ou U|[2, 3] sous H;. Proposer un test de
I’hypothese Hy contre 'alternative H; et calculer ses risques de premiere et seconde espece.

EXERCICE 6.3. Soit (X7i,...,X,) un échantillon i.i.d. de la loi uniforme U[0,6], # > 0. On
souhaite tester 'hypothese Hy : 8 = 6y contre 'alternative Hy : 8 < 6y, ou 6y > 0. Montrer
que le test a région critique

R = {X(n) < 90011/”}
est UPP de niveau «.

EXERCICE 6.4. La limite 1égale d’un polluant contenu dans les déchets d’une usine est de
6mg/kg. On effectue un dosage sur 12 prélevements, pour lesquels on observe une moyenne
de 7mg/kg avec un écart-type de 2.4mg/kg. On admet que la loi de dosage est gaussienne.
1°. Préciser le modele statistique et poser le probleme de test d’hypotheses.

2°. Quel test ferait le directeur de cette usine ? Quelle serait sa conclusion ?

3°. Sachant que si la moyenne est supérieure a 8 mg/kg, il y a danger, quel test ferait le
députe écologiste de la région ou se situe cette usine ? Quelle serait sa conclusion ?

4°. Commenter les résultats de 2° et 3° en utilisant la notion de p-value.

EXERCICE 6.5. Soient Xi,..., X, des variables aléatoires i.i.d. dont la loi admet la densité
flx—0), ou f(x) = 2(1 —x)I{0 < x < 1}. On veut tester I'hypothese Hy : § > 1 contre
I’alternative Hy : 6 < 1. Introduisons les régions critiques

R. = {X(l) < C}

et
RC = {X(n) < C}.

Le but de cet exercice est de comparer le test basé sur R, avec celui basé sur RC.

1°. Calculer la fonction puissance 7 associée a R, et montrer que cette fonction est monotone.
2°. Quelle valeur critique ¢ faut-il choisir pour que le test associé & R, soit de niveau 5% ?
3° Calculer la fonction puissance 7 associée & R, ot ¢ est choisi de telle facon que le test soit
de niveau 5%.

4°. Comparer les fonctions puissance m et 7 pour les tests de niveau 5%. Peut—on affirmer
qu’un de ces tests est plus puissant que 'autre 7

5° Analyser 'asymptotique de m et T quand n — oo et c¢ reste fixé.
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EXERCICE 6.6. Un client de supermarché a pesé 16 paquets de café de méme marque de poids
nominal 500g. Les résultats des mesures sont les suivants :

487.5, 500.1, 480.3, 519.8, 470.3, 500.2, 485.2, 499.4,
499.7, 503.1, 504.9, 480.7, 505.1, 494.7, 488.3, 473.3

avec X = 493.29, s = 12.82.

On admet que les poids des paquets forment un échantillon d’une loi normale de moyenne
w > 0 et d’écart-type o.

1°. Faire un test de controle de qualité sur la moyenne (Hy : p = 500; Hy : p # 500).
Calculer le seuil critique (p-value) de ce test. Conclusion ?

2° Le client qui a pesé les paquets fait son propre test dont les hypotheses sont Hy : p < 490
et Hy : p > 490. Calculer le seuil critique de ce test et commenter le résultat.

3°. On souhaite maintenant tester si ’écart-type o dépasse le seuil autorisé de 20g. Effectuer
un test de niveau 0.05.

EXERCICE 6.7. On admet que la durée de vie, exprimée avec une unité de temps convenable-
ment choisie, d’un certain type de matériel est représentée par une variable aléatoire X suivant
une loi de Weibull de parametres 6, a et ¢ strictement positifs. Cette loi, notée W(0,a,c) a
pour fonction de répartition

o= - (52 1,

et donc elle admet la densité

flz) = g(x —a)* Lexp (_@—9@) I{z > a}.

1°. Montrer que la variable aléatoire Y = Z(X — a)° suit la loi x3.
2°. Que représente le parametre a? Pour z > a, on appelle taur de panne instantanné a
I'instant x la quantité
F(x+ Azx) — F(x x
o) g F@ A —F@) f@)
Azlo Azl — F(z)] 1 - F(x)

Quelle interprétation peut—on en donner ? Déduire la valeur de 7(x). Pour quelles valeurs des
parametres 6 et ¢, ce taux sera—t—il constant ? proportionnel a (x —a)?

Dans la suite on supposera connus les parametres a et ¢ de la loi W(0,a,c), le parametre 6
étant inconnu. De plus, on disposera d’un échantillon (X1, ..., X,,) des durées de vie observées
sur n matériels du type considéré, les X; étant des réalisations i.i.d. de la variable aléatoire
X.

3°. Montrer que 'estimateur du maximum de vraisemblance de 0 est

n

0 = 2 3°(Xi — a)

n <
=1
Cet estimateur est—il consistant ?

4°. Construire un intervalle de confiance pour 6 de niveau 90%, puis 'intervalle de confiance
de niveau asymptotique 90%.
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5°. Considérons le probleme de test de I’hypothese simple Hy : 6 = 0y contre 'alternative
simple Hy : 6 = 0y, vérifiant 6; > 6y > 0.
5.1°. Montrer que le lemme de Neyman—Pearson conduit a une région critique de la forme

n

R={(X1,....,Xn): Y _(Xi—a)° >k},

i=1
ou k > 0 est une constante.
5.2°. Soit 0 < a < 1 un niveau de signification donné et soit g, (X%n) le quantile d’ordre « de
la loi x3,,. Déterminer, en fonction de 6y et de ga(X3,), la région critique d'un test de niveau
Q.
5.3°. Exprimer, en fonction de 6y, 61 et de g, (x3,,) et & I'aide de la fonction de répartition F
de la loi X%n, le risque de seconde espece et la puissance de ce test.
5.4°. Préciser comment varient la région critique, le risque de seconde espece et la puissance
de ce test en fonction de «, puis en fonction de 6.

6°. On considere maintenant le probleme de test de ’hypothese Hy : 6 < 1 contre I’alternative
Hy:0>1.

6.1°. Proposer un test uniformément plus puissant de niveau «.

6.2°. Soit a =0, c=1/2, n=15¢et Y ", X2 = 20, 23. Tester Hy au niveau a = 0,05, a =

i
0, 1. Calculer le seuil critique (p-value) de ce test.

6.3°. En utilisant la loi limite de 9,]1\/[ V' proposer un test de niveau asymptotique a. Avec
les mémes valeurs numériques que dans la question 6.2°, tester Hy au niveau o = 0,05 et

a =0, 1. Comparer les résultats avec ceux des tests non—asymptotiques de 6.2°.
EXERCICE 6.8. Les résultats d’'un examen noté sur 20 sont les suivants.
Filles : 2;12,5;4;4;2;15,5;10;17,5;11;12, 5; 2.
Gargons : 7;6;6;8;9;10;9;11;16,5; 16, 5; 14; 12; 4; 11; 2.

On suppose que les notes sont des variables aléatoires indépendantes, identiquement dis-
tribuées selon la loi N (ur,o?) pour les filles et selon la loi A (i, o?) pour les garcons. Les
parametres jip, i et o sont inconnus. Dans la suite, on notera np et ng le nombre de filles
et de garcons.

Le but de I'exercice est de tester ’hypothese que les notes des filles sont en moyenne de
méme niveau que celles des garcons, i.e.

Ho : pr = pa,
contre 'alternative

Hy: pr # pe-

1°. Proposer un estimateur de up — jug. Proposer un estimateur 2 convergeant vers o2 a la
fois sous Hy et sous Hi. Donner la loi limite de v/npng/(nr + ng)(fir — fic)/6 lorsque np
et ng tendent simultanément vers +oo.

2°. A partir des résultats de la question précédente, proposer un intervalle de confiance de
niveau asymptotique 1 — a pour ur — ug.

3°. Construire un test de niveau asymptotique «. Quelle est la p-value de ce test 7 Accepte—t—
on Hy au niveau 0,10; 0,05; 0,01 7 Commenter le résultat. Pourrait-on obtenir des résultats
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non asymptotiques ?
4°. Est-il réaliste de supposer que les deux lois ont la méme variance ?

EXERCICE 6.9. Test du signe. Soit F' une fonction de répartition sur R et soit § € R un
parametre inconnu. On dispose d’un échantillon i.i.d. (X,...,X,) de F(-—#0) et on considere
la statistique du signe

W, = znjf{X,» > 0}.
=1

On suppose d’abord que F' est connue.

1°. Donner la loi exacte de W), pour n fixé.
2°. Montrer que la loi limite quand n — oo de (W,, — nw)//n est normale ol w est une
constante a préciser. Donner la moyenne et la variance de cette loi limite.

On suppose maintenant que F' est une fonction de répartition symétrique inconnue et on
souhaite tester ’hypothese Hp : 6 = 0 contre I'alternative Hy : 6 > 0. Soit 0 < a < 1.

3°. Proposer un test de niveau exact a basé sur W,.
4°. Proposer un test de niveau asymptotique a basé sur W,,.
5°. Quelle est la p-value du test asymptotique sin =16 et W,, =27

EXERCICE 6.10. Soient X1,..., X, des variables aléatoires i.i.d. de densité

fa0) = 5o (-2,

ou o >0et u € R sont des parametres, 0 = (u,0).

1°. Trouver &, 'estimateur du maximum de vraisemblance de o, dans les deux cas suivants :
(i) p n’est pas connu,
(ii) p est connu.

Dans chacun de ces deux cas, 'estimateur du maximum de vraisemblance est-il unique ?

On supposera désormais que p = 0.

2°. Chercher la loi asymptotique de y/n(6, — o) quand n — co.

3°. En utilisant ,,, construire un test de niveau asymptotique o de 'hypothese Hy : o =1
contre 'alternative Hy : 0 < o < 1.

4°. Donner un intervalle de confiance de niveau asymptotique 1 — « pour o basé sur &,.

EXERCICE 6.11. Soient X1,..., X, des variables aléatores i.i.d. de densité
f(a,0) = (2/Vn) exp(—2*/0)[{x > 0},

par rapport a la mesure de Lebesgue dans R, ou 6 est un parametre inconnu.

1°. Déterminer la loi de probabilité de la variable X/ V0. Déduire de ce résultat que la loi de
la variable { = mgy/6 ne depend pas de 6 (ici mgy désigne le moment empirique d’ordre 2).
2°. Déterminer les réels a et b tels que [ma/a, ma/b] soit un intervalle de confiance de niveau
1 — a pour # (pour un 0 < a < 1 donné).

3°. En utilisant 'approximation de la loi de ( par une loi normale, chercher les réels a; et by
tels que [ma/ai, ma/b1] soit un intervalle de confiance de niveau asymptotique 1 — o pour 6.
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EXERCICE 6.12. On dispose d'un échantillon de taille n = 400 d’une loi de Poisson P(#) de
parametre € inconnu. Proposer un intervalle de confiance au niveau asymptotique 0.99 pour
0 basé sur 'estimateur du maximum de vraisemblance.

EXERCICE 6.13. On souhaite comparer les moyennes y et p/ de deux échantillons de taille
n gaussiens indépendants et de méme variance connue. On utilise la démarche suivante : si
deux intervalles de confiance de niveau a obtenus a partir des échantillons ont une intersection
vide, on décide que u # /. Etudier le test correspondant a cette procédure.

EXERCICE 6.14. Soit (X1,...,X,) un échantillon i.i.d. de la loi uniforme U|0, 6], § > 0.

1°. Montrer que 6/ X, est une fonction pivotale et donner sa densité de probabilité.

2°. Soit 0 < a < 1. Montrer que 'intervalle de confiance pour 6 le plus court de niveau 1 — «
basé sur cette fonction pivotale est de la forme [X,), a~tnx (m))-

3°. Tracer la diagramme Tests/IC. L’utiliser pour construire un test de niveau o de ’hypothese
Hy : 6 =1 contre Dalternative H; : 6 # 1.

EXERCICE 6.15. Probléeme de sondages. Soit N le nombre d’habitants d’une commune. Il
s’agit de faire un sondage de popularité de deux candidats (candidat A et candidat B) qui
se présentent aux élections municipales. On choisit un échantillon de n habitants auxquels
on pose la question : “Pour qui voteriez—vous aux élections? ” A l'issue de ce sondage, on
obtient les données Xi,..., X,, ou

1, si le +—eme habitant questionné préfere le candidat A,
X, = RN . . e .
0, si le i—eme habitant questionné préfere le candidat B,

i = 1,...,n. Pour des raisons évidentes, il est impossible de questionner tous les habitants.
Donc n < N (dans la pratique, on a toujours n < N). Notons u la part d’habitants de la
commune qui préferent le candidat A. Le but du sondage est d’estimer u et de donner un
intervalle confiance pour pu.

1°. Proposer un modele statistique pour ce probleme. Observer qu’il s’agit d’un tirage au
hasard sans remise d’une population de taille IV, car chaque habitant peut apparaitre au
maximum une fois dans I’échantillon. Définissons les valeurs déterministes x1,..., Ty par

S 1, sile j-eme habitant préfere le candidat A,
7710, silejeme habitant préfere le candidat B,

j=1,...,N.On a alors
Définissons aussi

On appelle 1 moyenne de population et o variance de population.
2°. Montrer que X = % >, X, est un estimateur sans biais de p.

3°. Montrer que
o2

N -1

Cov(X;, X;) = — pour @7 j
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- o? n—1

Var(X) = - <1 N—1>'
4°. Calculer Est), ot s? = L3 (X; — X)?, et proposer un estimateur sans biais 9% de la
variance Var(X).
5°. On se place maintenant dans le cadre asymptotique ou N — oo, n = n(N) — oo et
n/N — 0.
5.1°. Montrer que X et 92 sont des estimateurs consistants de u et 2.
5.2°. Démontrer la normalité asymptotique

\/T;X;“ D N0, 1).

En déduire l'intervalle de confiance de niveau asymptotique 1 — « pour p (0 < a < 1).
Application numérique : donner I'intervalle de confiance de niveau asymptotique 95% pour u
lorsque N = 8000, n =100, ny = >, I{X; =1} = 65.

et




Partie 3

Analyse statistique multivariée






Analyse en composantes principales

7.1. Données multivariées

Soit x € RP un vecteur aléatoire : x = (&1,...,&,)7, ott v désigne le transposé du
vecteur v. Un échantillon multidimensionnel est une suite x1, ..., X, de réalisations aléatoires
du vecteur x, c’est-a-dire que chaque x; est de méme loi que x pour tout ¢ =1,...,n.

Dans ce chapitre, X;; désignera la j®™® composante du vecteur x;, c’est-a-dire la i“™¢
réalisation de la variable aléatoire {;. Les X;; forment la matrice aléatoire
T
X11 e le X3
X = T = :
Xn1 oo Xnp x2

n

que l'on appelle matrice des données ou tableau des données. A partir de la matrice
des données X, on peut calculer les statistiques suivantes :
a) Les moyennes empiriques

_ 1 <&
Xk:nlelk’a kzla"'vpv
i—

qui forment le vecteur

X1 n 1
1 1 or n
:—Exi:—Xl avec 1=1]:] €R".
’I’LAl n
1=

bl
Il

Xp
b) Les covariances empiriques
1 @ o ,
Sik n;X’LJXHC X]Xk7 k?] 17"'ap7
165
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qui forment la matrice
S = (Sjk)kj=1,.p

que 'on appelle matrice de covariance empirique.
c) Les corrélations empiriques définies, pour s;; >0, j =1,...,p, par

Sjk

gy —— kaj:17"'7p
V/SkkSjj

ik =

qui forment la matrice
R = (rjk)kj=1,..p

que l'on appelle matrice de corrélation empirique.
Il est facile de voir que

1< 1 1 1 1
S=-) xix] —xx" = - XTX —xx" = - X"X - - X"11"X = - X"HX
ne n n

ou la matrice H = I, — n~ 1117 est appelée matrice centring.

EXERCICE 7.1. Montrer que H est un projecteur, i.e. H = H? et H = H. Sur quel sous-
espace vectoriel de R™ projette-t-il 7

Notons que la matrice de covariance empirique S est positive, en effet pour tout vecteur
a € RP on a
1 1 1
alSa==-a"XT"HXa==-a"X"HHXa = =~ y'y >0,

n n n

ot y = H"Xa. De plus, si on note par D la matrice diagonale diag{\/s11,...,+/Spp}, on
obtient S = DRD, donc la matrice de corrélation empirique R est aussi positive.

7.2. L’idée de I’Analyse en composantes principales (ACP)

L’Analyse en composantes principales (ACP) est une méthode de traitement des données
multidimensionnelles qui poursuit les deux objectifs suivants :

— visualiser les données,
— réduire la dimension effective des données.

Géométriquement, les données multidimensionnelles constituent un nuage de points dans
RP (un point de ce nuage correspond a un x;). Si la dimension p est supérieure a 3, ce qui est le
plus souvent le cas, on ne peut pas visualiser ce nuage. Le seul moyen de visualiser les données
est alors de considérer leurs projections sur des droites, sur des plans ou éventuellement sur
des espaces de dimension 3. Ainsi, si a = (a1,...,ap) € RP est une direction de projection
(c’est-a-dire un vecteur de norme un : |la|? = a? + --- + al% = 1), les données projetées
(a’x1,...,a"x,) forment un échantillon de dimension 1 que I’on peut visualiser et qui est
donc plus facile & interpréter que ’échantillon de départ (x1,...,X,).

Si la dimension p est grande, elle est d’habitude redondante. En réalité la “vraie” dimen-
sion des données p* est souvent beaucoup plus petite que p. L’ACP a pour objectif de trouver
un sous-espace linéaire de RP de dimension p* < p tel que la projection sur ce sous-espace
“capte” presque toute la structure des données.
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Y, @ a»

[\

al?)

Fig. 7.1. Bonne et mauvaise directions de projection.

Dans I'exemple de la Figure 7.1, on voit que si 'on projette les données x; (représentées
par des points noirs) sur la direction a), certaines projections coincideront. Par contre, la
projection de ces données sur la direction a(?) donne des valeurs deux & deux distinctes. On
voit que la projection sur cette derniere direction est plus informative que sur la premiere,
donc plus intéressante.

L’idée de base de 'ACP est de chercher la direction a € RP “la plus intéressante”, pour
laquelle les données projetées seront le plus dispersées possibles, c’est-a-dire la direction qui
maximise en a la variance empirique de 1’échantillon unidimensionnel (a”x,...,a’x,) (cf.
définition de la variance empirique au Chapitre 4) :

deét 1 n 1 n 2
e
52 = - Z(aTx¢)2 — (n Z(GTXi)>
i=1 i=1
n n n
= l CLT(ZX‘XT>(L — i aT<Zx~ZxT>a =a’Sa
- n () n2 (] 7 - 9
i=1 i=1 =1

ol S désigne la matrice de covariance empirique introduite au paragraphe précédent. Par
conséquent, la direction la plus intéressante a est une solution de

max a’Sa=a’Sa,

a€RP:||al|=1
ou || - || est la norme euclidienne de RP. On peut écrire cette égalité sous la forme équivalente
@=arg max a’Sa. (7.1)
a€RP:a]|=1

Le vecteur a ainsi défini maximise la variance empirique unidimensionnelle s2 en a tels que
la]] = 1. De la méme maniére, on peut définir la direction “idéale” pour projeter les données,
comme le vecteur ¢* qui maximise la variance théorique :
a* =arg max Var[a’x]. (7.2)
a€RP:[al|=1
Pour que cette variance soit bien finie, on suppose que E[||x||?] < oco. Dans ce qui suit, on
utilisera les notations suivantes pour la moyenne et la matrice de covariance de x :

E(x) =, V(x)=2X.

(ici p est un vecteur de RP et ¥ est une matrice symétrique et positive de dimension p x p).
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7.3. ACP : cadre théorique

Nous nous intéresserons ici a la solution du probléme de maximisation (7.2). Soit ¥ =
I'ATT une décomposition spectrale de la matrice de covariance, ott I' est une matrice p X p
orthogonale et A est une matrice p x p diagonale. On notera

A0 - 0
0 Xg - 0

A= Do 3 F:(’Y(l)’a’y(p))a
00 -\

ou les \; sont les valeurs propres de X rangées par ordre décroissant : A\ > Ag > --- > A\, > 0,
et les V() sont les vecteurs propres orthonormés de X correspondants,
T .

Définition 7.1. La variable aléatoire n; = *y%;.)(x—,u) est dite j*™€ composante principale
du vecteur aléatoire x € RP.

EXEMPLE 7.1. Soit x un vecteur aléatoire de R? de moyenne nulle et de matrice de covariance

22(1 p>, 0<p<1

Considérons les vecteurs propres orthonormés de cette matrice

Ya) = \}5 G) , V@) = \}5 <—i> '

Donc si les coordonnées de x sont & et &9, les composantes principales de x valent

b+ & &6
m = \/§ ) 2 = \/5 .

D’une part, on peut facilement vérifier que la variable aléatoire 7; est centrée, c’est-a-dire
E[n;] = 0. D’autre part, en utilisant le fait que les Y64) sont les vecteurs propres de la matrice
de covariance X du vecteur aléatoire x, on obtient

T
)

Varns] = Bl (x = m)(x = )" )] = 75 570) = 50 6) = X0

ou \; désigne la valeur propre correspondant au vecteur propre Y- De méme, pour j # k,

Cov(ny, mk) = Elv{y(x — ) (x = )" v ] = (3 v = Y5 MYy = 0,

car les vecteurs i) sont orthonormés.
Théoréme 7.1. Soit x € R? un vecteur aléatoire tel que E(||x||?) < oo. Alors a = Yy est
une solution du probléeme (7.2), c’est-a-dire :

Var[a'x] = max Varfe’x] = max Var[a! (x — p)].
a€RP: [lal|=1 a€R?: |la|=1
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Preuve. La décomposition spectrale de la matrice X est de la forme
p
_ T _ ) T
B=TAM =3 A7)
j=1

On a donc
P

Var[a?x] = Z )\j(aT7(j))(76)a) = Z )‘jcyz’
j=1 J=1

ou¢; = aT'y(j) est la projection du vecteur a sur la direction Yy Puisque les vecteurs i)
forment une base orthonormée de R”, on a c? + - - -+012) = |la]|?. Comme \; < A1, on en déduit
que
P P
Var[a!'x] = Z)\jcjz <\ ZCJZ = Allal|® = A1
Jj=1 J=1
Par ailleurs, si a = a = Yy les coefficients c; sont tous nuls sauf le premier ¢; = 1. On a

donc Var[a’x] = ;. Par conséquent, G est une solution du probleéme de maximisation (7.2)
et Var[aTx] = \; = Var[n]. [

Deuxieme composante principale. De la méme fagon, on peut prouver que 7 sy est I'un des vec-

teurs qui maximise la variance Var[a”x] sur 'ensemble A; = {a € RP : ||a|| =1 et alya}t
En effet, comme a est orthogonal a (1) = @, sa projection ¢; sur Y est nulle. Par conséquent,
pour tout vecteur de Ay, on a

P p
Var[a?x] = Z)\jcjz < A2 Zc? = Xollal|? = Xo.
j=2 j=2

On voit donc que Var['yg‘g)x] = Ay = Var(n2).

k-eéme composante principale. On démontre de la méme maniere que Y (k) est I'un des vec-

teurs a € RP qui maximise Var[a’x] sur 'ensemble A;_; de tous les vecteurs de norme 1
orthogonaux aux v(qy, ..., ¥x—1)- On trouve dans ce cas maxqea,_, Var[a®'x] = Var|[ny].

On voit donc que, du point de vue mathématique, ’ACP se réduit a la diagonalisation de
la matrice de covariance de x.

7.4. ACP : cadre empirique

Considérons maintenant le probléeme de maximisation (7.1). Nous pouvons obtenir une
solution de ce probleme par la méme méthode qu’au paragraphe précédent, en remplacant la
matrice de covariance ¥ par la matrice de covariance empirique S (il suffit de noter que dans
(7.2) Var[a’x] = a”Xa et de comparer (7.1) et (7.2)).

Comme S est une matrice symétrique, il existe une matrice orthogonale GG et une matrice
diagonale L telles que S = GLGT. Bien évidemment, ces matrices dépendent de I’échantillon
(x1,...,%Xp). Les éléments diagonaux ly,...,l,, de la matrice L sont alors les valeurs propres
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de S. De plus, les I; sont positifs, car S est une matrice positive. On suppose que les I; sont
numérotés par ordre décroissant :

112122...2%20.
On note g(;) le vecteur propre de norme 1 associé a la valeur propre ;.

Définition 7.2. La j®™¢ composante principale empirique associée & 1’échantillon
(X1,...,Xp) est la fonction y; : RP — R définie par

yj(z) = 96’)(Z —X) pour z€RP.

Soit y;; = y;(x;). Considérons la matrice Y = (yi;)i=1,...,n,j=1,...p, de dimension n x p.
Elle remplace la matrice des données X initiale. Les vecteurs-lignes y1,...,y, de la matrice
Y peuvent étre considérés comme un nouvel échantillon de données transformées (il s’agit
d’une transformation affine de I’échantillon initial x1,...,%,). Dans la pratique, ’application
de PACP est intéressante s’il s’avere que les y; résident “essentiellement” dans un sous-espace
affine de RP de dimension beaucoup plus petite que p.

REMARQUES.

(1) Si les variables &; sont de nature différente (par exemple, &; est le prix d’un produit
en dollars et & est son poids en kilogrammes), dans la pratique on utilise ’ACP sur
la matrice de corrélation R plutot que 'ACP sur la matrice de covariance S, i.e. on
cherche & maximiser a’ Ra au lieu de maximiser a’ Sa. Ceci est motivé par le fait
que les éléments de R n’ont pas d’unité de mesure.

(2) Si tous les éléments de la matrice S sont strictement positifs, comme dans ’exemple
numérique qui sera analysé a la fin de ce chapitre, toutes les coordonnées de g(q)
ont le méme signe (cf. Théoreme de Perron — Frobenius ci-apres). Dans ce cas, la
premiere composante principale empirique y;(-) s’appelle facteur de taille. La valeur
y1(x;) est alors interprétée comme une caractéristique de “taille” ou d’importance
de lindividu ¢. Ainsi, dans I'exemple numérique qui sera examiné a la fin de ce
chapitre, y1(x;) peut étre considérée comme une caractéristique du niveau général
de I'étudiant numéro i calculée a partir de ses notes.

Proposition 7.1. (Théoréme de Perron — Frobenius.) Soit A = (a;j)i j=1,..p une ma-
trice p X p symétrique dont tous les éléments sont strictement positifs. Alors toutes les coor-
données du premier vecteur propre de A ont le méme signe.

Preuve. Soit g = (g1,...,gp) un vecteur propre orthonormé de A correspondant & sa plus
grande valeur propre. Notons § = (|g1|,...,|gp|) le vecteur dont les coordonnées sont les
valeurs absolues des coordonnées respectives de g. D’une part, il est évident que ||g|| = |||l = 1
et
g' Ag = max g' Ag,
lgl=1

ce qui implique que g7 Ag > §7 A§. D’autre part, comme tous les éléments a;j de A sont
positifs, on obtient

p p
g"Ag = Z aij9ig; < Z aijlgillgs| = " Ag.
1,j=1 4,j=1
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On a alors g7 Ag = §T Ag. De plus, §7 Ag = g7 Ag, car la matrice A est symétrique. Ces deux
égalités impliquent que

(9—9)"Alg+g)=0. (7.3)
Soit maintenant w = A(g + g). Comme tous les éléments de A sont strictement positifs et
gi +1gi] > 0, toutes les coordonnées du vecteur w sont positives.

On peut avoir les deux cas suivants.
Cas 1 : toutes les coordonnées wi, ..., w, de w sont strictement positives. Dans ce cas, les
relations (¢—g)w = 0 et g; > g; impliquent que g; = g; pour tout ¢ = 1,. .., p. Par conséquent,
tous les g; sont positifs.
Cas 2 : il existe jo tel que wj, = 0. Comme w = A(g + §), la coordonnée w;, vaut

Wio = Z ijo(Gi + gi)-
7

D’apres I'hypothese de la proposition, tous les coefficients a;j, sont strictement positifs. Il
en résulte que g; + g; = 0 pour tout 7. On en déduit que toutes les coordonnées de g sont
négatives. ]

7.5. Etude des corrélations : cadre théorique

Soit x € R? un vecteur aléatoire de moyenne p et de matrice de covariance . On définit
la variance totale de x par

E(|lx = pll*) = E((x = )" (x = p)) = B((x — ) TT" (x — p)).

olu, d’apres les définitions introduites au Paragraphe 7.3,

78)()( — W) m ”
I(x—p) = : ==y
V(X = 1) p

Compte tenu de ces notations et de 1'égalité E(n?) = \;, oul \; est la i®™€ valeur propre de ¥,
on obtient ’expression suivante pour la variance totale :

E(lx = pl*) = B(nf + -+ +m05) = At + - + Ay = Tr(%).

Rappelons que la trace Tr(X) est la somme de ses éléments diagonaux de la matrice X.

7.5.1. La part de variance expliqueé.

Définition 7.3. On appelle part de la variance totale de x expliquée par les k

premiéres composantes principales (71,...,7) la quantité
AL+ A At A
A+ Tr(X)

On appelle part de la variance totale de x expliquée par la j°™°

quantité

composante principale 1; la

Aj
At A
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Si pour un k < p, la part de la variance totale expliquée par les k premiéres composantes
principales est égale a 1, alors on dit que la variance totale est entiérement expliquée par
les composantes 71, ...,n. Cela signifie que seules les k premiéres composantes principales
contribuent & la variance totale du vecteur x, les (p — k) composantes restantes étant des
valeurs déterministes.

Analysons maintenant l'influence de la composante principale 7; sur la variable &;, la jeme
coordonnée du vecteur aléatoire x. Nous allons caractériser cette influence par la valeur du
coefficient de corrélation Corr(&;,n;). Plus la valeur absolue de Corr(¢;,n;) est proche de 1,
mieux la composante principale n; “explique” la variable ;. Calculons d’abord la matrice de
covariance des vecteurs aléatoires x et y. On a

C(x,y) = Bl(x — m)y"] = El(x — p)(x — 7T] = ST = TATTT = TA.
Comme Cov(&;,n;) est le (i, j)®™ élément de cette matrice, on obtient
Cov(&,mj) = ijAj-

La corrélation p;; = Corr(&;,n;) entre & et n; vaut

- Cov(&my) A
Pij = =Yg\ — -
\/ Var(&;)Var(n;) O
Proposition 7.2. Soit x € RP un vecteur aléatoire, tel que E(||x||?) < oo et a;; > 0 pour
touti=1,...,p. Alors,

P
Zﬁ?jzl pour +=1,...,p.
j=1

Preuve. Soit P la matrice carrée dont les éléments sont les corrélations Pij, © = 1,...,p,
j=1,...,p. Soit encore A une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont o;; :

A= diag(an, N ,O'pp).
1 est facile alors de vérifier que P = A~Y2I'AY/2. Par conséquent,
PPT = ATI2DAYZAYRTTAY2 = ATY29 A2 = p (7.4)

ol P est la matrice formée par les corrélations p;; = Corr(§;, £;) entre les coordonnées &; et &;
de x. Pour conclure, il suffit de remarquer que d’une part p;; = 1 et d’autre part, d’apres (7.4),

pii = 251 Py n

Définition 7.4. On appelle ﬁ?j part de variance de la variable ¢; expliquée par la
Jj¢M¢ composante principale 7;.
Proposition 7.3. Supposons que les hypothéses de la Proposition 7.2 soient vérifiées. Alors,
pour tout sous-ensemble J de {1,..., p},
p
Z Aj = Z Tiifi,

jeJ i=1

o= ~0
ou Py = Zjej Pij-
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Preuve.
P P A P
~2 2
D oaPly =3 0w Wy ot =D N ) v
i=1 i=1  jeJ “oojes =1
Le résultat de la proposition découle du fait que la derniere somme vaut 1, car H'y(j)HQ =
D 2 1 |
i=1"Vij = +-

7.5.2. Disque des corrélations. D’apres la Proposition 7.2, la somme des carrés des
deux corrélations g3 + p2 est inférieure ou égale & 1, donc tous les points de R? ayant
les coordonnées (p;1, pi2) appartiennent au disque de rayon 1 centré en 0, que l'on appelle
dans le contexte de 'ACP disque des corrélations. Sa frontiere est appelée cercle des
corrélations. Plus le point (91, pi2) est proche du cercle des corrélations, mieux la variable
& est expliquée par les deux premieres composantes principales. Considérons maintenant la
situation idéale quand les points (p;1, pi2) et (pk1, pr2) se trouvent exactement sur le cercle,
ce qui correspond au fait que les variables & et & sont entierement expliquées par les deux
premieres composantes principales.

Proposition 7.4. Soient&; et & deux variables entiérement expliquées par les deux premiéres
composantes principales, i.e.

Pit+pn=1 e  pi+p=1
Alors, la corrélation de & et & est donnée par la formule
Pik = Pi1Pr1 + PizPr2 = cos(p),
ot ¢ est l'angle formé par les vecteurs (pi1, pi2) et (Pr1, Pr2)-

Preuve. Vu que la variable §; est entierement expliquée par n; et 12, on a g, = 0, quel que
soit m > 3. De méme, pour {, on a pr,, = 0 pour tout m > 3. Comme P = PPT| cela
implique que

Pik = Pi1Pk1 + Pi2Pk2-
Soit 1 langle formé par les vecteurs (p;1, pi2) et (1,0), et 2 angle formé par les vecteurs
(Pr1, pr2) et (1,0). Il est évident que ¢ = |p1 — pa| et

Pi1Pk1 + Pi2Pr2 = cos(ip1) cos(pa) + sin(p1) sin(pz) = cos(p1 — p2) = cos(y).

D’apres cette proposition, si les variables &; et & sont entierement expliquées par les deux
premieéres composantes principales, 'angle formé par les vecteurs (p;1, pi2) et (pr1, pre) décrit
la dépendance mutuelle de ces variables. En effet, si 'angle ¢ est zéro, alors p;; = 1, ce qui
signifie qu’il y a un lien linéaire déterministe entre ces variables :

Ja>0,beR telsque & =a&g+0.
Si les deux points (p1, pi2) et (pr1, pr2) de R? sont diamétralement opposés, alors cosp =
pir = —1 et

Ja>0,beR telsque & = —a&y+b.

Dans le contexte de 'ACP, on dit dans ce cas que les variables &; et & sont opposées. Fina-
lement, si 'angle ¢ est de 90°, alors p;r = 0 : les variables &; et & sont non-corrélées.
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7.6. Etude des corrélations : cadre empirique

Dans ce paragraphe, on se place dans le cadre, habituel pour une étude statistique, ou
la moyenne 1 et de la matrice de covariance ¥ ne sont pas connues. Comme cela a déja été
fait précédemment, on remplace dans toutes les définitions du Paragraphe 7.5 les parametres
inconnus par leurs estimateurs empiriques. Ainsi, 4 est remplacé par X, X par S, Y (5) Par g(jy,
Aj par l; et n; par y;. On donne maintenant les versions empiriques des définitions principales
du paragraphe précédent.

Définition 7.5. On appelle part de la variance empirique expliquée par les k premiéres

composantes principales (y1,...,yx) la quantité suivante :
bt ly b4+
Lh+--+1, Tr(S)

On appelle la quantité 1;/Tr(S) part de la variance empirique expliquée par la i°™ composante
principale y; .

Pour introduire la définition suivante, rappelons que les s;; désignent les éléments diago-
naux de la matrice de covariance empirique S et [; est la j°° valeur propre de S. Notons g;;
la ™€ coordonnée du vecteur propre 90)-

Définition 7.6. On appelle 7’1-2]- = gizjlj/sii part de la variance empirique de la ®™®

variable expliquée par la j*™¢ composante principale.
En utilisant le méme raisonnement qu’au paragraphe précédent (cf. Propositions 7.2 et
7.3), on trouve que

p
ngj =1 pourtout ¢=1,...,p,
j=1

P
le = ZsiiF?J avec 72, = foj.
jeJ i=1 jeJ
On introduit également le disque des corrélations auquel appartiennent les points (71, 7i2)
pour i = 1,...,p. Les résultats de '’ACP sont facilement interpétables si ces points sont
proches du cercle des corrélations. L’interprétation est basée sur la comparaison du graphique
obtenu avec I'une des trois configurations idéales :

(1) L’angle ¢ formé par les vecteurs (71, 7i2) et (7r1,7x2) est zéro : la i® et la k®™e
variables sont liées par une relation linéaire déterministe avec la pente strictement
positive.

(2) L’angle ¢ est de 180° : la i®™® et la k™ variables sont liées par une relation linéaire
déterministe avec la pente strictement négative.

(3) L’angle ¢ est de 90° : la i®™ et la k®™° variables sont non-corrélées.
Il est clair que, dans la pratique, ces trois possibilités peuvent se réaliser seulement de fagon

approximative, car il s’agit ici de corrélations empiriques 7;; qui approchent les corrélations
théoriques p;; seulement quand la taille d’échantillon n est assez grande (cf. Proposition 4.5).
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7.7. Exemple d’application numérique de I’ACP

Analysons ici un exemple d’application de ’ACP emprunté du livre de K.V. Mardia, J.T.
Kent et J.M. Bibby Multivariate Analysis (Academic Press, London, 1992). Le tableau suivant
donne les notes (sur 100) de 88 étudiants obtenues & 'issue de différentes épreuves écrites (E)
et orales (O). C’est un exemple de tableau des données X. Les n = 88 lignes de ce tableau

sont les vecteurs x1,...,xgg. Il y a p =5 variables : les notes des 5 examens.

No | Mécanique (O) | Algebre lin. (O) | Algebre (E) | Analyse (E) | Statistique (E)
1. 7 82 67 67 81
2. 63 78 80 70 81
3. 75 73 71 66 81
4. 55 72 63 70 68
5. 63 63 65 70 63
6. 53 61 72 64 73
7. 51 67 65 65 68
8. 59 70 68 62 56
9. 46 52 53 41 40

10. 62 60 58 62 70

11. 64 72 60 62 45

12. 52 64 60 63 54

13. 55 67 59 62 44

14. 50 50 64 55 63

15. 65 63 58 56 37

16. 31 55 60 57 73

17. 60 64 56 54 40

18. 44 69 53 53 53

19. 42 69 61 55 45

20. 62 46 61 57 45

21. 31 49 62 63 62

22. 44 61 52 62 46

23. 49 41 61 49 64

24. 12 58 61 63 67

25. 49 53 49 62 47

26. 54 49 56 47 53

27. 54 53 46 59 44

28. 44 56 55 61 36

29. 18 44 50 57 81

30. 46 52 65 50 35

31. 32 45 49 57 64

32. 30 69 50 52 45

33. 46 49 53 59 37

34. 40 27 54 61 61

35. 31 42 48 54 68
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No | Mécanique (O) | Algebre lin. (O) | Algebre (E) | Analyse (E) | Statistique (E)
36. 36 29 o1 45 o1
37. o6 40 56 54 35
38. 46 o6 57 49 32
39. 45 42 95 56 40
40. 42 60 54 49 33
41. 40 63 53 54 25
42. 23 95 59 53 44
43. 48 48 49 o1 37
44. 41 63 49 46 34
45. 46 61 46 38 41
46. 40 o7 o1 52 31
47. 49 49 45 48 39
48. 22 58 53 o6 41
49. 35 60 47 54 33
50. 48 56 49 42 32
51. 31 57 50 54 34
52. 17 53 57 43 51
53. 49 57 47 39 26
54. 59 50 47 15 46
55. 37 56 49 28 45
56. 40 43 48 21 61
o7. 35 35 41 o1 50
o8. 38 44 54 47 24
99. 43 43 38 34 49
60. 39 46 46 32 43
61. 62 44 36 22 42
62. 48 38 41 44 33
63. 34 42 50 47 29
64. 18 o1 40 o6 30
65. 35 36 46 48 29
66. 59 53 37 22 19
67. 41 41 43 30 33
68. 31 52 37 27 40
69. 17 o1 52 35 31
70. 34 30 50 47 36
71. 46 40 47 29 17
72. 10 46 36 47 39
73. 46 37 45 15 30
74. 30 34 43 46 18
75. 13 51 50 25 31
76. 49 50 38 23 9
e 18 32 31 45 40
78. 8 42 48 26 40
79. 23 38 36 48 15
80. 30 24 43 33 25
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No | Mécanique (O) | Algebre lin. (O) | Algebre (E) | Analyse (E) | Statistique (E)
81. 3 9 o1 47 40
82. 7 o1 43 17 22
83. 15 40 43 23 18
84. 15 38 39 28 17
85. ) 30 44 36 18
86. 12 30 32 35 21
87. ) 26 15 20 20
88. 0 40 21 9 14

La moyenne et la matrice de covariance empiriques associées a ce tableau des données

sont
38.95 305.77
50.59 127.22
x = | 50.60 |, S =] 101.58
46.68 106.27
42.31 117.40

127.22

101.58 106.27 117.40

172.84 85.16 94.67 99.01
85.16 112.88 112.11 121.87
94.67 112.11 220.38 155.53
99.01 121.87 155.53 297.75

En utilisant la décomposition spectrale de la matrice .S, on trouve ses vecteurs propres ortho-

normes :

0.50
0.37
0.35 |,
0.45
0.53

0.30
—0.78
0.00
0.52
—-0.18

et les valeurs propres correspondantes :

I, = 687.00, Iy =202.11, I3=

En portant ces valeurs dans la définition

—0.75 —0.30

—0.21 0.42
0.08 5 g(3) = 0.14 s
0.30 0.60
0.55 —0.60
0.08
0.19

—0.92 |,
0.28
0.15

103.75, I, =84.63,  l5 = 32.15.
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on obtient le tableau des corrélations empiriques suivant :

Fl 1|2 3 4 5

1 1076 |-061|-0.17| 0.16 | 0.03

2 10.73]-0.22| 0.32 | —-0.55| 0.08

3 1085 0.10 | 0.14 | 0.00 | —0.49

4 10.80| 029 | 041 | 0.32 | 0.11

5 10.81| 0.45 | —0.35| —0.09 | 0.05

Dans ce tableau, la ¢*™¢ ligne correspond aux racines carrées des parts de la variance de
la variable &; (ou, par exemple, & est le vecteur des notes de 1’épreuve d’algebre linéaire)
expliquées par les composantes principales.

7.8. Représentation graphique des résultats de ’ACP

1. Scree graph. Il s’agit de représenter dans un repere orthogonal l'interpolation linéaire des

parts de la variance empirique expliquées par la premiere, deuxieme, ... , p®™° composantes
principales. Pour I'exemple numérique du paragraphe précédent, p =5 et
l l l
= 62%, —— = 18%, —— = 9%, (7.5)
Zj:l L Zj:l Lj j=1 j
Iy l

Zj:l Lj > j=1 lj
Le scree graph est donc la courbe présentée dans la Figure 7.3. On utilise le scree graph
pour choisir le nombre des composantes principales qu’il faut retenir. Plus précisément, on
se donne un seuil « (par exemple, o = 0,05) et on retient toutes les composantes principales
pour lesquelles la part de la variance expliquée est supérieure a ce seuil.

2. Projection des individus. Dans le contexte de ’ACP, on appelle individus les n por-
teurs des données x1i,...,X,. Ainsi, dans ’exemple numérique du paragraphe précédent, les
individus sont les n = 88 étudiants. Le vecteur x; représente I’ensemble des caractéristiques
observées de 'individu numéro i. Si les x; sont de dimension supérieure a deux, on ne peut
pas représenter ces données de facon graphique sur le plan. Afin de visualiser les données
statistiques multidimensionnelles, on les projette sur le plan engendré par les deux premiers
vecteurs propres g(j) et gy de la matrice de covariance empirique S. On obtient ainsi la
projection bidimensionnelle de I’échantillon initial :

(y1(x1), 2(x1)), (y1(x2), y2(x2)) - - -, (y1(%n), y2(%n)), (7.6)

qui peut étre visualisée a I’aide d’un nuage de points sur le plan. Ici y1(-) et y2(-) sont les deux
premieéres composantes principales empiriques. Le graphique du nuage de points (7.6) sur R?
s’appelle projection des individus. Pour ’exemple numérique du paragraphe précédent, la
projection des individus est présentée sur la Figure 7.2.
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3. Projection des variables. Les deux premieres composantes principales sont souvent les
plus importantes, en ce sens qu’elles expliquent la part dominante de la variance empirique.
Ainsi, dans l'exemple numérique du paragraphe précédent, cette part est égale a 80% (cf.
(7.5)). Dans ce cas, les corrélations empiriques 71, 72, @ = 1,...,p, entre les p variables et les
deux premieres composantes principales sont beaucoup plus informatives que les corrélations
restantes 7;; pour j > 3. Cette remarque justifie I'utilisation de l'outil graphique appelé
projection des variables sur le disque des corrélations (ou, en abrégé, projection
des variables). C’est un graphique sur lequel on trace le cercle des corrélations et les p
points (7i1,72), ¢ = 1,...,p, qui se trouvent dans le disque des corrélations. Si ces points
sont proches du cercle, le graphique nous permet de juger de la dépendance linéaire ou de
’absence de corrélation entre la i®™€ et la k°™¢ variables en utilisant les remarques faites a la
fin du Paragraphe 7.5 (cf. Proposition 7.4) et du Paragraphe 7.6.

Variances
2éme axe

g8 - o
Al o
\o
T T T T 1
Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4 Comp.5
ler axe
Fig. 7.3. Scree graph. Fig. 7.4. Projection des variables.

7.9. Limites d’utilisation de ’ACP

Comme il a été expliqué au Chapitre 2, les coefficients de corrélation sont essentiellement
adaptés pour décire un lien linéaire entre des variables aléatoires, si un tel lien existe. L’ACP
est aussi un outil linéaire, en ce sens qu’elle est basée sur l'information contenue dans les
corrélations. C’est pourquoi ’ACP est souvent sans intérét si les données présentent des liens
non-linéaires, tels que, par exemple, des liens quadratiques (cf. Exercice 7.9).

De maniere schématique, on peut considérer que I’ACP fournit un bon résultat lorsque les
données x; forment un nuage de points dans RP de structure ellipsoidale, alors qu’elle donne
un résultat peu satisfaisant si les données ont une structure tres différente de D’ellipsoidale,
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par exemple, celle de “banane” qui correspond plutot a un lien quadratique (cf. Figure 7.5).

~ ~
x
X X x x x
x X x
x X x X
- X - x x X x
x x X
X ><>< X * ok X X
X Xxx X x XX X X X X X
X £ X xx X x %X X
x x X x &
x x % T X x
Xxox X X x x X bl
« % M ﬁ&iwx M XX x X X
o o M x X X5 o xi:&%xx x X x XXXXX&W
x X %
x X X * x Xx x X
xx X x x X% xx o K ox % K
X X o X X Xy XX x, X
Xy, X x Xxx " x x X x (X x X X x
x B % x X X X
XX XX x x x & o x x X
Xoox X X x x xx X x X Ky X
< X KX x x X M X - x x Xx 3 x
MR XX X g“?‘x x o Xx x X
xX x XX X XX x X x
x X&X % ¥ X x x X
)Sf x X
D! x T A
T T T T T T T T T T T
2 3 4 5 6 7 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Fig. 7.5. Deux nuages de points : structure de “banane” et structure ellipsoidale.

Finalement, il est utile de noter que, comme les corrélations empiriques ne sont pas stables
par rapport aux observations aberrantes (cf. Paragraphe 4.6), les résultats de PACP ne le
sont pas non plus. Cela signifie que la présence d’une seule observation aberrante (i.e. d'une
observation x; trés éloignée de tous les autres x;) peut changer de facon radicale les résultats
de ’ACP.

7.10. Exercices

EXERCICE 7.2. Soit (f,u1,us) un vecteur aléatoire de loi N5(0,1) et 8 € R, o > 0. Posons

§1 = Bf + ouy,
§o = —fBf +ous

et notons x = (&1, &)7.

1°. Donner la loi de x. Calculer les vecteurs propres et les valeurs propres A1 > Ao de la
matrice de covariance de x.

2°. Calculer, en fonction de &7 et &, puis en fonction de f, uq et ug les composantes principales
71 et my associées & x. Montrer que Var(n;) = A;, Cov(n1,n2) = 0.

3°. Calculer les corrélations p;; entre &; et n;. Montrer que ph+ph=1i=12

4°. Donner le scree—graph dans les cas limites 0 = 0, 0 = 400.

5°. Tracer la projection des variables sur le disque des corrélations lorsque o est proche de 0
ou de +o0.

EXERCICE 7.3. Supposons qu’on ait un échantillon de n individus caractérisés par quatre
variables &1, €2, &3, &4 dont les moyennes et les variances sont finies. On se propose d’effectuer
I’ACP sur la matrice de covariance ¥ du vecteur aléatoire x = (&1, &2, &3, €4)T. Supposons que
cette matrice se met sous la forme :

labc
alch
becla
cbal
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ou a, b et c sont des réels.

1°. Quelle est la signification des coefficients a, b, ¢ et entre quelles valeurs varient—ils ?

2°. Trouver tous les vecteurs propres de X, ainsi que les valeurs propres associées. Quelles
inégalités doivent vérifier a, b, ¢ pour que X soit une matrice de corrélation ?

3°. On suppose dans toute la suite du probleme que 0 < a < b < ¢. Quelles relations doivent
satisfaire a, b, ¢ pour que le support de x se réduise & une droite ? & un plan? a un espace
de dimension 37

4°. Soit n; la 4®™me composante principale pour ’ACP sur la matrice de covariance . Calculer
la corrélation p;; entre n; et & pour 4,5 = 1,...,4. On disposera ces corrélations dans un
tableau carré.

5°. Que peut-on dire de la projection des variables sur le disque des corrélations lorsque
a=b=c?a=b7b=c?

6°. Application numérique : soit a = 0.1, b = 0.4, ¢ = 0.6. Préciser les valeurs propres de
Y., les composantes principales et les parts de variance expliquées. Tracer le scree—graph et la
projection des variables sur le disque des corrélations.

EXERCICE 7.4. Pendant 28 ans, un laboratoire a observé des réalisations de 4 variables
météorologiques suivantes :

&1 = précipitations en juillet (en mm),
& = température moyenne en juillet (en degrés Celsius),
&3 = vitesse moyenne du vent en juillet (en km/h),

&4 = précipitations en septembre (en mm)

La matrice de covariance empirique obtenue & partir de ces observations est la suivante :

140,017 107,881 139,068 109,095

106,038 110,0439 82,627
168,752 125,136 | °

108, 960

alors que les corrélations empiriques 7;; entre les variables et les composantes principales
valent :

0.969 —0.103 0.191 0.119
(Fii)i i _ | 0.906 —0.394 —0.105 —0.111
=14 0.970 0.160 —0.156 0.090
0.943 0.249 0.096 —0.197

1°. Calculer les variances empiriques [; des composantes principales et tracer le scree—graph.
2°. Calculer la part de variance de la premiere variable expliquée par les deux dernieres
composantes principales, et la part de variance de la deuxiéme variable expliquée par les deux
premieres composantes principales.

3°. Faire la projection des variables sur le disque des corrélations et commenter le résultat.

EXERCICE 7.5. Soit x € R* un vecteur aléatoire de moyenne j et de matrice de covariance
3. On suppose que les éléments diagonaux de X sont o;; = 1. On souhaite effectuer ’analyse
en composantes principales basé sur la matrice de covariance X.

1°. Soit 0 < p < 1. L’un des deux graphiques ci—contre présente la projection des variables
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sur le disque des corrélations. Lequel 7

Graphique 'a’

1.0

0.5

0.0
2éme axe

-1.0
1

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

-1 -05 0 0.5 1
ler axe

Fig. 7.6.

Les deux questions suivantes utilisent la projection des variables choisie en 1°.
2°. Sans effectuer les calculs donner 'interprétation la plus complete possible de
— corrélations entre les variables,
— corrélations entre les variables et les composantes principales.
Que se passe-t-ilsi p=17
3°. Calculer la part de la variance totale expliquée par les deux premieres composantes prin-
cipales.

EXERCICE 7.6. Soit un vecteur aléatoire x = (£1,&2,&3)7 de moyenne 0 et de matrice de
covariance

\g

|
o =
T D
3 o

ol p > 0 est une valeur donnée.

1°. Chercher la plus grande valeur p; telle que X soit bien une matrice de covariance quand
p € P =10, p1]. On suppose dans la suite que p € P.

2°. Déterminer les composantes principales n; de x, ainsi que leurs variances.

3°. Calculer les parts de variance de chacune des variables 1, &2, &3 expliquées par 7, puis
par ns. Quelle est la valeur minimale, pour p € P, de la part de variance de & expliquée par
le couple (11, 732) ?

4°. Faire la projection des variables sur le disque des corrélations. Commenter le graphique
obtenu dans les deux cas limites : p =0 et p = p;.

EXERCICE 7.7. Soit x € R3 un vecteur aléatoire de moyenne p et de matrice de covariance X.
On souhaite effectuer 'analyse en composantes principales basé sur la matrice de covariance
3. Soit 0 < a < 1. Le graphique ci-contre présente la projection des variables sur le disque
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des corrélations.

1.0

0.5
I

0.0

-1.0

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Fig. 7.7.

1°. Commenter le graphique.
2°. Calculer la corrélation entre la
3°. Démontrer que la corrélation entre la

20eme 2°M€ composante principale.

variables est négative.

variable et la
lére et la 2éme

EXERCICE 7.8. Soit x € R3 un vecteur aléatoire de moyenne p et de matrice de covariance X.
On souhaite effectuer I'analyse en composantes principales basé sur la matrice de covariance
3. Soit 0 < a < 1. Le graphique ci-dessous présente la projection des variables sur le disque
des corrélations.

1.0
I

0.0

-1.0

-1.0 -0.5 0.0 05 1.0

Fig. 7.8.

1°. Calculer :
— la part de variance de la
— la corrélation entre la 1% variable et la
2°. Déterminer la corrélation entre la 1% et la
et la 3%™€ variable. Commenter le résultat.

2¢me variable expliquée par la 3™ composante principale,
2°M¢ composante principale.

2°™M€ yariable, puis la corrélation entre la 1°7¢
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3°. On suppose maintenant que la matrice ¥ se met sous la forme
b o012 013
Y= g12 b o 23
013 023 b
ou les o;; sont des constantes réelles inconnues et b > 0. En utilisant les valeurs données sur
le graphique, déterminer les variances de deux premieres composantes principales.

EXERCICE 7.9. Soit x = (£1,£2)T, on1 & = €2 et & ~ N(0,1). Effectuer I’ACP sur la matrice
de covariance de x et remarquer que la part de variance de & expliquée par la deuxieme
composante principale 172 = &1 vaut 0, alors que &1 et & sont fonctionnellement liés.






Régression linéaire multivariée

8.1. Le probléeme d’estimation de régression multivariée

Soient x un vecteur aléatoire p-dimensionnel et Y une variable aléatoire réelle, tels que
E(||x]|?) < oo et E(Y?) < 00, o1 || - || désigne la norme Euclidienne. La fonction de régression
de Y sur x est une fonction g : RP — R définie par :

9(z)=E({Y|x=2), zecRP
Cette fonction, comme dans le cas unidimensionnel, jouit de la propriété de meilleure prévision,
i.e.
2 . 2
EL(Y - 9(x))"] = min E[(Y — h(x))7],

ou le minimum est cherché dans 1’ensemble de toutes les fonctions boréliennes h(-) (cf. Para-
graphe 3.3). On peut alors écrire

V=g(x)+¢§ ou E[x)=0

(cf. Chapitres 2 et 3).

Dans ce chapitre, nous supposerons que ’on dispose d’un échantillon (x1,Y7),..., (Xn, Yn)
tel que

Y;:g(xl)+£lv izla"wnv

ol les &; sont des variables aléatoires centrées et mutuellement indépendantes. Nous considér-
erons le probleme statistique de I'estimation de la fonction de régression g a partir de cet
échantillon. Plus particulierement, nous nous intéresserons seulement a la situation quand la
régression est linéaire :
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ou 0 € RP est un parametre vectoriel : 0 = (61, . .. ,QP)T. Les observations Y; sont alors de la
forme

Y, =0Tx,+&, i=1,...,n, (8.1)

et 'estimation de la fonction g se réduit a I’estimation du parametre inconnu 6. Le modele
statistique défini par (8.1) s’appelle modéle de régression linéaire multidimensionnelle
(ou multivariée). L’importance de ce modele pour les appications statistiques s’explique d’une
part par sa relative simplicité et d’autre part par le fait qu’il permet d’inclure comme des cas
particuliers un certain nombre de modeles qui semblent, a la premiere vue, non-linéaires.

EXEMPLE 8.1. Régression linéaire simple. Posons 6 = (a,b)T et x = (1,Z)T avec a,b € R,
ol Z une variable aléatoire réelle. Notons que dans ce cas la premiére composante du vecteur
aléatoire x est déterministe (non aléatoire). Les observations Y; sont alors de la forme

Yi=a+0bZ;+&, i=1,...,n,
ou les Z; sont des réalisations de la variable Z.

EXEMPLE 8.2. Régression polynomiale. Soit Z une variable aléatoire réelle. Puisque toute
fonction suffisamment réguliere peut étre décomposée selon la formule de Taylor, il est naturel
de chercher la dépendance entre Y et Z sous une forme polynomiale :

Z 014607 + -+ 0,277

ol p > 1 est un entier et ¢1,...,0, sont des coefficients inconnus. Si I'on définit les vecteurs
x=(1,Z,....,2°P")T et = (61,...,0,)T, on obtient
g(x) = 6Tx.

On voit donc que la régression polynomiale est un cas particulier de la régression linéaire
multidimensionnelle. Dans ce cas aussi, comme pour la régression linéaire simple, la premiere
composante du vecteur aléatoire x est déterministe.

EXEMPLE 8.3. Régression non-linéaire transformée. Il existe des modeles non-linéaires de
régression qui peuvent étre réduits aux modeles linéaires par une transformation. Par exemple,
supposons que la fonction de régression g(-) est de la forme

g(x) = Ae'™ avec x,veRF

ou v est un vecteur des parametres inconnus et A > 0 est une constante inconnue. Des
fonctions de régression de ce type sont utilisés, par exemple, dans les applications en économie,
pour modéliser la productivité des entreprises. En prenant les logarithmes, on obtient

Ing(x) =InA+ov'x
Afin de se ramener & une régression linéaire, on pose # = (In 4,v")T, x' = (1,x7)T et on
obtient
Y/ =InY;,=60"x,+¢, i=1,...,n (8.2)
C’est un modele de régression linéaire par rapport a 1’échantillon transformé
(X&, Yll)7 ct (X;’L’ Y?’;)

Notons que formellement on arrive a (8.2) a partir du modele Y; = g(x;)&; de régression ou
les erreurs &; interviennent de fagon multiplicative et non pas additive (on a alors & = In§;).
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Néanmoins, souvent la transformation logarithmique est utilisée sans mentionner cette nuance
de maniere explicite.

8.2. Méthode des moindres carrés

Une méthode usuelle et tres répandue pour estimer le parametre 8 € RP est celle des
moindres carrés. Elle consiste a chercher une valeur § = 6 qui minimise la somme des carrés

des déviations :
n n

T H\2 : T )2
Ejn—&e)zgﬁ'(m_&m.
=1 =1
Il est facile de voir qu’il existe toujours une solution 6 de ce probleme de minimisation que
I’on appelle estimateur des moindres carrés de §. On écrit alors

n

0 = argmin Y (Y; — x76)2.
S —

L’estimateur des moindres carrés n’est pas toujours unique. La condition de 'unicité est

donnée dans la proposition suivante.

Proposition 8.1. Supposons que la matrice

n
B= E x;x; € RP*P
i=1
soit strictement positive. Alors, Uestimateur des moindres carrés est unique et il s’écrit sous
la forme

n

é:B*}jmn.

i=1

Preuve. La condition nécessaire pour que 6 soit un point de minimum pour (@) =>"  (YVi—
x70)? est (0h/00;)(0) = 0 pour tout i = 1,...,p. Cette condition équivaut &

n
ZZXZ-(Yi —xI6) =0
i=1
ou encore

BO=> xVi. (8.3)
=1

C’est un systeme de p équations linéaires qui admet une solution unique car la matrice B est
inversible. Cette solution vaut
n
6=B"> xV.
i=1

Comme la fonction h(f) est convexe et positive, ce vecteur 0 fournit le minimum global de h.
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Il est convenable d’écrire le modele de régression linéaire sous la forme matricielle :
y=X0+¢,

oy = (Yi,...,Y)T, 0 = (01,...,0,)T, € = (&,...,6)T et X = (x1,...,%,)T. Avec ces
notations, on a B = XTX, et on peut écrire 'estimateur des moindres carrés sous la forme

6= (XTX)"'XTy.

Le systeme des équations linéaires (8.3) s’appelle systéme des équations normales pour
la méthode des moindres carrés. On peut 1’écrire sous la forme

BH =XTy.

Proposition 8.2. La matrice
n
B=) xx =X'X
i=1

est toujours positive. Afin qu’elle soit strictement positive, il est nécessaire et suffisant que le
rang de la matrice X soit égal a p.

Preuve. Notons d’abord que B est positive, car tout v € RP \ {0} vérifie 'inégalité

P
vI By = T XTXv = wlw = Zw? >0,
i=1
ot w = Xv = (wq,...,wp). Il est évident que I'inégalité précédente devient égalité si et
seulement si w = Xv = 0. Or, Xv = 0 pour un vecteur v différent de 0 implique que le rang
de X est strictement inférieur & p. On a donc montré que si B n’est pas strictement positive,
alors Rang(X) < p.

La preuve de la réciproque est similaire. Si Rang(X) < p, alors il existe un vecteur
v € RP\ {0} tel que Xv = 0. Il en résulte que v/ Bv = vIXTXv = 0. Par conséquent, la
matrice B n’est pas strictement positive. ]

Une conséquence immédiate de cette proposition est la suivante : si la taille d’échantillon
n est strictement inférieure a la dimension p des observations, la matrice B est dégénérée. En
effet, n < p implique que Rang(X) < p, car le rang d’une matrice M est le nombre maximal
des lignes de M qui forment une famille de vecteurs libre. Une autre formulation de cette
propriété est :
B>0 = n>np.

8.2.1. Interprétation géométrique de la méthode des moindres carrés. Le prob-
leme de minimisation de la somme des carrés des déviations peut s’écrire sous la forme sui-
vante :

D={veR":v=X0, 0 cR’}.
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En mots, D est le sous-espace linéaire de R™ engendré par les p colonnes de la matrice X. Si
X est une matrice de rang p, ce qui est vrai lorsque B > 0, alors D est un sous-espace linéaire
de dimension p :

Rang(X)=p <= B>0 <<= dim(D)=np.
Si B > 0, la solution du probléme (8.4) est © = X = X(XTX) X y u Ay.
Définition 8.1. Soit B > 0. La matrice

A — X(XTX)_IXT c RTLXTL

est dite matrice chapeau (“hat” matrice).
Proposition 8.3. Supposons que B > 0. Alors la matrice A est symétrique, idempotente,
Rang(A) = p et A est le projecteur dans R™ sur le sous-espace D.
Preuve. 11 vient

AT = X[(XTX))XT = X[(XTX)T]71XT = X(XTX)" !XT = A
et

A? = X(XTX)"IXTX(XTX)1XT = X(XTX)"1XT = A.

Donc A est symétrique et idAempotente, ce qui signifie que A est un projecteur. En outre, pour
tout y € R™ on a Ay = X0 = 0 € D. Donc A projette sur un sous-ensemble de D. Mais ce

sous-ensemble coincide avec D, car pour tout vecteur v € D il existe 8 € RP tel que v = X6
et, par conséquent,

Av = X(XTX)1XTy = X(XTX)1XTX0 = X6 = v.

Cela signifie que A est le projecteur sur D. Comme D est un sous-espace de R" de dimension
p, le rang de A est égal a p. |

8.3. Propriétés statistiques de la méthode des moindres carrés

Supposons que 'hypothése suivante soit vérifiée.

Hypothese (R).
(R1) Les vecteurs xi, . ..,X, appartenant o RP sont déterministes.
(R2) La matrice B est strictement positive.

(R3) Le vecteur aléatoire & est de moyenne E(§) =0 et de matrice de covariance
V(€) = 02I,, ot d® > 0 et I,, est la matrice unité de dimension n x n.

Théoréme 8.1. Sous I’Hypothése (R), l'estimateur des moindres carrés est sans biais :
E0) =0 (8.5)
et sa matrice de covariance V (0) = E[(é —0)(6 — 0)"] vaut

V(0) =B\
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Preuve. 1l vient

0 =B 'XTy =B 'XT (X0 +¢) =0+ B 1XT¢, (8.6)
d’ott découle (8 5). En utilisant (8.6) on obtient aussi que
E[(0-0)0-0)"] = E(B7'X (" XB™)] = B X Bl |XB™".

Comme V({) = [§§T] = U2In, on obtient
B XTEee")XB™! = o?B7 ' XTXB™! = ¢?B L.

Théoréme 8.2. Sous I’Hypothése (R), la statistique

n

¢ |ly — X012 1 N
5'2 d:6f ||y || — Z(}/Z . X'ZTQ)Q
n=pr n=r =1

est un estimateur sans biais de la variance o2 :

E(6%) = o>
Preuve. Notons d’aAbord que lgs observations y proviennent du modele y = X0 + &, ce qui
implique que y — X0 = X (0 — 6) + . Vu (8.6), il en résulte que
— X0 =-XB 'XT¢+¢= (I, - XB'XT)¢ = (I, — A). (8.7)
Par conséquent,
Ellly — X8| = BIET (I, — AT (I, — A)e] = E[¢T (I, — A)%¢] = BIET (I, — A)e],

ou on a utilisé le fait que A est une matrice idempotente. Désignons par a;; les éléments de
A. On a alors

E[ﬁT(In—A)f] = Z (5 azj) [525] =0’ Z 15— Qg 6] =0’ Z(l_aii) = 02(n—Tr(A)),
i,7=1 i,j=1 i=1

ol d;; est le symbole de Kronecker. Comme A est un projecteur, ses valeurs propres valent
0 ou 1. D’apres la Proposition 8.3, Rang(A) = p, donc il y a exactement p valeurs propres
égales & 1. On en déduit que Tr(A) = p, d’ou le résultat. [

8.4. Régression linéaire normale
Supposons maintenant que les variables aléatoires &; suivent la loi normale A(0, 02). Dans
ce cas la condition (R3) entraine I'indépendance des variables aléatoires &;.
Hypothése (NR). L’Hypothése (R) est vérifiée et  est un vecteur gaussien.

Sous I'Hypothese (NR), 6 est I'estimateur du maximum de vraisemblance du parametre
0 (cf. Exercice 8.2).

Le théoréme suivant permet de déduire la loi jointe de (8, 62) sous 'Hypothese (NR). Ce
théoreme est une généralisation multidimensionnelle de la Proposition 4.4.
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Théoreme 8.3. Si I’Hypothése (NR) est vérifiée, alors
(i) 0~Ny0,0°BY),
(i) 01 y—XO et y—X0 1 X(0—0),
(iii) o2y =XO|* ~ xi_, et o7 IX(0—0)]” ~ ;.

Preuve. D’apres (8.6) et (8.7),
0—0=B"'XTe, y—XO=(I,—-A¢E (8.8)

La premiere égalité, compte tenu du fait que B et X sont déterministes, implique que 0 est
un vecteur gaussien. D’apres le Théoreme 8.1, la moyenne de ce vecteur est 6 et sa matrice
de covariance vaut o2B~1, d’ot1 le résultat (i).

Vu (8.8), le vecteur aléatoire (y—Xé, 0) € R"? est gaussien comme transformation affine
du vecteur gaussien £. De plus, la matrice de covariance entre 0 et Yy — X0 est

C(0,y—X0) = B[(0—0)(y—X0)") = E[B'XTe¢c" (I, - A)] = o*(B'X" - B7'X"4) = 0.
En utilisant la propriété (N6) de la loi normale multidimensionnelle démontrée au Chapitre 3,

on obtient la premiere partie du résultat (ii). Sa deuxiéme partie en découle vu la préservation
de I'indépendance par transformations mesurables.

Pour prouver le résultat (iii) du théoréme, introduisons le vecteur aléatoire &' = £/o et
appliquons le Théoréme de Cochran (cf. Chapitre 3). D’apres (8.8), y — X0 = o(I, — A)¢ et
X(é—&) = oXB1XT¢ = g A¢'. Par ailleurs, la Proposition 8.3 implique que les matrices A et
I,,— A sont symétriques et idempotentes, (I, —A)A = 0, Rang(A) = p et Rang(I,,—A) = n—p.
D’apres le Théoreme de Cochran, ceci entraine le résultat (iii). |

8.5. Application au probléeme de prévision

Considérons d’abord un exemple de probleéme de prévision qui motive ce qui va suivre.

EXEMPLE 8.4. Prévision dans le modéle de régression sur le temps. Supposons que 1’on dis-
pose des données statistiques (Y;,z;), i = 1,...,n, ou x; = iA et A > 0 est un nombre fixé,
telles que Y; = Ox; + &, i = 1,...,n, avec 8 € R. On peut penser a Y; comme a la va-
leur & l'instant ¢A d’une variable Y évoluant dans le temps de maniere aléatoire (exemples :
la température, le niveau de ’eau dans un fleuve, le cours d’une option financiére, etc). Le
probleme de prévision consiste & donner un estimateur Yo qui approche bien la valeur de la
fonction de régression g(zg) = Oxg a l'instant donné zp tel que zg > z, = nA. Une méthode
tres répandue est de chercher une prévision linéaire de la forme 170 = fzg, ol O est un esti-
mateur convenable de 6. Le plus souvent on utilise § = é, I’estimateur des moindres carrés de

0.

Considérons maintenant le cas général quand les x; sont multidimensionnels. Soit x¢ € R?
un vecteur donné. Le probleme est formulé de maniere similaire : trouver une prévision Yo
de g(xg) = 07x, étant donné un échantillon (x1,Y1),..., (X, Yy,) provenant du modele de
régression linéaire

}/Z'ZQTXi—}—&, t=1,...,n.
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La recherche d’une prévision linéaire de la forme Yo = 67xq revient & la recherche d’un
estimateur § du parametre 6. Un choix possible est § = é, Iestimateur des moindres carrés
de 6. La valeur Yy = 07, est donc une prévision de g(xo). Les propriétés de cette prévision
sont données dans le théoréeme suivant.

Théoreme 8.4.
(i) Si UHypothése (R) est vérifiée,

E(Yy) =0Tx¢ et Var(Yy) = o?x2 B xq.
(ii) Si I’Hypothése (NR) est vérifiée,
Yo ~ N(GTXO, a2ng*1x0) et Yo—0Txo 1L Yy — X0.

Preuve. Elle est immédiate d’apres les Théoremes 8.1 et 8.3. ]

La seconde partie de ce théoreme nous permet de construire un intervalle de confiance
pour g(xg) = 67xg. En effet, d’apres la partie (i) du Théoreme 8.4, si 'Hypothese (NR) est
satisfaite,

af Yo —0Txq

= 2T p—1
\/o°xy B X

Cette relation implique, en particulier, que

~ N(0,1).

P(g(x0) € [g,9]) =1 -,

0= VoD g
=Yy +/o2xIB %, q{\ia/?

Donc, dans le cas ol la variance o est connue, l'intervalle [g,g] est un intervalle de confiance
de taille exacte 1 — a pour g(xo).

Lorsque la variance o2 est inconnue, il est naturel de la remplacer par son estimateur
sans biais 62 défini dans le Théoréme 8.2. Pour pouvoir construire un intervalle de confiance
exacte, il nous faut connaitre la loi de la v. a.

ar  Yo—0"xg
[0 T p—1 '
o°xy B x,

D’apres le Théoreme 8.4, les variables aléatoires 7 et x “ (n—p)62/o? = |ly — X012 /o? sont
indépendantes. Par conséquent, la variable aléatoire t peut étre représentée sous la forme

Ui

Vx/(n—p)’

oun~N(0,1), x ~ X%—p et n 1L x. Il en résulte que ¢ suit la loi de Student ¢,,_, avec n —p
degrés de liberté. On en déduit que [¢', §'] est un intervalle de confiance de taille exacte 1 — «

t =
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pour g(xg) si

g' = YO Y, 62XEB_1X0 QIfa/2(tn—p)7
g =Yo+ /6B %y @1-a/2(tnp).

Soulignons que I’hypothese de normalité des erreurs & est cruciale pour que [¢’,g'] soit un
intervalle de confiance de taille exacte 1 — a.

8.6. Application aux tests sur le parametre 0

Dans ce paragraphe, on supposera que les erreurs &; du modele de régression sont normales
et que 'Hypothese (NR) est vérifiée. Notre premier objectif est de tester ’hypothese

Hy : 0j=a

contre I’hypothese alternative
H1 : 9]‘ 75 a,

ol a € R est une valeur donnée et 6; est la jeme coordonnée du vecteur 6. Désignons par éj
la j°™¢ coordonnée de l’estimateur des moindres carrés @ et par b; le jeme &lément diagonal
de la matrice B~!. L’Hypothese (R2) implique que b; > 0 pour j = 1,...,p.

Corollaire 8.1. Si I’Hypothése (NR) est vérifiée,

6; — 6
/b

Preuve. D’aprés le Théoreme 8.3, § — 6 ~ N(0,0%2B71). Soit v; le vecteur de RP dont toutes
les coordonnées sont nulles sauf la ™€ qui vaut 1. La v. a. (6; —6;) est donc égale a (—0)"v;,
ce qui entraine qu’elle est suit une loi gaussienne. Afin d’identifier cette loi, il suffit de calculer
sa moyenne et sa variance :

~ N(0,1).

E(6; —0;) = E[(6 — 0)"v;] = 0,

Var(f; — 6;) = E[((0 — 6)Tv;)?] =T E[(6 — 0)(8 — 0)T)v; = 02T B~ v; = o2,

On a alors §; — 6 ~ N(0,02b;) ou encore (02b;)~Y2(8; — ) ~ N(0,1). ]

Si le parametre o est inconnu, nous ne pouvons pas utiliser la statistique (Uij)*l/ Q(éj —0).
Dans ce cas, il faut la modifier en remplagant o par son estimateur & défini au Paragraphe
8.3.

Corollaire 8.2. Si I’Hypothése (NR) est vérifiée,
0; — 0,

o~ ty_p.
NI
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Preuve. Soit n o (o)1 /2(6; — 0) et x u (n — p)§?/o® = |ly — X0|[>/o?. D’apres le
Théoreme 8.3 et le Corollaire 8.1, n ~ N (0,1), x ~ X%L—p et 7 1L x. Par ailleurs,

0, —6; _ n
o\/bj  \/x/(n—p)
d’ou le résultat. [

Ce corollaire implique que sous '’hypothese Hy : 0; = a, la loi de la v. a.

M Rl
N

est t,—p (loi de Student avec n — p degrés de liberté). Par conséquent, si 'on définit la région
0;

critique du test par
—a
R= >c
{ 6+/b; 0‘}

avec une constante ¢, > 0 convenablement choisie, alors le risque de premiere espece est
9j —a

> C,
e )
ou Oy = {9 cRP:0; = a} (soulignons que Hj est une hypothese composite, car on peut la

réécrire comme Hy : 6 € Op). Sur I'ensemble O le parametre #; vaut a, donc la variable ¢
suit la loi de Student ¢,,_,. On a alors

Gj—a

5/b;

sup Py(R) = sup Pg(
0cBg €O

sup Py (
[ASSH

> Ca> = sup P(|tn—p| > ca) = P(|tn—p| > ca).
(JS(Ch

Pour avoir le risque de premiere espéce égal a «, il faut choisir la valeur critique ¢, =
— (tn—p). Ainsi, on obtient la région critique du test de niveau (et de taille) o :

&

On rejette donc 'hypothese Hy si

0

—a
o/bs

> QIa/Q(tn—p)}' (8.9)

A~

9j —a
Vb,

et on ne la rejette pas dans le cas contraire.

> qi—a/2(tn—p)

Dans les applications, on est souvent confronté aux tests des hypotheses plus générales,
en particulier, de I’hypothese

H() H ajlzal,...,ej = Qm

contre 'alternative
Hy : 3ke{l,...,m} tel que 0 # ay,

ot {j1,...,Jm} est un sous-ensemble de {1,...,p}. Notons que H; est le complémentaire de
Hy.
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EXEMPLE 8.5. Test de “sélection des variables” dans la régression polynomiale :
Vi=g(xi)+&=014602Zi+---+ 0,2 +&, i=1,...,n
On veut tester ’hypothese
Hy : 0j,4=0, I=1,...,p—7].

contre 'alternative H; : il existe [ > 1 tel que 6,4, # 0. Pour ce faire, on peut utiliser le test
de Bonferroni.

8.6.1. Test de Bonferroni. Ce test doit son nom a I'inégalité suivante que 1’on appelle
inégalité de Bonferroni : soient Aq,..., A,, des événements aléatoires, alors

m m
P(LL%)SEZPUM.
i=1 i=1
Supposons maintenant que I’on souhaite tester I’hypothese
Ho : 9]'1 :al,...,Hjm = am

contre 'alternative
Hy : 3ke{l,....m} tel quebj, # ay,

ou J = {j1,...,Jm} est un sous-ensemble de {1,...,p} (notons que I’hypothese Hy ainsi que
Palternative Hy sont composites). Considérons la région critique

R:CJRZ' avec Ri—{

i=1

~

eji — a4

0/bj

> (1-a/(2m) (tn_p) } (8.10)
La région R définit un test de niveau a. En effet, d’apres I'inégalité de Bonferroni,

m

sup Py(R) < Z sup Pp(R;) =m-a/m = q,
[USCH) i—1 (AN

ouB®p={0ecRP: 0 =a;,i=1,...,m}. On appelle le test basé sur la région critique (8.10)
test de Bonferroni.

REMARQUE. A la différence du test (8.9) pour une seule coordonnée, le test de Bonferroni
est de niveau a mais il n’est pas de taille a.

Une autre approche pour traiter des situations similaires et méme plus générales est la
suivante.

8.6.2. Hypothese linéaire générale. F-test. Supposons que I’on souhaite tester I’hy-
pothese

Hy : GO=0b
contre 'alternative

oy : GO#b,
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ou (G est une matrice m X p et b est un vecteur de R™. En particulier, si I’on pose

0...01...0 aq
G=li- i ifpm, b=1: [ eR™,
0...00...1 am
—— ——
p—m m

on obtient 'hypothese et 1'alternative décrites dans I’Exemple 8.5.
Proposition 8.4. Si I’Hypothése (NR) est vérifiée,
GO ~ Ny (GO, 02GB~LGT).

Preuve. Elle est immédiate d’apres le Théoreme 8.3. [ |

D’apres cette proposition, sous I’hypothese Hy : G = b on a :
GO ~ Ny (b,D) avec D =o’GB™'GT.

Soit D > 0. Définissons la variable aléatoire
0¥ (Go—0)TD NGO —b).
D’apres la Proposition 3.6,
2
N~ Xm-
Si 02 est inconnu, on ne peut pas se servir de 7 pour définir la région critique du test. C’est
pourquoi on replace o par son estimateur 62. On obtient ainsi I’estimateur de la matrice de
covariance D suivant :
g = X8
n—p

D =62GB'GT  avec 62

Introduisons maintenant la variable aléatoire

o dét (GO —b)TD=1(GH —b)

m
que l'on appelle F-statistique et définissons la région critique du test basé sur cette statis-
tique :

R ={F > c,}.
Ici ¢, > 0 est a choisir de fagon que le test soit de niveau «. On peut remarquer que F' est
une sorte de distance entre GO et b. On décidera donc de rejeter Hy si cette distance F' est
assez grande (> cq).

En utilisant le Théoreme 8.3, on peut facilement vérifier que sous Hy la v. a. F suit la loi
de Fisher-Snedecor a degrés de liberté m et n — p, ce qui nous conduit au choix suivant de
la valeur critique : ¢q = qi—a(m,n — p), oU q1_o(m,n — p) désigne le quantile d’ordre 1 — «
de la loi de Fisher-Snedecor F, ,,—, a degrés de liberté m et n — p. On obtient finalement la
région critique

R= {F > qi_a(m,n —p)}. (8.11)

Le test basé sur la région critique (8.11) est appelé F-test.
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8.7. Exercices

EXERCICE 8.1.

1°. Soit x € RP. Quel est le rang de la matrice xx? ? Quels sont ses vecteurs propres et valeurs
propres ?

2°. On suppose maintenant que x € RP est un vecteur aléatoire. Mémes questions que 1° pour
la matrice E(xx7).

3°. Considérons le cas particulier de 2° quand

x=(1,2,...,2°""HT,

oil Z est une variable aléatoire. Montrer que la matrice F(xx”) est strictement positive si la
loi de Z admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R.

EXERCICE 8.2. Soient &1, ...,&, des variables aléatoires i.i.d. de densité f(-) par rapport & la
mesure de Lebesgue sur R, et soit X; € R, i = 1,...,n. On observe les couples (X;,Y;), i =
1,...,n, issus du modele de régression linéaire

ou 6 € R est un parametre inconnu.

1°. On suppose d’abord que les X; sont déterministes (modele de régression a effets fizes).
1.1°. Expliciter la densité jointe de Y7,...,Y,.
1.2°. Montrer que si la loi de & est N'(0,1), la densité des (Y7,...,Y},) est

(%1)”/2 exp (—; - 9&-)2) .

i=1

En déduire Pestimateur du maximum de vraisemblance 6V de 6. Quelle est la loi de oMV 7
Son risque quadratique ?
1.3°. Dans le cadre énoncé en 1.2°, on étudie le cas particulier de régression sur le temps :
X; = 1. Quelle est la vitesse de convergence du risque quadratique vers 0 dans ce cas ? Proposer
la prévision linéaire de Y,,+1 basée sur (Y1,...,Y,). Donner l'intervalle de confiance de taille
exacte 1 — a pour Yy, 41.

2°. On suppose maintenant que les X; sont des variables aléatoires i.i.d. (modele de régression
a effets aléatoires) et que X; est indépendant de &;, pour tout ¢. On note fy la densité de Xj.
2.1°. Chercher la densité conditionnelle de (Y7,...,Y,) sachant (Xq,...,X,), puis la densité
jointe de (X1,...,Xp,Y1,...,Y,) . Vérifier que l'estimateur du maximum de vraisemblance
6MV de 6 ne dépend pas de la loi des X;.

2.2°. Soit 6,, Pestimateur des moindres carrés de 6. En supposant que les & sont de moyenne
E(&1) = 0 et de variance E(£3) = ag et que E(X?) = 0%, donner la loi asymptotique de
V(B — ) quand n — cc.

2.3°. En déduire un intervalle de confiance de niveau asymptotique 1 — « pour € et un test
de niveau asymptotique « de 'hypothese Hy : 8 = 0 contre alternative Hy : 6 > 0.

3°. On suppose que les X; sont déterministes et que les & sont de densité f. Montrer que
Iestimateur du maximum de vraisemblance est le méme que celui trouvé en 2.1°.
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EXERCICE 8.3. Soient Z, e, 7 des variables aléatoires gaussiennes mutuellement independantes
de loi M(0,1) et soit § € R. On définit X et Y par

X=7+e¢, Y =0Z+n.

Supposons que 1'on dispose de n observations i.i.d. (X1,Y1),...,(X,,Ys), ou (X;,Y;) suit la
méme loi que (X,Y), et que l'on veut estimer le parametre 6 a partir de ces observations.
Soit
0 — Z?:l XiY;
=
Yoy X7
I’estimateur des moindres carrés de 6. Montrer que 6,, nest pas consistant. Modifier 6,, pour

obtenir un estimateur consistant que 'on notera *. Chercher la loi limite de \/n(6% — 0)
quand n — oo.

EXERCICE 8.4. Soit le modele de régression linéaire simple
Y =01+60:X;,+&, i=1,...,n,

ou &; sont des variables aléatoires gaussiennes indépendantes, de moyenne 0 et de variance
0% > 0 inconnue, X; € R sont des valeurs déterministes et 6; et f5 sont des parametres réels

inconnus. On note
1< 1<
X=X YV=23 Y
i=1 =1
et on suppose dans la suite que

52 = Z(X, —X)2 > 0.

=1

1°. Expliciter 0 et ég, les estimateurs des moindres carrés de 67 et 0o respectivement. Expli-
citer également l'estimateur 62 de o2.
2°. Trouver les variances de 61, 62, ainsi que les covariances Cov(6,603) et Cov(Y, 03). Montrer
que 01 1L 65 si et seulement si X = 0.
3°. Donner la loi de la statistique

(6 — 05)S

B
4°. Soit 0 < a < 1. Proposer un test de taille exacte a de I’hypothese Hy : 62 > 0 contre
I'alternative Hy : 05 < 0.

EXERCICE 8.5. Soit # € R un parametre inconnu. Supposons que 1’on dispose de n observa-
tions (X1,Y1),...,(Xp,Y,) telles que

E:0X1+£Z7 Z.:17"‘7”7

ol les &; sont des variables aléatoires i.i.d. N'(0,1) et les X; sont des variables aléatoires i.i.d.
de loi de Rademacher :

Y, 1 avec la probabilité 1 — p,
"7 | =1 avec la probabilit¢  p,
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ou 0 < p < 1/2. Supposons de plus que (X71,...,X,) est indépendant de (§1,...,&,).
1°. Soit OMC Testimateur des moindres carrés de 6. Est-il biaisé ? Déterminer la loi de §MC.
2°. Considérons l'estimateur de 8 défini par

n

Nk Z?:l sz .
S e 1{ ;X £ o}.
Calculer le biais de é; lorsque n = 2.

3°. Trouver la loi limite de \/n(f% — ) quand n — oo et 0 < p < 1/2. Quelle difficulté
rencontre-t-on au cas p = 1/27

4°. Comparer les variances asymptotiques de éy C et é; Lequel de ces deux estimateurs est
asymptotiquement le plus efficace ?



