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Les fonctions

f(X)=x*+3x et gx)=x*+1
de 07?

sont-elles équivalentes au voisinage de +oo ? au voisinage
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Formule de Taylor. Développements limités

Solution de I'exercice 1

Ona:
X I G
lim -~ = lim =—=—— =
x—+00 g(X)  x—+oo X2+ 1

les fonctions f et g sont donc équivalentes en +cc.

im F00 X +3x

x=0g(X) x=0 X24+1

les fonctions f et g ne sont donc pas équivalentes en 0.
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Etant donné que

X~ X+1,
+o0
sinage de +oo?

les fonctions €* et €1 sont-elles aussi équivalentes au voi-
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Formule de Taylor. Développements limités

Solution de I'exercice 2

Posons f(x) = e“etg(x) = e+, Ona:
(%)

el
lim —X—|Im—:}7él
x—+oo g(X) x—ofoo €Tl e

les fonctions f et g ne sont donc pas équivalentes en +oo,
malgré que x ~ x+ 1.
+oo
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Déterminer, en utilisant les fonctions équivalentes :
X322+l
1°  lim i i

1
IR A a2 0 X
2
20 Iim(x +x)In(1 + x)
x—0 x3 4+ 3x2
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Formule de Taylor. Développements limités

Solution de I'exercice 3

1001
1° Ona: X4+2C+1~x, 4P +3x+2~4x°, sSn=~=
o) 00 X oo X
donc
lim x3+2x2+1sin1_ lim X1 1
x—00 4X2 + 3X + 2 X xooo X 4

2° Ona: x2+Xr5x, )@+3x2r53x2, In(1+x)r5x

donc
im (X +x)In(1+x) i X 1
x>0 X34 3x2 C x=>03@ 3
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Montrer que, pour tout x € [0, 1], on a

1xt S8 X 0w X X, X 3¢
276 24 120 276 24" 120
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Formule de Taylor. Développements limités

Solution de I'exercice 4

La fonction f (x) = € est plusieurs fois dérivable sur R. On peut lui
appliquer la formule de Mac-Laurin & 'ordre 5 sur [0, 1]. Il existe
c €]0,1] tel que :

! " ®) (4) (5

1O, "0, 1905 190, 90,

) =10 + x4+ —; 3l 2 5]

Ona: f(X) =X =f"(x) =fOX) =f@(x) =fO(x) = &
donc: £(0) = £(0) = f7(0) = F®(0) = W (0) = 1 et fO(c) — &

X x3 Xt €
e — AL E
1+ X+ >+% +24+120>c“’
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Comme 0<c<l ilvient 1<€ <e Dou

. 1 e°
1<ef<3 soit —xX° < —xX° <
On en déduit :

3
120 120 ons
1+x+X—2+£+E+£<é‘<1+x+—2+£+£+$
2 6 24120 " ° 26 24 ' 120
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Ecrire la formule de Taylor-Lagrange, a l'ordre 4, des fonc-
tions suivantes :

1
1° f(x)—m, pour a=1;

2° g(x) =Inx, pour a=1
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Formule de Taylor. Développements limités

Solution de I'exercice 5

10
! _ 1 " _ 2
P = "™ = e
6 24
fO(x) = AR F9(x) = e

La formule de Taylor-Lagrange, a I'ordre 4, est

100 =10+ @+ 25 E g ) B
_1\4
- % - %(x—l)Jr:—é(X— 1)” - %@— D+ ELiis

avec c dans l'intervalle 1, x[.
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Formule de Taylor. Développements limités

Solution de I'exercice 5

2° g est plusieurs fois dérivable sur [1,X] pour x voisin de 1. On a :

1 1 3 2 " 6
f/(X):;, f//(x):_ﬁa f( )(X):§7 f()<X):—F
La formule de Taylor-Lagrange, a I'ordre 4, est
x—1)2 x—1)3 x—1)4
g(x) = f(1)+(x—1)f’(1)+uf”(1)+%f(3>(1) %f“‘)(c)
1 1 (x—1)*
=x—1-—Z(x—172%+Z(x—1)3—
O A L T, ST
avec c dans l'intervalle 1, x[.
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Montrer que la fonction

f(X) = X+ 5% + X sinx
admet un DL d’ordre 3, au voisinage de O.
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Formule de Taylor. Développements limités

Solution de I'exercice 6

On peut écrire f sous la forme :
f(x) =0+ x+ 5 + 0 +x3(sinx) avec limsinx=0

X—0

donc f admet un DL d’ordre 3, au voisinage de 0
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En utilisant la formule de Taylor-Young, déterminer le DL
d’ordre 3, au voisinage de 0 de

f(x) = In(1 + &)
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Formule de Taylor. Développements limités

Solution de I'exercice 7

f est plusieurs fois dérivable sur R. En particulier f(®(0) existe,
on peut appliquer la formule de Taylor-Young a l'ordre 3 :

f(x)f(0)+f/(?)x+f”(0)x2 o ()x3+x35()

(1 + &)
“mrer S vep

dou: f(0)=1In2, f’(O):%, f”(O):%, f®0) =0

In(L+e) =In2+ 2 + % +=()
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Trouver le DL d’ordre 4, au voisinage de 0 de la fonction

f(x) =v1+x
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Ona:
f(x) = (1+x)* avec a = >
B 1 1, 1 5
=14 5x— ¢+ 16x3— 128)(4+x4s(x)
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Trouver le DL d’ordre 3, au voisinage de 1 de la fonction

f(x) = e
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Formule de Taylor. Développements limités

Solution de I'exercice 9

En posantt = x — 1, on est ramené au voisinage de O :

g=eft—e.d

? ot
=e(l+t+ =+ =+
( t te(t))

ainsi, au voisinage de 1,on a:

e = e<1+ (x—1)+ (x—21)2 + (X_61)3 + (x—1)%(x — 1))
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Trouver le DL d’ordre 3, au voisinage de 0 de la fonction

f(x) = €%sin3x
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Formule de Taylor. Développements limités

Solution de I'exercice 10

Au voisinage de 0, on a :

ax ax ()2 (40°

R T T +x%(X)
, 32
=1+ 4x+ 8x +§x3+x35(x)
. 3x)3 9
sin3x = 3x — % +x3e(X) = 3X — Ex3+x3zs(x)

Dot: e¥sin3x = (1 + 4x + 8x% + 3—32x3> (3x — §X3> + x3¢(x)

= 3X+ 12 + 7x3 + x3¢(x)
www.tifawt.com formation en economie et gestion

Mohamed Hachimi TD d’Analyse Mathématiques | 24/ 30



Trouver le DL d’ordre 3, au voisinage de 0 de la fonction

F(x) = In(1+ x)

COSX
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Formule de Taylor. Développements limités

Solution de I'exercice 11

Au voisinage de 0, on a :

2

X
In(1+ x) _X—E+ +X3€( X)
2
cosx=1- 7 + X3 (X)
Donc
In(1+ x N
In+%) _ X+ =(x)
COSX 2
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Trouver le DL d’ordre 3, au voisinage de 0 de la fonction

f(x) = g8
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Formule de Taylor. Développements limités

Solution de I'exercice 12

Au voisinage de 0, on a:
x3 2wl
Snx=x- % +x%z(x) et e =1+u+ > +%5 + u¥(u)
Comme sn0 = 0, on peut donc remplacer u, dans I'expression
3

de €, par le terme x — % :

2 3
SN =14 <x§> +% <x§> +% <x§> + x2(x)

2

X
:1+x+5+x35(x)

(On ne garde que les termes de degré < 3).
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Trouver le DL d’ordre 3, au voisinage de 0 de la fonction

f(x) = 625
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Formule de Taylor. Développements limités

Solution de I'exercice 13

Puisque cos0 = 1 # 0, on écrit €% sous la forme :

geosx _ 1+(cosx)—1 _ ee(cosx)fl

Au voisinage de 0, on a:

2 u2 u3

(cosx) — 1= —XE +x%:e(x) et & =1+u+ >+ + u3(u)
X2
En remplacant u, dans €, par le terme 5 ona:
2 e
X — e (1 — XE + x35(x)> = e—§x2 + x2(x)

(On ne garde que les termes de degrg <. 3)
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