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DEVELOPPEMENTS LIMITES

Nous cherchons dans ce chapitre & approximer les fonctions par des fonctions
polynomiales au voisinage d’un point, généralement 0. Nous allons par exemple

montrer dans ce chapitre que : e = 14z —|— — + x_ +o(z3). Ce résultat Approximation locale
z—0 . .
signifie que la fonction polynomiale de degré inférieur ou égal a 3 la plus proche au voisinage de 0
2 3
de 'exponentielle au voisinage de 0 est la fonction £ — 14+ = + > + 5 Pour
la méme raison, puisque e* = 1+ x —|— — —|— o(x ) la fonction polynomiale de
z—0

degré inférieur ou égal a 2 la plus proche de ’exponentielle au voisinage de 0 est la
2

fonction z —— 1+ x + L La fonction affine la plus proche de ’exponentielle au

voisinage de 0 est la fonction x — 1 4 x, et la fonction constante la plus proche P
de I'exponentielle au voisinage de 0 est la fonction x — 1.

Dans tout ce chapitre, les lettres I, J ... désignent des REUNIONS finies d’intervalles de R — éventuellement des intervalles
de R, mais pas forcément.

1 DEFINITIONS ET PREMIERES PROPRIETES

Définition (Développement limité) Soient f : I — R une application, a € INR et n € N. On dit que f posséde un
développement limité a l'ordre n au voisinage de a s’il existe des réels ag, a1, ..., an pour lesquels :

f@) = ao+a(e—a)+. .. +an(e—a)" +o((z—a)").

¥ 8 ¥ Explication Plus n est grand, plus la quantité (z — a)™ est petite au voisinage de a. Du coup, plus n est grand, plus
I’approximation de f obtenue au voisinage de a est précise.

D 2 D En pratique
e On peut ramener tout développement limité au voisinage de a & un développement limité au voisinage de 0.
Précisément, si :  f(z) = ao+ai(z—a)+ ...+ an(z —a)" +o((x —a)™), alors aprés composition a droite par la
r—ra

fonction z — z+a: f(z+a) =, 00 tart. ..+ anx™ + o(z™). L’opération inverse est tout aussi possible.
Tr—r

e Supposons qu’on ait un développement limité de f alordren:  f(z) = ao+ai(z—a)+...+an(z—a)"+o((z—a)"). Alors
on dispose aussi d’un développement de f & tout ordre m < n : f(xa)c:%a a+ai(z—a)+...+am(xz—a)™+o((x—a)™).
Cette opération d’oubli des termes de degré compris entre m + 1 et n s’appelle une troncature de développement limité.
L’idée est simple : qui peut le plus (en précision) peut le moins.

e Supposons qu’on ait un développement limité de f a Vordre n:  f(x) S ata (z—a)+...+an(z—a)"+o((xz—a)").

Les premiers coefficients de ce développement sont peut-étre nuls, éventuellement tous; notons p, s’il existe, I'indice du
premier coefficient non nul. Alors :  f(z) = ap(z —a)’ +apr1(z —a)’™ + ...+ an(z —a)" +o((z — a)"). Sinous
Tr—a

tronquons ce développement, nous obtenons donc également :  f(z) = ap(x —a)? +o((x — a)?), ce qui s’écrit aussi :
Tr—a
f(z) ~ ap(x —a)”. Conclusion : le premier monéme non nul dans un développement limité est un équivalent de la
T—a

fonction considérée au point considéré. Les développements limités peuvent donc servir & calculer des équivalents, et donc
aussi des limites.

Exemple Pour tout n € N :

Zxk+o(xn) = 14+z+z>+...+2" +o(z").
z—0

1—=x x:o
k=0

n x 1_xn+1
En effet PourtoutmE]R\{l}: szi

11—z
1 n
donc : m—kiox

)

7L+1 n
= E a2 E 2F +a2"0(1) = E 2* +o(z") comme voulu.
1 — X z~>0 z—0 o

www.tifawt.com



© Christophe Bertault - MPSI

www.tifawt.com

Théoréme (Unicité des coefficients d’un développement limité) Soient f : I — R une application, a € TN R et
n € N. Si ag,a1,...,an,bo,b1,...,b, sont des réels et si :
{ f(x) = ao+ar(x—a)+...+an(z—a)" +o((z —a)")

f@) = bo+bi(r—a)+ ...+ bu(z—a)" +o((z —a)") alors pour tout k € [0,n] :  ax = b

Démonstration Raisonnons par 'absurde en supposant 'assertion « Vk € [0,n], ar = by » fausse et notons p
le plus petit indice pour lequel a, # bp. Alors: 0 = (bp—ay)(x—a)’+(bpy1—aps1)(—a)’T'+.. . +o((x—a)"),
r—ra

donc aprés troncature : 0 = (b, —ap)(z—a)’+o((z—a)?), puis: 0 = (bp—ap)+o(l). Bref: a,=b,.
r—ra Tr—a
Contradiction ! [ |

Le résultat suivant est une conséquence immédiate des définitions de la continuité et de la dérivabilité en un point.

Théoréme (Développement limité, continuité et dérivabilité) Soient f: I — R une application et a € I.

e f est continue en a si et seulement si f posséde un développement limité & 'ordre 0 au voisinage de a.
Précisément alors :  f(z) = f(a)+ o(1). Le coefficient d’ordre 0 d’un développement limité de f en a est toujours f(a).
Tr—a

e f est dérivable en a si et seulement si f posséde un développement limité & 1'ordre 1 au voisinage de a.
Précisément alors :  f(z) = f(a)+ f'(a)(x —a) + o(x —a). Le coefficient d’ordre 1 d’un développement limité de f en a
r—a

est toujours f'(a).

Théoréme (Développements limités et parité/imparité) Soit f : I — R une application et n € N. On suppose

que 0 € I, que I est symétrique par rapport & 0 et que f posséde un développement limité & I’ordre n au voisinage de O :

fx) Lo @0 +a1x+...+anz” +0(z"), ol ao,ai,...,an €R.
(i) Si f est paire, les coefficients de rang impair sont nuls : a1 =as =as =...=0.
(ii) Si f est impaire, les coefficients de rang pair sont nuls : a9 =az =as =... =0.

Démonstration Composant & droite par x — —x le développement limité de f, nous obtenons un développe-

ment limité de x — f(—z) a P'ordre n au voisinage de 0 :
f(—=x) =, — @z + asz® —azz® + ...+ (=1)"anz" + o(z").
xTr—r

e Supposons f paire. Nous avons en fait obtenu ci-dessus une nouvelle expression du développement limité
de f a l'ordre n au voisinage de 0. Par unicité des coefficients d'un développement limité, on en déduit les
égalités :  ap = a0, a1 = —ai, a2 = a2, a3 = —as, ... an = (—1)"an dont le résultat est une
conséquence immeédiate.

e Supposons f impaire. Nous avons en fait obtenu ci-dessus une nouvelle expression du développement limité
de —f & Pordre n au voisinage de 0. Par unicité des coefficients d’un développement limité, on en déduit les
égalités :  —ao = ao, —a1 = —a1, —a2 =az, —a3=—a3, ... —an = (—1)"a, dont le résultat
est une conséquence immeédiate. |

2 PRIMITIVATION DES DEVELOPPEMENTS LIMITES
FORMULE DE TAYLOR-YOUNG

2.1 PRIMITIVATION DES DEVELOPPEMENTS LIMITES

Lemme Soient f € D(I,R),acletneN.Si: f'(z) = o((x—a)"), alors: f(z) = f(a)+o((z—a)"™).
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Démonstration Soit € > 0.
! !
f'(z)
(z —a)"
Fixons z € I {a} tel que |z — a| < a. Puisque f est dérivable sur I, le théoréme des accroissements finis affirme

"(e) = w. Alors |c — a]

Puisque lim _f@) =0, il existe a >0 tel que: Vzel- {a}7 lx—a|<a =

T—a (:L’ - a)”

<e

que pour un certain réel ¢ compris strictement entre a et x, f <z —alet:

f(x) = f(a) f'(¢) f'(c) c—al" o @) = fa)
‘ — n+1 = (:L’—a)” = (C—a)n r—a < €. Bref : zlg}zm =0.
Du coup comme z — f(z) — f(a) Sannule en a :  f(z) = f(a)+o((z —a)"). [ ]

Théoréme (Primitivation des développements limités) Soient f € D(I,R), a € I et n € N. Si f' posséde un dévelop-

pement limité & l’ordre n au voisinage de a :  f'(x) Zak T — a) + o((:c —a)"” ) ol aop,ai,...,a, € R, alors f posséde
r—a

un développement limité a 'ordre (n + 1) au voisinage de a : f(x = ) + Z ak -a +o((z — a)”“).

¥ ¥ ¥ Explication Bref, on peut toujours primitiver terme & terme le développement limité d’une dérivée.

X XX Attention! Noubliez pas le terme f(a) dans le membre de droite — la fameuse « constante de primitivation ».
)k
Démonstration Notons g lapplication z — f(z Z ak définie sur I. Alors g est dérivable
sur I et sa dérivée g’ est application = — f'(z Z ar(z—a)". Par hypothése, on adonc: g¢'(z) = o((z—a)").
r—ra

Le lemme précédent affirme aussitot que :  g(z ) = g( )—gla) = o((x—a)"*"). Clest le résultat cherché. W

= k+1 xk ) mQ mS $4 141 " )
Exemple Pour tout n € N*: In(1+ z) o ;(—1) =t o(z™) Tl Ty + 37T + ...+ (-1 . + o(z™).
1 n—1
) . _ k n—1
En effet Nous l'avons vu : T % 5o ; x +o(z" ).
B 1 n—1
Du coup par composition a droite avec la fonction z — —z : = Z(—l) 4 o(z" ).
1+x z—0 =
n—1 n ZCk
. . . _ n _ _ k:+1_ n
Enfin par primitivation : In(1 + x) o n(l+0)+ Z + o(z™) o kzﬂ( 1) A +o(z").
n L 2Rt . R I p2n 1 .
Exemple Pourtoutn € N: Arctan z = Z(—l) 1 +o(z®™) STyt ot .+(—1)”2n — +o(z®" ).

On remarque que les coefficients de rang pair sont tous nuls; c’était prévisible, car la fonction arctangente est impaire.

) . 1 _ - k n
En effet Nous l'avons vu : T 5o ;m + o(z™).
. . 4 1 S
Du coup par composition a droite avec la fonction z +— —z? : ——— = E (=12 + o(2®™).
1+ 22 z—0 P

1)k p2k+1 +o(:c2"+1) B zn:(—l)k p2k+1 +0(x2"+1)
2%k +1 @—0 —~ 2%k +1 ’

n
Enfin par primitivation : Arctan x = Arctan 0+ Z(—
z—0 P

2.2 FORMULE DE TAYLOR-YOUNG

Théoréme (Formule de Taylor-Young) Soient n € N, f € C"(I,R) et a € I. Alors f posséde un développement limité &

, .. L ., f( CL) k n
Pordre n au voisinage de a. Précisément :  f(z = Z x (x—a)" +o((x—a)").
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¥ ¥ ¥ Explication Ce résultat est avant tout un théoréme d’existence de développements limités. Sur cette question, nous
disposons a présent de deux équivalences :

« Continuité <= Existence d’un développement limité & 'ordre 0 »

« Dérivabilité <=  Existence d’un développement limité & 'ordre 1 »
et d'une IMPLICATION : « Classe C* =  Existence d’'un développement limité a ’ordre n ».

Démonstration On raisonne par récurrence. Pour tout n € N, la proposition & démontrer au rang n est la
ivante :  Vf € C"(I,R _ ) ! n
suivante : fecC"(I,R), f(x) z:a; T (z—a)” +o((z—a)").

Nous savons déja que pour toute fonction f : I — R continue :

e Initialisation : f(x) = f(a)+o(1).
e Hérédité : Soit n € N. On suppose la proposition a démontrer vraie au rang n. Soit f € C"T'(I,R). Alors

f' est de classe C" sur I, donc par hypothése :
! _ - (f,)(k) (a) k n _ - f(kJrl)(a) k n
@) = T (x—a)"+o((x—a)") = 2 — (z —a)* +o((x —a)").

Le théoréme de primitivation des développements limités montre aussitot le résultat souhaité
_ - f(k+1) (a) k+1 n+1 _ . f(k+1) (CL) k+1 n+1
f(z) = f(a)+k:0m($—a) +o((z —a) )z:af(a)“‘kzom(%—a) +o((x—a)"")

n+1 k) n+1 (k)
_ f( (a) k nt+1y f (a) k n+1
. f(a)—|—z i (z —a) +o((:c—a) ) . i (z —a) +o((:c—a) ) [ ]
k=1 k=0
£+£+ﬁ+ +£+m%
6 24 n! ’

nok
Lot T ny
Exemple PourtoutneN: e o kz;o o +o(z") o 1+x+ 3

En effet L’exponentielle est de classe C" sur R donc posséde un développement limité a l’ordre n au voisinage
" exp®(0) n gk
de 0 d’aprés la formule de Taylor-Young, et de plus : e” = Z —————~ 2" +o(z") = — +o(z").
z—0 0 k! z—0 =0 k!
Exemple Pourtousa€RetneN:
(1+2)° i01+ax+ a(a2— 1) 24 a(a—lg(a—2) Pr 4 a(a—l)(a—?l...(a—n—kl) 2+ o(z™).

En effet La fonction 2 —s (14 z)* est de classe C" sur | — 1, 0o[ et pour tout k € [0, n], sa dérivée k%™ est la
fonction z — a(a —1)(a—2)...(a —k+1)(1 4+ 2)**. La formule de Taylor donne aussitét le résultat annonceé.

S © D En pratique (Dérivation des développements limités) Soient n € N*, f € C*(I,R) et a € I. D’aprés la
formule de Taylor-Young, f posséde un développement limité a 'ordre n et f’ un développement limité a l'ordre (n — 1) au

voisinage de a. Précisément :
n—1 ,(k41)
! (a) (z —a)* +o((x —a)" ).

= f(k) (a) k n /
f@) = > T @-a) to(@-a)") et f(2) = o

k=0 k=0
11 se trouve alors — essayez, ca marche — que le développement limité de f’ s’obtient en dérivant terme & terme le développement
limité de f.
Il ne s’agit pas d’affirmer qu’on peut toujours dériver un développement limité! On peut dériver un

X R X Attention !
développement limité a 'ordre n si la fonction sous-jacente est de classe C" au voisinage du point considéré.

1 . k n 2 3 n n
Pour tout n € N : mxzokz_o(k—kl)x + o(z )x:01+2x+3x +4z° 4+ ...+ (n+ 1)z + o(z™).

Exemple
est de classe " sur ] — 00, 1] et nous connaissons son développement limité

En effet La fonction x — 1 1
—x

a Pordre (n+ 1) au voisinage de 0 :
1 — T z—
A terme ce développement pour obtenir le résultat annoncé.

o I+z+z? 423+, 42" +o(z" ™). 1l suffit de dériver terme
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2.3 UN CONTRE-EXEMPLE TRES INSTRUCTIF

1 1
e =2 sin (672) six #0
sixz =0.
Alors f admet un développement limite & tout ordre au voisinage de 0; en 'occurrence, pour tout n € N:  f(z) = o(z").

Exemple On pose, pour tout x € R:  f(z) =

Par ailleurs f est dérivable sur R tout entier, mais f’ n’est pas continue en 0.

En effet

[t]>1

t
e Soit n € N. Pour tout ¢ € R tel que |t| > 1: sin (et2)‘ < |i§|”e*’52 < Jt["e” M, donc

o ()]

lim ¢"f (%) = 0. Par composition lim Li) =0, donc lin}) Lxl) = 0. Comme voulu: f(z) = o(z").

t—+oo r—0t T z—0 " 20

e En particulier f admet un développement limité & 'ordre 1 au voisinage de 0, donc est dérivable en 0 avec
f(0) = 0. Comme cette fonction est évidemment dérivable sur R*, elle est dérivable sur R tout entier.

e Montrons enfin que f’ n’est pas continue en 0.

. 2 2 a1 .

Pour tout x € R*, petit calcul :  f'(z) = 2@ 2 cos (6:1:2)_ Or lim M = 0, donc pour montrer
3 3 z—0 3
2 N
que f' n’est pas continue en 0, il nous suffit de montrer que lin% [——3 cos (e z2 )} # f'(0) = 0. Dans ce but,
r— €T
1 2 1 2 3
posons un = ———= pour tout n > 2. Alors : —— cos (e“n) =—-== —2(1n(2n71')) 2 — o0,
11](277,71’) Up, U, n—0o0

2 1

donc en effet lim {—— cos (eﬁ)} £ f(0).
z—0 x3
X XX Attention! On peut tirer de 'exemple ci-dessus tout un tas de mises en garde importantes. A méditer avec soin !

e Nous avons vu qu’une fonction qui admet un développement limité a ’ordre 0 (resp. 1) au voisinage d’un point est continue
(resp. dérivable) en ce point. Peut-on généraliser et dire par exemple qu’'une fonction qui admet un développement limité
a lordre 2 au voisinage d’un point est deux fois dérivable en ce point ?
Réponse : NON. Dans I'exemple ci-dessus, f admet un développement limité a tout ordre au voisinage de 0 mais n’est
méme pas deux fois dérivable en 0 — car f’ n’est pas continue en 0.

e Nous avons vu qu’on peut toujours primitiver sans probléme les développements limités d’une dérivée. Inversement, peut-on
toujours dériver les développements limités d’une fonction dérivable ?
Réponse : NON. Dans l'exemple ci-dessus, f admet un développement limité & tout ordre au voisinage de 0 mais f’, parce
qu’elle n’est pas continue en 0, n’y posséde méme pas un développement limité a ’ordre 0.

e Les coefficients d’un développement limité sont uniques, nous ’avons vu. Réciproquement, quand deux fonctions ont le
méme développement limité & tout ordre au voisinage d’un point, sont-elles égales au voisinage de ce point ?
Réponse : NON. Dans I’exemple ci-dessus, la fonction f a un développement limité nul a tout ordre au voisinage de 0, mais
n’est pas du tout la fonction nulle au voisinage de 0.

3 DEVELOPPEMENTS LIMITES USUELS

Théoréme (Développements limités usuels)

1) Logarithme, exponentielle, puissances :

1 _ ~ k n _ 2 n n
1—:cxiokz_ox +o(x )xzol—&—:c—i—m + ...+ 2" +o(z").
(1 +a) = ST b)) = a- DD T ) o)
n r) = > s o) s r-S 4o -t — +o(a").
nok 2 3 4 n
z N z r T z n
e x:okzzoﬁ+°(:”)x:ol+x+ M v I B G
-1 -1 -2 -1 —-2)...(a— 1
Pour tout a € R : (14=z)” i01+o¢x+a(a2 ) 2+a(a g(a ) 3+...+a(a )(a 73| (a=nt )m"—&—o(:c")
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2) Sinus, cosinus et arctangente :
sin © o g(_l)k% + o(z®™th) =T %3 + 136200 + (=D)" (;j?:l) o(z®" 1)
cosw = kzn:_o(—l)k(g—:;! + o(z®™) ol %2 + :20—1 +. (=D é:;' + o(z™")
3) Sinus et cosinus hyperboliques :
sh z o kzn:_o % + o(z®™th) o T T %3 + % +...+ (;::7:1) o(z”" )
TS0 ; (2]2:)' +o(a™) sl t %2 + z_jl oot (z:;' o)

Démonstration Il nous reste & démontrer les formules pour sin, cos, sh et ch.
e Pour sin et cos, il suffit de remarquer que sin'™(z) = sin [ z + - et cos'™ (z) = cos | z + — ) pour tout

sin cos
k t tout R. Aussitot tout k& : t
€ Net pour tout = € ussitét pour tout k € N { sin@ 1 () = (1) e { cos 1) (0) = 0.

Associées a la formule de Taylor-Young, ces formules nous donnent notre résultat.

e Pour sh et ch, il faut revenir a la définition de ces fonctions. Pour tout n € N :

61 2n+1 k 1 2n+1 k 2 1 n 2k+1 ) .
hz= - = ~1 nly = ntLy.
= Hozzkv 2;0( " k'+ Ho; o o)

Explication : les termes de rang pair des deux sommes se simplifient deux & deux, et les termes de rang
impair sont comptés deux fois, mais aussitot divisés par 2. Démonstration analogue pour la fonction ch. W

4 QOPERATIONS SUR LES DEVELOPPEMENTS LIMITES

Par commodité, les résultats de ce paragraphe, trés importants en pratique, sont énoncés au voisinage de 0. On suppose donc
ici que 0 € 1.

Théoréme (Somme, multiplication par un scalaire et produit) Soient n € Net f : I — Ret g : I — R deux
applications. On suppose que f et g possédent un développement limité & I'ordre n au voisinage de 0 :

f(x) = A(@)+o(z™) et g(x) = B(z)+o(z"), ou A, B € R,[X].

z—0 z—0

(i) Somme : (f + g) posséde un développement limité & 'ordre n au voisinage de O :

(f +9)@) =, (A+B)@)+o(a").

(ii) Multiplication par un scalaire : Pour tout A € R, A\f posséde un développement limité a 'ordre n au voisinage
de O :

A(zx) AA(z) + o(z™).

;ciO
(iii) Produit : fg posséde un développement limité a l'ordre n au voisinage de 0 :
fo(z) = C(x)+o(z"),

ou C' est le polynéme AB tronqué a 'ordre n, i.e. auquel on a soustrait tous les monoémes de degré strictement supérieur a n.
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¥ ¥ ¥ Explication Dans l'assertion (iii), comment détermine-t-on le polynéme C' & partir des polynoémes A et B, n étant
fixé ? Voyons cela sur un exemple. Pour A= X?+1, B=2X+3etn=1,ona AB=2X>+3X%4+2X +3.

——

c

XXX Attention! Le produit de deux développements limités & ’ordre n n’est pas un développement limité & ’ordre
2n, mais un développement limité & 'ordre n. D’autre part, pour obtenir un développement limité de fg & 'ordre n, on doit

absolument développer f et g a 'ordre n.

Démonstration
(i) et (i) Nous connaissons déja ces deux propriétés.
(iti) Par définition de C', X" divise AB — C; il existe donc un polynéme D tel que AB = C + X" ' D,
fa(@) = (A@)+o(a") (B@)+o(a™) = A(@)Ba)+A(@)o(a")+B(@)o(z")+o(a")o(a") = AB(x)+o(a").
On a pu simplifier ici car A(z) o O(1) et B(z) o O(1). Poursuivons :

fg(x) = C(z)+z"'D(x) +o(z") = C(z)+a"0(1) + o(z") = C(z) + o(z"). Et voila. W

z—0 z—0 T—

2 3
Exemple e cosx +2sinx =, 1+ 32— % + o(x?).

r—r
En effet On ne vous demande pas de justifier vos troncatures avec une armée de détails; vous devez savoir

calculer vite les développements limités.
3

272 273 3 ZCZ 3 x 3
e“cosr+2sine = (l+z+—=+=+4o0=")|[1-—=+o0(z"))+2|z— = +o(z")
z—0 2 6 2 6

3 3 3
= (1+x—%+o(x3)) —|—<2x—%—|—o(x3)) :01+3x—2%+o(:c3).

z—0 —

2 2 D En pratique (Puissances entiéres) L’assertion (iii) du précédent théoréme, généralisée a plus de deux termes,
permet le calcul du développement limité des puissances entiéres d’une fonction. Si f(x) =, A(zx) 4 o(z™), et si, pour p € N fixé,
z—

B est le polynome AP dont on ne conserve que les monémes de degré inférieur ou égal & n, alors :  f(x)? = B(z) 4 o(z™).
r—r

In(1+x)\° _ 3z Tx? 2
Exemple ( = ) 1301 2 + 1 + o(x*).

2 3
En effet Ona: In(l+4+z) = z— A o(z%), donc : n(+z) =1-24% 4 o(x?). Alors :
z—0 2 3 T z—0 2
In(1+z)\° _ r  x? 2\ r  x? 2
<T> o 1—§—|—?—|—o(x) 1—5—6-?—6-0(1:)
= 1—x—|—11$2+o(:c2) 1_£+:c_2+0(x2) = 1_3_:c+7_:c2+0(x2)
2—0 12 2 3 2—0 2 4 '

Théoréme (Composition) Soient n € Net f:I — Jet g:J — R deux applications. On suppose que f et g possédent
un développement limité & 'ordre n au voisinage de 0 :

fl@) = A(z)+o(z™) et g(x) =, B(z) + o(z"), ou A, B € R,[X].

z—0 x

On suppose en outre que A(0) = 0, i.e. que le coefficient constant de A est nul. Alors g o f posséde un développement limité a
Pordre n au voisinage de O :
go f@) = C@)+o(a"),

ou C est le polynome B o A auquel on a soustrait tous les mondmes de degré strictement supérieur a n.

¥ ¥ ¥ Explication Comment détermine-t-on le polynéme C' & partir des polynémes A et B, n étant fixé ? Voyons cela sur
un exemple. Pour A= X2 B=4X2+X+1letn=2 onaBoAd=4X*+X>+1.
——
c

H R K Attention !
e Sans I’hypothése « A(0) = 0 », qui signifie que 11(1)“[1 f =0, on ne peut pas composer les développements limités !

e Pour obtenir un développement limité de g o f a 'ordre n, on doit absolument développer f et g a ’ordre n.
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Démonstration Si n = 0, le résultat est sans difficulté. Supposons donc n > 1 et notons bo, b1, ...,b, les

coefficients de B, de sorte que B = Zkak. Par définition de C, X" divise B o A — C'; il existe donc un
k=0
polynéme D tel que Bo A=C+ X"!'D.
Remarquons par ailleurs que, puisque A(0) = 0 et n > 1, alors f(z) = Az + o(z) pour un certain A € R. En
xr—r 00

particulier f(z) = O(z), et donc f(z)" = O(z™) par produit. Finalement :
T— T—

go f(z) = B(f(x)) +o(f(x)") = B(f(2)+o(a") carf(z)" = O(a")

z—0 0 z—0
=, bif(z)* + o(z™) =, > b (A(2)* +o(z™)) + ) .=, > bk Ax)* + o(z™) =, BoA)+o(z")
k=0 k=0 k=0
= C(x)+ "' D(x) + o(z") = C(z)+a"0(1) +o(z") = C(x)+ o(z"). [ ]
x—0 x—0 x—0
22
Exemple Incosz = —— 4+ o(z?).
z—0 2
z? g8 z?
Eneffet Ona: In(l+z) = — —+ = 4o0(2®) dunepart,et: cosz—1 = —— +o(z®) dautre
ac~>0 2 3 5 z—0 2
T 1 T z? 3 z? 3
part. Ducoup : Incosz o <——> -3 < 7) (—7> + o(z”) Pty + o(x?).

VYD En pratique (Inverse) La composition des développements limités permet d’inverser les développements limités

grace a la formule : T2 ==o Z T z™) valable pour tout n € N. Les exemples valent ici mieux qu'un long discours.
— z—
2 3
. T 5zt . T 4
Exemple i 1+ 3 + 21 +o(z?) et tanz ot 3 + o(x®).
a?  at 4 1 2 4 4
Eneffet Ona: cosz = 1——+ —+4o0(z") et = 1+a+z?+2° +2% 4+ o(z?). Donc :
z—0 2 24 1—2x =z—0
L i R ) S A O A S
CoS T =0 . 2>zt o) 20 2 24 2 24 2 24 2 24
2 2O
2 4 4 2
T T T 4 T 5z
-1 Lo il — 12
Ho+<2 24)+<4>+°(:”)9H g+ g o).
Nous pouvons du coup en déduire un développement limité de la fonction tangente au voisinage de O :
. 3 2 3
__sinz T x 5z . z” 4
tanx—cosxz:()(:c 5 +o(x )) <1—|—2 —|—24 + o(x )) z:Ogr:—i—g—l—o(gr: ).
E 1 PR A
xemple prg 5+ 13 o(x*®).
En effet i = 5 563 = 12 = ! 5
e —1 2—0 x x x T
T+ — + — 4+ o(x?) 1—1—5—1—3—1—0(1’2) 1-— _§_€+O(m2)

Vous noterez bien que nous avons dit développer ’exponentielle & I'ordre 3 pour obtenir un développement limité

a lordre 2 au voisinage de 0. Comprenez-vous pourquoi ?

T
de x —
ex
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QD DY D En pratique Les deux remarques qui suivent doivent étre bien travaillées et digérées.

2
sin(z
e Soit a calculer un développement limité de x —— L a Pordre 5 au voisinage de 0. Pour obtenir un tel résultat, a

quel ordre convient-il de développer sinus au voisinage %le 07 Deux risques se présentent : si notre développement du sinus
est trop précis, nous allons effectuer de longs calculs inutilement ; si au contraire notre développement du sinus n’est pas
assez précis, nous n’obtiendrons jamais le résultat escompté. Pour ces deux raisons, il est important de pouvoir prévoir a
I’avance quelles précisions doivent étre utilisées dans les calculs.

sin(z?)

Calculer un développement limité de x —— a lordre 5 au voisinage de 0 revient a calculer un développement limité

x
de z —> sin(:cz) a lordre 6 au voisinage de 0. Pour effectuer un tel calcul, on partira d’un développement limité du sinus
a l'ordre 3 au voisinage de 0. Dans 'ordre, on aura donc :

3

. 3

simr = r— — +o(x

z—0 6 (@),
2 2 a° 6 2
puis sin(z”) =%~ % + o(z”) par composition & droite avec la fonction z — z7,
T—

02 5
sin(z x 5
et enfin ) = x— — +o(z”).
x z—0 6

e Soit & calculer un développement limité de z — sin® z 4 l'ordre 7 au voisinage de 0. Premiére idée : on développe sin &
l’ordre 7 au voisinage de 0, puis on calcule la puissance 5™° de ce développement. Malheureusement cette idée conduit a
des calculs tout a fait inhumains. Nous allons donc tacher de raffiner notre méthode.

Remarquons qu’on a :  sinx ~o T et donc : sin®x ~ z®.  Le premier terme non nul du développement limité de
Tr—r r—r

x —> sin® z au voisinage de 0 est donc 2°. Calculer un développement limité de x — sin® z a l'ordre 7 au voisinage de 0
. . 5
. N , o sin® x sin o .. ,
revient donc & calculer un développement limité de z — ——— = | —— ] & l'ordre 2 au voisinage de 0. Dans l'ordre,
T T
on rédigera ainsi sa réponse :

2

- 1T 2
z:Ol 6+O(x )7

3
. x
sinz = z— — +o(z*), donc
z—0 6

sin x

.5 . 5
. sinz sin x 5a2 2
puis — = = 1-=—+o(z?),
g T z—0 6

57 .
et enfin sin’z = 2°— 22 4 o(z"). Méthode rapide!
z—0 6

5 EXEMPLES ET APPLICATIONS

5.1 DEVELOPPEMENTS LIMITES AU VOISINAGE D’UN POINT AUTRE QUE 0

_ _ 9)\2 _
Exemple Inz :21n2+1: 2 (-2 +(13 2)

3
o3
= 5 g 2 —|—o((1: 2) )

En effet On raméne le probléme en 0. Chercher un développement limité de x — Inz & 'ordre 3 au voisinage
de 2 revient a chercher un développement limité de h — In(2 + h) a lordre 3 au voisinage de 0. Or :

h h h?2 R 3
In(2+h)=In2+1n <1+§> h301n2+§_§+ﬂ+0(h ).

On revient & la fonction £ — Inz en effectuant le changement de variable x = 2 4 h.

Exemple cosx = i—i(x—z)—L(x—z)z—ki(50—2)34—0[(1—2)3}
P 55 V2 V2 1) 22 4/ 62 4 4/ 1
En effet On raméne le probléme en 0. Chercher un développement limité de x — cosx & 'ordre 3 au voisinage

de 2 revient & chercher un développement limité de h — cos (% + h) a lordre 3 au voisinage de 0. Or :

cos (% + h) = % (cos h — sin h) o % {(1 — %2 +o(h3)> — (h — %3 —|—o(h3)>} o %—%—%—F%%—o(lﬁ).

. . . T
On revient & la fonction x — cosx en effectuant le changement de variable x = 1 + h.
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5.2 CALCULS DE LIMITES ET RECHERCHE D’EQUIVALENTS

. Vit —y1—-z—=x 1

Exemple lim =—.
z—0 3 8

En effet Nous allons utiliser des développements limités, mais & quel ordre faut-il pousser ces développements 7

Puisqu’on cherche une , c’est la précision | o(1) | qui est requise, au pire : nous devons donc chercher un

Vitzr—+v1—-—z—z

3
limité de  — /T +x et x —> /T — x a 'ordre 3 au voisinage de 0 (& cause de la division par z*).

AN N DS B SRR S N AP R
Vitr—y1-z—=x 2 8 16
3

T CL‘:O 3 z:() 8

a lordre 0 au voisinage de 0, & partir d’'un développement

développement limité de z —

174

Exemple In(1+2?) —sin®z ~ —=.
z—0 6

En effet 1l s’agit ici de chercher le premier terme non nul du développement limité de x — In(1 + :cz) —sin’x

au voisinage de 0. Nous savons en effet que ce premier terme non nul sera I’équivalent cherché. Mais & quel ordre
devons-nous pousser nos calculs 7 Nous n’avons hélas aucun moyen de le savoir & 'avance. Le taténnement s’impose.
Il faut juste espérer que le premier terme non nul cherché n’est pas d’ordre 50.

2
In(1+2*)—sin’z = (2° - x_4 +o(z") )=z — x_S + o(z?) = (2* - x_4 +o(z") |- (2" — x_4 +o(z")) = —x—4+0(:c4).
z—0 2 6 z—0 2 3 T 6

5.3 DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

2

; 1
Exemple La fonction f:z+— emE _9z1n (1 + —) posséde une asymptote au voisinage de oo, d’équation y = = — 2,
x

z+1
et le graphe de f est situé au-dessus de cette asymptote au voisinage de oo.
En effet

e On se raméne ici au voisinage de 0 & I’aide du changement de variable h = — — qui semble adapté a f. Il
T
1
s’agit donc de travailler avec la fonction h — f (E) au voisinage de 0.

e Se demander si f posséde une asymptote au voisinage de oo, c’est se demander s’il existe des réels a et b

2 +b+0(1)7

1
pour lesquels f(x) = az + b+ o(1). Avec la variable h, cette relation s’écrit f (ﬁ) W0 B
&Tr—r 00 -

h
limité sans coefficient d’ordre « —1 ».

1
ou encore hf <—> W0 @ + bh + o(h) — on multiplie par h pour avoir sous les yeux un vrai développement
—

e Plus précisément, pour connaitre la position du graphe de f par rapport & son asymptote au voisinage de
00, il suffit de connaitre un équivalent de z — f(z) — (ax 4 b) au voisinage de oo, i.e. de trouver un terme

1
plus fin que o(1). Avec la variable h, cela revient a chercher un équivalent de h — hf <E> — (a + bh) au

voisinage de 0, i.e. un terme plus fin que o(h).

.. - 1 ..
e Concrétement ici, il nous suffit de trouver un développement limité a I’ordre 2 de h — hf <E> au voisinage

de 0, en espérant un coefficient d’ordre 2 non nul.

1\2
1 <E> sinh 2 1 sin h 2 27\ h+o(h?) h? 2
- +1
h
2 2 h? 2 2 2 3h? 2
= (1=h+h*+o(h%)) 1—|—h+7+o(h )] —2h+h"+o(h )h:01—2h+7—|—o(h ).
—
J— . . 3 1
On réécrit ce résultat avec la variable z :  f(z) = z2—24+ — +o <—>
T—00 2x x

En particulier f(z) = x — 2+ o(1), donc f admet la droite d’équation y = x — 2 pour asymptote au
Tr—r0o0

3
voisinage de co. Et comme f(z) — (x —2) ~ o est une quantité positive au voisinage de oo, le graphe de
r—00 4T

f est situé au-dessus de son asymptote au voisinage de co.

10
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QY QY DN En pratique Les développements limités servent souvent pour ’étude des suites. Nous savons par exemple que :

2 3 3
1+x+ % + % + o(z®). Du coup pour toute suite (un)nen de limite nulle :  e* = 14 u, + Un | Unoy o(uy,).

Exemple Pour tout n € N, Péquation z* + 2® = n d’inconnue = € Ry posséde une unique solution notée .

1 1
L it n dmet le dével t toti i t: n = JYn—-+—— — .
a suite (Zn)nen admet le développement asymptotique suivan Tn In 1 + 20 +o0 ( %>

En effet

e La fonction & — z* + 2% est strictement croissante sur Ry comme somme de fonctions strictement crois-
santes. Elle par ailleurs continue sur R4 . En vertu du corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, elle
réalise donc une bijection de R; sur son image qui se trouve étre aussi Ry. Or Ry contient N, donc pour
tout n € N, il existe un unique x, € R, tel que x: + 23 = n. Nous noterons dans ce qui suit & cette relation.

e Soit n € N. Peut-on avoir z, < 1? Si c’est le cas, alors n = 2 + 23 <1+ 1=2, doncn = 1.
s . . n .
Dans ces conditions, z, > 1 pour tout n > 2, donc z2 > z2. Avec & on en déduit que z# > 5 buis que

Tn > {/—. En particulier, d’aprés le théoréme de minoration : lim z, = oo.
2 n—o0
e Du coup 2 = o(:cﬁ), de sorte que :  z:t ~ n daprés &, et donc:  z, ~ In.
n— oo n— oo n— 00

e Reprenons ensuite &, mais mettons z en facteur et composons avec la fonction /. Cela nous donne, pour

Tn

1
1\ "1
tout ne N*:  z, = {n (1 + —> — relation notée . Du coup :

1
~1
—vVn=+/n <1—|—xi> —1:| ~ \/_><— ~ —l. Conclusion : =, = %—i—&—o(l).

e Nous souhaitons pousser un cran plus loin ce développement asymptotique. Les équivalents usuels suffisaient
jusqu’ici, mais nous ne pouvons aller plus loin avec eux. Les développements limités vont donc prendre le
relais. Nous allons bien sir partir de la formule # et du développement limité usuel :

1

2 3
(142t = 1 5 15z

o z + 3 128 o(z?)... mais & quel ordre s’arréter ?

. 1 . 1
Puisque nous aurons & poser « x = — », commencons par chercher un développement asymptotique de —.
Tn Tn

EE U ) 1 IS A T R U S
Tn n—oo %_l+0(1) n—oo % 1_ 1 ‘o L n—oco \4/5 4% % n— oo % 4\/5 \/ﬁ .
i o\

1
Aurions-nous pu utiliser le développement plus précis : 17 5o 1+t+t*>+0(t?), voire un développement
— —

lus précis encore ? Cela n’aurait hélas pas donné mieux. En effet, avec « t = +o0| — | », nous voyons
1
apparaitre un o (—) dans le terme 1 + t qui mange inévitablement les termes en t2.

I

e Finissons-en.

xn:\/ﬁ<1+%)

N»—‘
L — |
,J;
—_
+
w
Bl o
3N
+
Qo
VR
| =
| I

- val|1-

<4_\/ﬁ\—F
_ ol 1

_ (72l '
nfm%_l_# 32?/‘ <\/1_> nfm%_i+32?\z‘/ﬁ+o<%n)'

& Pordre 3, voire plus?

1
1
1
4

Aurions-nous fait mieux si nous avions poussé le développement limité de 1

1 1 1 x
Non, car nous voyons ci-dessus qu’avec « £ = — + —— + 0 (\/_> », le terme 1 — — + — introduit un

Vn " ayn 132

1 . .
0 (—) qui ne ferait qu’une bouchée des termes en z°.

7n

11
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5.4 ALLURE LOCALE DES COURBES PARAMETREES

D’abord un rappel.

Définition (Demi-tangente et tangente en un point d’une courbe paramétrée) Soient f : I — R? une courbe

paramétrée et a € I.

e On suppose que pour t proche de a tel que t < a, on a f(t) # f(a), et que lim

demi-droite passant par f(a) dirigée par @ est alors appelée la demi-tangente & gauche de f en a.

e On suppose que pour t proche de a tel que t > a, on a f(t) # f(a), et que lim

M = 4 existe. La
50— e o
f(t) = f(a) U existe. La

ot [f(0) = f@)]

demi-droite passant par f(a) dirigée par ¥ est alors appelée la demi-tangente & droite de f en a.

e Si f posséde une demi-tangente & gauche et une demi-tangente & droite, et si, avec les notations précédentes, & = £,
alors la droite passant par f(a) dirigée par @ (ou ¥) est appelée la tangente de f en a.

Nous allons dans ce qui suit répondre au probléme de 'existence d’une tangente en un point quelconque d’une courbe
paramétrée. Jusqu’ici, nous avions seulement réussi & aborder ce probléme dans le cas des points réguliers.

Théoréme (Allure d’une courbe paramétrée au voisinage d’un point) Soient k > 2, f € C*(I,R?) et a € I.

e S’i]l existe, on pose p = min {z € [1,k]/ f(i)(a) #* 6} Cet entier p est appelé le premier entier caractéristique de f

en a. Alors f posséde une tangente en a, dirigée par le vecteur f® (a).

e S’il existe lui aussi, on pose alors ¢ = min {z € [p,kl/ f®(a) et f(a) sont non colinéaires}. Cet entier q est appelé

le second entier caractéristique de f en a. L’allure du support de f au voisinage de dépend alors des parités/imparités de p et
g. Ci-dessous, la petite fleche indique le sens de parcours de la courbe (croissance de la variable t).

1) Cas ou p est impair et ¢ pair :
On dit alors que f(a) est un point ordinaire.

f(p) (a) —~
f(‘l) (a)

f(a)

3) Cas ou p est pair et ¢ impair :
On dit alors que f(a) est un point de rebroussement de

2) Cas ou p et g sont impairs :
On dit alors que f(a) est un point d’inflexion.

f(p)(a) 7
f(Q)(a)

f(a)

4) Cas ou p et ¢ sont pairs :
On dit alors que f(a) est un point de rebroussement de

premiére espéce. f<p)(a) _ deuzieme espéce. f(p>(a) _
£ (@) 790
f(a) f(a)
¥ ¥ ¥ Explication
e L’entier p, 8'il existe, est caractérisé de la facon suivante:  f'(a) = f”(a) = fP(a) =... = fP"Y(a) =0 mais [P (a)# 0.

Le cas p = 1 exprime précisément le fait que le point f(a) est régulier, i.e. que f'(a) # 0. Ce cas nous était déja connu.

e Bien sar, fP(a) et f(p)(a) sont colinéaires, donc g > p. L’entier ¢, s’il existe, est caractérisé de la fagon suivante :

™ (a) et f® (a) sont colinéaires, £ (a) et £ (a) sont colinéaires, f¥(a) et fP+?(a) sont colinéaires . . .

mais /" (a) et £ (a) ne le sont pas.

Q2 XY DX En pratique Et comment fait-on pour tester la colinéarité de deux vecteurs? On calcule leur déterminant.
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Démonstration Notons (z,y) les coordonnées de f dans le repére orthonormal direct usuel (O, 7, 7). Alors par

A 4 a'(a) =2"(a) = ... =2%V(a) =0 ®)(q) = (P (). 4P
définition de p : { Y(a) = y"(a) = ... = y(pfl)(a) —0 et  f¥P(a)= (1: (a),y (a)) # (0,0).
e La formule de Taylor-Young appliquée aux fonctions x et y nous donne alors ceci :
(p) (»)
z(t) = z(a) + r p!(a) (t—a)? + o((t — a)p) et y(t) = y(a) + Y p!(a) (t—a)? + o((t — a)p), puis :
2 _ (2P@ ) 2 e _ (12@ ) 2
(x(t)—x(a)) = ( o (t—a) > —|—o((t—a) ) et (y(t)—y(a)) . ( o (t—a) > —|—0((t—a) )
(p)
Aussitot : [[£(t) = f(@)]” = (2(t) - 2(a))” + (y() — y(a)” = _ @l o7 H —a)* +o((t — a)?).
(p)
Or par hypothése fP)(a) # 0, donc finalement : || f(t) — f(a)|| Kol w [t —al?.

En particulier, f(t) # f(a) pour tout t # a proche de a.

e Nous pouvons maintenant montrer que f posséde une tangente en a dirigée par f (» )(a).
f) = fla) _ x@®)—z(a) . ylt)—yla)

On a tout d’abord : = 2
tout diabord = e " F @ ~ T — @] | A0 - @]

Or nos calculs précédents

#(t) — o(a) P
montrent que : a(t) — z(a) — (t—a)” p! P)(a)
A o @] T TOJ@] o @] @]
(t—a)r p!
2(t) - a(a) +)(a) .
o W@ (—ar TR )
Y To—s@] T HO—t@] oo Col@ ) @l
(t—a)r !
f(t) — f(a) f%)(a) ft) — f(a) P ")
Méme chose avec y. Finalement hm = et lim =
v LT —r@] - @] A o= o] =Y @)

Conclusion : f posséde une tangente en a dirigée par f'%(a).

e Et 'entier caractéristique ¢ alors? La formule de Taylor-Young appliquée aux fonctions x et y donne ceci :
(p)( ) (q)( ) (») (9)
P (a z'Y(a y'*P(a) y'¥(a)
2(t) = a(@+ Tt e
a p! q!
développements limités que 1'on peut fondre en un unique développement limité vectoriel :

f(p)(a) f(q)(a)
p! q!

—a)P+.. .+

t—

@) =, fla)+ t—a)f+...+ (t—a)’+d((t—a)?)
dans lequel le 3((t — a)?) est par définition un vecteur dont la norme est un o((t — a)?) au sens usuel, au

voisinage de a.

e Par hypothese, (f(a), @ (a), f@ (a)) est un repére du plan, pas nécessairement orthonormal direct. Notons

alors, pour tout ¢t € I, (X,Y") les coordonnées de f dans ce repére. Puisque f(p)(a)7 f(pH)(a). .. et f(qfl)(a)
sont colinéaires, le développement limité vectoriel écrit ci-dessus nous donne :

X (t) = (¢ _!a)p +o((t — a)?) . X(t) o U ;!a)p
V0,5, S5 el Yo

e Pour finir, plagons-nous dans le cas ou p est pair et ol ¢ est impair — on raisonnerait de la méme fagon
dans les autres cas.

1) Puisque p est pair, I’équivalent de X trouvé ci-dessus au voisinage de a montre que X est stricte-
ment positive au voisinage de a, & gauche comme a droite.

2) Puisque ¢ est impair, ’équivalent de Y trouvé ci-dessus au voisinage de a montre que Y est

strictement négative au voisinage de a a gauche, et strictement positive au voisinage de a a droite. |
t>a

v X()>0
P (a) Y(t) >0

t<a
X()>0 3 £9(a)

Y(t) <0

f(a)
13

www.tifawt.com

—a)?+o((t—a)?) et y(t) = y(a)+ o (t—a)P+.. .+T (t—a)?+o((t—a

)q)7
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Définition (Point birégulier) Soient f € C2(I,R?) et a € I. On dit que le point f(a) est birégulier si f'(a) # 0 et si la
famille ( 1 (a), f”(a)) est libre — cela revient a dire que les entiers caractéristiques de f en a sont, dans l'ordre, 1 et 2.

Si le point f(a) est birégulier, il est ordinaire.

3
t)=t+—
Exemple Soit f = (z,y) la courbe paramétrée de classe C* sur R définie par : V¢t € R, 2 —St 1
y(t) =
2

1 L . .
e Pourtout t c R: 2/(t) =t*4+1#0 et y'(t) =t— 3 Les variations de z et y sont alors aisées & déterminer. En

outre f est réguliére, et donc les points du support de f sont soit ordinaires, soit des points d’inflexion.

e Déterminons les éventuels points d’inflexion de f.

S o) [FHL 2
1) Fixons t € R. Ona: det (f'(¢), f"(t)) = Y (1) y”(t)‘ =1, 1 = —t*+t+1. Ce calcul montre donc
2

1+v5 1-5
2 T 2

que la famille (f'(t), f”(t)) est libre si et seulement si t* # ¢t + 1, i.e. t ¢ {
1+v5 1- \/5}

}. On peut d’ores et déja

affirmer que f(t) est birégulier, donc ordinaire, si t ¢ {

2 72
/ (3) t2+1 2
2) Que se passe-t-il enfin si t = 1i2\/5 7 det (1), fP@) = z,gg 5(3)23‘ . % ol = —2t4+1 # 0.
Ainsi les deux points f <1 :|:2\/5> sont des points d’inflexion.

e Les détails de cette étude de courbe paramétrée vous sont laissés en exercice — branches infinies, etc. C’est enfin 'heure
de dessiner. Les tangentes aux points d’inflexion ont été tracées en pointillés : on visualise ainsi mieux le fait que la courbe
traverse la tangente en un point d’inflexion.
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