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Université Abdelmalek Essaadi. www.tifawt.com Algebre II. 2010-11.

Faculté Polydisciplinaire. Solution des exercices du Chapitre 1. Liste 1.

Exercice 1. Soit A = {(x,y) ER? 0<z<1, 0<y< 1}. A n’est pas un espace vectoriel car
(0.2,0.7) € A et (0.2,0.6) € A mais (0.2,0.7) + (0.2,0.6) = (0.4,1.3) ¢ A.

Exercice 2. Soit B = {( g 2 ), a,bER}.

0 a2 0\ [ a+a2 0
b>+(0 b2>_< 0 b+b2)€B'

a
0
2. k. ( 8 0 ) = ( k;a k?kb ) € B on peut vérifier facilement 3) 4) et 5).
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Exercice 3. P = {1 +ax +bx?, a,be ]R} n’est pas un espace vectoriel car
l+z+a22€Pet1+2r+22€ Pmais (1+z+2%)+(1+2z+2%) =2+ 3z +222 ¢ P.

Z 2 ) , a,b,ce R} est un espace vectoriel.

1 0 0 1 0 0 0 0 forme une b
00 ) 00 5 10 5 01 orme une pase.

Exercice 5.

Exercice 4. C' = {(

a b ¢
A= d e f |, abcde fighie€R, at+e+i=0
g h i
est un espace vectoriel car
al bl ¢l a+al b+bl cHecl

c
f 1+l dl el f1 | =] d+dl e+el f+4+f1 | € Apuisquea+al+e+el+i+il =
i gl hl il g+gl h+hl i+il

i)+ (al+el+il)=0+0=0.

a

d

g

+
a b c axa axb axc

cea | d e f = axd axe axf |€Acaraxataxetaxi=ax*x(a+e+i)=0.
(g h 1 axg axh axi

Exercice 6. Non, ce n’est pas un espace vectoriel car det (7. < i Z )> =T7x1+#1.

Exercice 7.
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Université Abdelmalek Essaadi. www.titawt.com Algebre 1. 2010-11.

Faculté Polydisciplinaire. Solution des exercices du Chapitre 1. Liste 1.

e S est un e.v.
e UU n’est pas un e.v.

e T est un e.v.
Exercice 8.

a) Le plan des vecteurs avec premiére composante nulle (b; = 0) est un e.v.
b) Le plan des vecteurs avec seconde composante nulle (by = 0) est un e.v.
c) M

d) Le vecteur b = (0,0,0) est un e.v.

e) Les vecteurs b = (b1, by, b3) avec by — by + 3b; = 0 est un e.v.

a+b+3¢ = 0
Exercice 9. a.(1,1,2)4+5.(1,2,1)4¢.(3,1,1) = (0,0,0) = ¢ a+2b+c = 0 =a=>b=c=0. ces vecteurs
2a+b+c = 0

suivants sont linéairement indépendants.

Exercice 10. det(T) = a.e.i = 0 lorsque n’importe quel element de la diagonale de T est nul. on peut aussi le
démontrer en terme d’indépendence linéaire.

Exercice 11.

Exercice 12.

e L’espace de tous les vecteurs de R* dont la somme de ses composantes est zero:

={(z,y,zt) eR iz +y+2+t=0}={(-y—2—t,y,21)}.
(—y—z—t,y,2,t) = (-y,9,0,0) + (2,0, 2,0) + (—¢,0,0,t) = y(—-1,1,0,0) + 2(—1,0,1,0) + t(—1,0,0, 1).
dim=3.

Exercice 13. a1{(2,1,4,4) + as(—1
2000 —ag +4az +6a4 = 0
(5] + 30[2 + 20[3 —+ 40[4 = 0
4dap —4as —3az+2a4 = 0
4o + 300 +3a3 +4a4 = 0
B ={(2,1,4,4),(-1,3,-4,3),(4,2,-3,3),(6,4,2,4)} est une base. dim =4.

,3,—4,3) + as(4,2,-3,3) + au(6,4,2,4) = (0,0,0,0)

= a1 = as = 4a3 = a4 = 0. Donc ils sont lineairement indépendants.

Exercice 14.

1. E@ F ={(z,z,2)} ® {(0,0,t)} = {(z,x,t)}
2. Ee F={0,0,t)} & {(x,2,t")} = {(z,z,t")}

Exercice 15. On vérifie facilement que E est una sous espace vectoriel. Puisque
3a + 2b a ([ 3a a 26 0 _ 3 1 2 0
< b ab>_<0 a>+(b b)‘“(o 1)”(11)’
3 1 2 0
ona{(o 1),<1 1>}formeunebasedeE.

3a+20 = 4
31 2 0 \. .. a = 2 _ _
Aa<0 1)+b(1 _1>1mphqueque b _ =a=2 et b=-1.
a—b = 3

Exercice 16. Les vecteurs de B; sont lineairement indépendants:
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Université Abdelmalek Essaadi. Algebre II.  2010-11.
Faculté Polydisciplinaire. Solution des exercices du Chapitre 1. Liste 1.
a+ 306 =0
al+z+22)+ 8B —2)+v2r+22)=0=<¢ a—fB+2y = 0 =a=8=7=0
200+ v =0
a+ 308 = 0
r=a(l+r+22)+8B-2)+v2x+2?) = a—B+2y—-1 = 0 = (a,8,7) =(-3/8,1/8,3/4).
200 + 7y =0
a+ 306 =0
?=a(l+x+22%)+ BB -2)+v2zx+22)=<{ a—F+2y = 0 = (a,B,7) = (3/4,—1/4,-1/2).
2a+v—-1 = 0

2% n’appartient pas a l’espace engendré par B;.

. 1 0 0 2 2 2\ (00
Exer01ce17.a<0 1>+ﬁ<2 O>+7<2 3>_<0 O>:>a’ﬁ”y“"

Exercice 18. On considere le sous espace vectoriel V' de M3(R) formé par les matrices symétriques de trace
nulle.

a d e
V=<qld b f|/a+b+ec=0
e [ ¢
-b—c d e -1 0 0 -1 0 0 01 0 0 0 1
AecV & A= d b fl =b10 1 0)+c| 0O 0 O0]+d|1 0 0]+e|0 0 O} +
e f c 0 0 O 0 0 1 0 0 O 1 0 0
0 0 O
f10 0 1
01 0
Une base de V' est
-1 0 0 -1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 O
B=<(0 1 0)],{0 O0O),{1 0 O0}J,{0 O O0],]l0 0 1
0 0 O 0 0 1 0 0 O 1 00 0 1 0

Exercice 19.

Exercice 20. Soient A = {a +ba? + ca:4} et B = {a + bz + cx® + dx5}.
(a+b2? + ca?) + (al + bla? + cla?) = (a + al) + (b + bl)z? + (c + cl)z* € A.
ax (a+br?+caxt) = ((a*a) + (axb)z? + (a*c)r?) € A,

{1,:102, CE4} est une base de A.

{1,x7x3,x5} est une base de B.

b+c b—c
: A+AT | A-AT a b a 0
Exer01ce21.A:+T+Tc.a.d. (c d>:<b+c ch >+<bc (2) >

no

1. Ma(R) = S2(R) @ Aa(R).
2. non.
3. non.

4. non.
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Université Abdelmalek Essaadi. Algebre II.  2010-11.
Faculté Polydisciplinaire. Solution des exercices du Chapitre 1. Liste 2.
2 -3 0 3 2 -3 0 3 2 -3 0 3
Exercice 1. |4 -5 1 7] ~|0 1 1 1) ~10 1 1 1
2 -1 -3 5 0 2 -3 2 0 0 -5 0

2 -3(1)+0(0)=3—2x=6—>2=3
y=1
—52=0—2=0.

Exercice 2.

o J.
o {(w,w,w):w € R}.

o (1/2,1/2,1/2).

1 2 0 1 1 2 0 1 1 2 0 1
Exercice 3. |1 8 3 2|~ |0 6 3 1] ~|0 6 3 1
0 a 5 ¢ 0 a 5 c 0 0 —-30+3a —6c+a

e Si(—30+3a)#0 (a+#10), alors Rang(A) = Rang(Ab) = 3 = Systéme compatible déterminé.
e Sia=10.

— Si(=6c+a) #0 (c# 2) alors Rang(A) = 2, Rang(Ab) = 3 = Systéme incompatible.
— Si ¢ = 2 alors Rang(A) = 2 = Rang(Ab) < 3 = Systéme indeterminé.

Exercice 4. on a:

1 1 1 3 1 1 1 3 1 1 1 3
2 -1 -1 0J~(0O =3 =3 -6 | ~[{0 -3 =3 —6
-1 2 a b 0 3 a+1 b+3 0 0 a—4 b-3

o Sia#4=rg(A) =rg(Ab) = 3 = systéme compatible determiné.
e Sia=4
- Sib#3=rg(4) =
— Sib=3=rg(A) =2,rg(Ab) = 2 < 3 = systeéme compatible indeterminé.

, Tg(Ab) = 3 = systeme incompatible.

Exercice 5. ERREURE

Exercice 6. Soient x,y et z les quantités que possede les joueurs Jy, Jy et J, au début du jeu.
J, a perdu le premier match:

Ty — T—Y—=2
Y1 o— 2y
z21 — 2z

Jy a perdu le deuxieme match:

Ty — 2(x—y-—2)
Y2 — 2y—(x—y—z2+22)=—-2+3y—=z
zo — 2(2z)

J. a perdu le troixieme match:

z3 «— 4d(x—y—2)
ys = 2(-x+3y—2)
z3 — 4z—(2-y—2)+(—r+3y—2)=—x—y+7z
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Université Abdelmalek Essaadi. Algebre II.  2010-11.
Faculté Polydisciplinaire. Solution des exercices du Chapitre 1. Liste 2.
Az —y—2) =
Maintenant on resoudre le systétme ¢ 2(—z+3y—2z) = ¢ = (z,y,2) = (£¢, Ic, 30).
—x—y+7z =

Exercice 7.

1. Les prix d’equilibre sont:

100—24+3y—2 = 12+=x —2x4+3y—2 = 2
6+x—3y+3z = 4+3y & r—6y+3z = -2 < (z,9,2)=(1,3,5).
104+3x+3y—2 = 124z 3x+3y—2z = 2

2. Les quantités d’equilibre sont
Qaar=10—-1+33)-5=13
Qoa=12+1=13

Exercice 8.

(A) 200.000b1 + 100.000(b2 + b3) = 60.000 2067 + 10(b2 + b3) = 6
1 (B) 50000(b1 + by + bg) = 20.000 & 5(b1 + by + bg) = 2 &5= ¢.
(C)  100.000b1 + 60.000(bs + b3) = 40.000 100, + 6(bs + b3) = 4
) A 200.00001 + 100.000(b> +bs) = 60.000 _ [ 201 +10(bp+b5) = 6
50000(b1 + by + bg) = 20.000 5(b1 + by + bg) = 2
S = {(%7% t,t): teR}.
(A) 200.0006; + 100.000(bs + b3) =  60.000 20by +10(bs +bs) — 6
(C)  100.000b1 +60.000(by + bs) = ¢ 10.000 100, + 6(bs + b3) = c
20 10 10 6 20 10 10 6 20 10 10 6
5 5 5 2] ~10 —-10 -10 -2 ~10 —-10 -10 -2
10 6 6 ¢ 0 -2 =2 —2c+6 0 0 0 10c — 32

Le systeme est compatible si et seulement si ¢ = 3.2.

Ainsi, le benefice reél de l'investisseur (C') est 32.000 dhs.

Exercice 9.

1. Soient
2 : le nombre d’unités du produit A
y : le nombre d’unités du produit B
z : le nombre d’unités du produit C.

on a:
Sx+y+2: = 850
r+2y+4z = 1200 < (zx,y,z) = (100, 150,200).
2r+y+z = 550
3z+y+2z = 1200
2.8 z4+2y+4z = 900 <& (z,y,2z)=(300,700,—200).
2 +y+z = 1100

Donc, on ne peut pas utiliser tout le temps disponible des machines.

Exercice 10.
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Faculté Polydisciplinaire. Solution des exercices du Chapitre 2. Liste 3.

0 2 0 1 0 2
triangulaire supérieuere. Démontrons ceci dans le cas générale.

Soit A = [aiyj}izl,n, j=1ln
est définie par (a;; =0 si > j).

Exercice 1.0n consideére le cas particulier A = <1 3) et B = <4 2). Alors A.B = (4 5) est une matrice

une matrice triangulaire supérieuere, Ceci veut dire que la structure de la matrice A

Soit C' le produit de deux matrices n x n triangulaire supérieure. Montrons que (¢;; =0 si i > j).

Pour i > j
n i—1 n i—1 n
Cij= 2 Girbej = D @igbrj+ D aipbe; = > 0xbpj+ > ajp*0=0.
k=1 k=1 k=i k=1 k=i
Ainsi la matrice C est bien triangulaire supérieure.

Exercice 2. (A.AT)T = (AT)T. AT = A.AT. Donc cette matrice est symétrique.

Exercice 3. Démontrons que A.B est symétrique < A et B commutent.

(=) AB=(AB)T =BT AT =B.A
(<) (AB)T =BT AT =B A=AB

Exercice 4. (BT.A.B)T = -BT.A.B??

(BT.A.B)T = BT .AT.B = —BT.A.B.

Exercice 5. A=Y (AB™! + A)B— (B(AB)"*A)"'! =1+ B - (BB 'A'A)~!' = B.
Exercice 6.

Exercice 7.

1. A est une matrice orthogonale < AAT = ATA = 1.
1 = det(AAT) = det(A) x det(AT) = det(A) * det(A) = det(A)? = det(A) = £1.

2 10
2. A=(0 3 1] = det(A)=12+# £1. Donc A n’est pas orthogonale.
0 0 2

Exercice 8.

Exercice 9. B2= (I —A).(I - A)=1-2A+A’=1-2A+A=1—-A=B.
AB=A(I-A)=A-A?= (1 - A).A= BA.

Exercice 10. I — A admet une inverse I + A\A < (I — A).(I + ) A) = 1.
(I—A).(I+XN)=T+M—-A-QNA?2=T+ A -A—-nA=1+(A—-1-n)A
(I-A).(I+X)=T=X-1-n)A=0A-1-In)=0& A=

Exercice 11.

1. det(A) = ag xag* - x a,.

2. det(B) =n*1%2x%---x(n—1)=nl

Exercice 12.
Exercice 13.

Exercice 14.
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Faculté Polydisciplinaire. Solution des exercices du Chapitre 2. Liste 3.

Exercice 15. Cherchons les coordonnées de (0, 1) dans la base B = {(2,—1), (4,1)}.

o0 =s2 -0ty s { T 20 e =1,
(1,0):x(2,—1)+y(4,1)<:>{ BXV T ) s@n =G

f(oa 1) = _%f(27_1) + %f(4’ 1) = (O’_§7 g’_g) :
FL0) =5 f(2,-1) +§f(4,1) = (3, -5.5.3) -

| (en)
win

| N[
W=

A:

[y

ol
el

wlut

Exercice 16.
Exercice 17.

Exercice 18.
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Faculté Polydisciplinaire. Solution des exercices du Chapitre 2. Liste 4.

Exercice 1.

1. f est injective < Ker(f) =0.

3 4 —a x 0
XeKer(f)e f(X)=flz,y,2) =0 |2 6 —2a y|l =10
1 3 1+4a z 0
Ker(f) =4(0,0,0)} & rang(A) = 3.
3 4 —a 1 3 1+a 1 3 1+a
A=12 6 —-2a|~13 4 —a |~|0 -5 —3—4a]|. Rang(A)=3Sa#-1/2.
1 3 1+4a 2 6 —2a 0 0 —-2-—4a
Ainsi, f est injective si et seulement si a # —1/2.
2. Im(f)={y=f(z):z € R3}.
3 4 —a T 3 4 —a
yeIm(f)ey=12 6 —-2a yley=z|2|+y|6]+z| —2a
1 3 1+a z 1 3 1+a
e Si f est injective (a # —1/2): B = —2a est une base.
1+a
3 4
e Si f n’est pas injective, Rang(A) =2 et B’ = 21,16 est une base.
1 3

Exercice 2.

1. f(ul) = f(ul + u2) - f(u2) = (23 727 1) - (72723 71) = (47 74,2)'

4 =2
A=1|-4 2
2 -1

2. on a:
e uptus =(3,0)=>e = %(ul + uz).
o 2up —ug = (2,-2) — (2,1) = (0, -3) = €2 = — 5 (2u1 — ua).
o f(er) = 3f(u1 +ug) =(2/3,-2/3,1/3).
o flea) = —2f(2ur —uz) = =2 f(ur) + 2 f(ug) = —2(4,—4,2) + 1(~2,2,-1) = (R, -0 =5),

Ainsi,
2 _10
3 3
A= -2 10
A
3 3
2 _10
3 1¢ x 0
3. XeKer(f)ye AX=0s | -5 3 v) = o & x=by o (v,y) = (5, t) =t(5,1)
1 5
3 3

Ker(f) =< (5,1) >
dimKer(f) + dimIm(f) =2 = dimIm(f) = 1.
Im(f)=<(2,-2,1) >

Exercice 3. Non.

Exercice 4. Soit Ps[x] 'espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou egale & trois.
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Faculté Polydisciplinaire. Solution des exercices du Chapitre 2. Liste 4.

l.at+Bz+vy@?—2)+6(23-322+22)=0= - =>a=F=7=5§=0.
2. e ;E E )) q(z )27 f(p+a)(@)=p+a(z+1)+(pP+qe(z) =plx+1)+qlz+1) —plz) —qlz) =
e flap(z)) = af(p(x)).
e pe Kerf(f) < f(p(x)) =p(x+1) —p(x) =0« p(z+ 1) = p(z).

S, 04 -05 -0.3 R,
Exercice 5. | S, | = -0.3 06 —-04 Ry
S, -0.1 -0.1 0.3 R,

Det(A) = —0.036 # 0 = Ker(f) = {(0,0,0)}.
dimIm(f) =3 = Im(f) = R>.

Exercice 6.

) . x:(w,i,t) = p:(paapbapc)
o £(1,0,0)=(2,3,2)
o £(0,1,0)=(3,3.1)
o f(0,0,1)=(1,1,3).
2 3/2 1
A=1|3/2 3/2 1
2 1 3/2
f. R3 _ RS
o= (w,it) — f@)=Qu+ i+t 3w+ di+¢,2w+i+ 3t)
2.
2 3/2 1 8 29
3/2 3/2 1 2 | = 25 |.
2 1 3/2 10 33
2 3/2 1 w 0
3. 13/2 3/2 1 i =0 ]=(xy2) =(00,0).
2 1 3/2 t 0

Ainsi on ne peut pas maintenir les prix des trois secteurs d’une année a une autre, sans qu’ils se main-
tiennent a la fois, les salaires, les prix d’importation et la pression fiscale.

Exercice 7.

1. f(u1 — UQ) =0= f(ul) = f(UQ)

1 1 1 0 0 1
11 1 |eteB=|1 0 0
111 010

2. AB=BA=A

A:

3. XeKer(f)e AX=0sz2z+y+2=0&82=—-y—z
(xay7z)) = (_y - Z,y,Z) = (_y7y70) + (—2,072) = y(_17 170) + Z(—l,O, 1)
Une base de Ker(f) est B={(-1,1,0),(-1,0,1)}.

4. Ker(f) # {0} = f n’est pas injective.
dimKer(f) + dimIm(f) =3 = dimIm(f) =1+# 3, donc f n’est pas surjective.

Exercice 8. on a:
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Faculté Polydisciplinaire. Solution des exercices du Chapitre 2. Liste 4.

[ ] E:El@EQ
o Ker(f)=F;.

Démontrons que f(E) = f(Es).

(€) Soit x € E alors = 1 + x5 avec 1 € E} et x5 € Fs.
(@) = f(z1) + f(z2) = 0+ f(22) = [(E) C f(E2).
(2) Soit w2 € Bz = f(x2) = 0+ f(x2) = f(21) + f(22) = f(21 + 22) = f(2) avec x € E = f(Es) C f(E).

Exercice 9.

Exercice 10.

L. o flu1) = uy +us.
o flur) + fluz) = w1 + 2uz + ua.
o fluz) = (u1 + 2ug + ug) — (ug +ug) =us +us. f(usz) =0.

1 0 0
A=]111 0 X € Ker(f) & (z,y,2) = 2(0,0,1). Ker(f)=<(0,0,1) >
010
1 0 O « o
2. Soit v = auy + Pug +yuz. fv) =v e Av=v& |11 0 B l=1081<% @iy =
010 ~y v
B(0,1,1).
Ainsi S =< (0,1,1) >.
100
3. A = 2 1 0
1 1 0
Exercice 11.
1. Soit A la matrice associée a f dans la base {ui,ug, - ,u,}. Si A est non reguliere, alors det(A) = 0 =
rang(A) <n = {f(u1), f(uz),---, f(u,)} sont linéairement dépendants. Absurde.

2. A est réguliere donc rang(A) = n et par suite dimKerf = 0 c.a.d Ker(f) = {0}, et par consequence f
est injective. Elles est aussi surjective.

10
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